MAP2320 - Métodos Numéricos em EDPs
Potencial eletrostatico entre placas paralelas

Os objetivos deste exercicio computacional sao:
e Apresentar a modelagem do campo eletrostatico entre duas placas paralelas.
e Implementar o método das diferengas finitas para a equacao de Poisson no quadrado unitario.

e Comparar os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e (bénus) SOR para a resolugao dos sistemas
lineares associados.

1 Modelagem do problema

Sejam A e B duas placas paralelas planas, de area L x L e colocadas a uma distancia L uma
da outra. Sendo conhecidos os poténciais eletrostaticos V4 e Vg, vamos analisar como obter uma
estimativa do potencial V' em cada ponto no interior da regiao entre as duas placas. Para simplifi-
carmos a modelagem, consideramos que os poténciais na regiao fora da placa sao nulos, de modo que
pela simetria do problema é possivel analisar apenas uma secgao transversal do dominio, conforme
a figura abaixo

Condutor {placa ou armachra)

(a) Placas planas (b) Secgao Transversal

Dhicléirico (Isolante)
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Simbologin X

Sendo ¢ o coeficiente de permissividade elétrica do meio!, p, = p,(z,%) a densidade de carga
total em um ponto (x,y) entre as placas e E o campo elétrico entre as placas, pela Lei de Maxwell
temos que

V- (cE) = p, (1)

Além disso, pela Lei de Coulomb, temos que o campo elétrico E ¢ contrario ao gradiente do
potencial, isto é

E=-VV (2)

LA permissividade é uma constante fisica que descreve como um campo elétrico afeta e é afetado por um meio



Substituindo (2) em (1), e considerando o meio homogéneo (¢ constante entre as placas) temos
que

™

V- (eE)=V-(—=eVV) ==V (VV) = —AV = p,
Considerando f(z,y) =2 ¢ Q= (0,L) x (0, L), temos o seguinte problema de Poisson

—AV = fem Q
{V:UOem8Q (3)

onde vy é o potencial no contorno que, neste caso, é dado por:
Va
Vi
volz,y) =
0( )y) VC
Vb

onde Vi e Vp sdo definidas de forma a tornar o problema bem posto?.

2 Meétodo Numérico

Por conveniéncia de notagao, vamos descrever a solugao do problema (3) como u(x,y) ao invés
de V(z,y). Sendo Q2 = [0,L] x [0, L] o dominio continuo e N € N, consideramos o espagamento
uniforme h = % de modo que o dominio discreto da equacao é descrito pelo conjunto

QhZ{(l'i,yj):{Bi:ih, OSZSN (§] ijjh, OSJSN}
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Aproximando as derivadas em x e em y pela expansio em série de Taylor, temos que

d%u w(wi_1,y;) — 2u(xi, y;) + u(xir1,y;) b2
@(%‘ﬂj) = : 2 : 22+ Eu(f,yj)
8*u u(wi,yj—1) — 2u(zi,y;) + ul@i, yjr1) | b2
ayz (xiv y]) = : h2 2 2 + Eu(‘rla 77)

onde € € (Ti—1,Zi+1) € N € (Yj—1,Yj+1)-

2 A rigor este problema possui condi¢des de contorno mistas, isto é, sobre os trechos A e B é conhecida a propria
solugao do problema (Condi¢ao de Dirichlet) e sobre os trechos C e D é conhecida a derivada normal da solugao
(Condigao de Neumann). Como estamos simplificando o problema de forma a apresentar um problema de valor de
contorno com condigao de Dirichlet, vamos supor apenas que as fungdes Vo e Vp sao suficientemente regulares e
definidas de forma que o problema possua uma tnica solucio u € C2(Q) NC(Q).



Sendo Au = 81,2 + ayQ e fij = f(zi,y;), vamos desprezar os erros de discretizacao e obter
aproximagoes U; j ~ u(z;, y;) que satisfazem a seguinte relacao

~Ui1j = Uit1j +4Ui 5 — Ugj1 — Ui jy1 = B fi (4)

para i,j = 1,---,N. Portanto temos que resolver um sistema linear de equagdes com (N — 1)2
incognitas (os U; ;) e (N — 1)? equagoes.

2.1 Meétodos Iterativos

Seja Ul-kj a aproximacao nos pontos (z;,y;) na k-ésima iteragao. Para resolvermos o sistema de
9,
equacoes resultante iremos utilizar trés diferentes métodos iterativos:

e Método de Jacobi
Parai=1,---,N —1:
Paraj=1,---,N - 1:

U]f;rl— Uy + Ul + Ul 1+Ufj+1+h2fi,j] (5)
e Método de Gauss-Seidel
Parat=1,---,N —1:
Paraj=1,---,N -1

1
k
Uk = 7 UK, + USE + Uy + Ul + 02 (6)

e Método SOR
Fixado o parametro w:
Parat=1,---,N — 1:
bParaj=1,---,N - 1:

Uk:+1 (1 - w)Uk: U1k+113 Uik;-‘rl Uz—i—l p + U b + h fzy (7)

2.2 Critério de parada

Como critério de parada vamos avaliar a diferenca entre duas iteragoes, e paramos se esta diferenga
for pequena. Assim, dada uma tolerincia inicial EPS, iremos considerar como critério de parada
a condigao

|[U* — U*Y|, < EPS

onde a norma || - ||, é dada por

S

Ulln = h Z lewi

i,j=1

Esta é uma medida de variacao quadratica média entre iteracoes.

3 Tarefa

Considere « ¢ o ultimo algarismo® do seu nimero USP e L = 1.
1. Para testarmos a implementagao computacional realizada, considere o problema (3) para

a) f=0ecu(x,y) = ae”sin(y) para (z,y) € 0.

3Caso o digito seja zero considere o pentltimo algarismo.



b) f(z,y) = 2an? cos(mz) sin(my) e u(x,y) = acos(rx) sin(ny) para (x,y) € Q.

e Resolva numericamente os problemas a) e b) para N = 23, - .-, 29 utilizando os métodos
de Jacobi e de Gauss-Seidel para a resolugao do sistema linear associado. Utilize a
aproximacao inicial nula e o critério de parada com EPS = 107°h.

e Compare a relagdo entre os valores de N e a quantidade de iteragoes necessarias (e o
tempo computacional) para a resolucao utilizando cada um dos métodos.

e Compare as solugdes obtidas com a solugao exata do problema (observe que a funcao u
descrita no contorno é a propria solu¢ao do problema).

2. Vamos agora utilizar o algoritmo implementado para a simulagao de um modelo real. Consi-
dere o problema (3) para Va(x,1) = 110V, Vg(z,0) = 0V, Vo (0,y) = Vp(1,y) = 110sin(5y)

nos seguintes casos:

a) Duas placas contendo ar entre elas (permissividade £ ~ 8.84 x 107'2) e com densidade
constante p, = 100 x 1072,

b) Duas placas paralelas contendo baquelita (permissividade ¢ ~ 75 x 107!2) e com densi-
dade dada por p, = 10sin(7(x + y)) x 1078.

Resolva numericamente os problemas utilizando a aproximagao inicial nula e o critério de
parada com EPS = 10"°h.

3. (Item bénus) Utilizando o método SOR com

2

YT sin(mh)

compare a quantidade de iteragbes necessarias (e o tempo computacional) em relacdo aos
métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel. O que pode-se observar?

Observacgoes sobre a implementacao computacional

I) Toda a notagdo apresentada no enunciado considera que os indices comegam em 0 (zero).
Caso queira utilizar uma linguagem interpretada onde os indices comecem em 1 (um) tenha
muito cuidado com os indices. Utilize precisao dupla em todos os calculos.

IT) Antes de realizar o método iterativo, deve-se inicializar os valores das fronteiras Uy ;, U; o, Ui
e Un;, i =1,---, N utilizando os valores de u(z,y) conhecidos em 0.
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