MAP 2320 - Métodos Numéricos em EDP’s
Equacoes Elipticas

Marco Alexandre Claudino*
IME/USP

1 A equacao de Laplace no quadrado unitario

Vamos iniciar o estudo dos métodos de resolucao numérica das equacoes elipticas por meio da
chamada Equacao de Poisson:

— Au = Ugy + uyy = f(z,y) (z,y) €Q (1)

onde f : Q — R é uma funcao continua e para simplificar a apresentacdo, consideraremos 2 =
(0,1) x (0,1). Para que o problema possua uma tnica solu¢ao é necessario que sejam fornecidas
condigbes de contorno para os trechos [t,0], [1,¢], [t, 1] e [0,¢] com ¢t € [0, 1] (isto é, as fronteiras do
quadrado). Temos trés tipos de condigoes possiveis:

1) Condigoes de Dirichlet: Sao fornecidos valores para a fungao na fronteira.
2) Condigoes de Neumann: Séo fornecidas as derivadas normais em cada ponto da fronteira.

3) Condigoes de Robin: Sao fornecidas ponderacoes entre as derivadas normais e valores da
funcao na fronteira.

Para facilitar o estudo, trabalharemos apenas com condigoes de Dirichlet no contorno. Logo, serd
dada também a condicao

U(Hf,y) :g(xay) (Hf,y) € 00 (2)

Observe que a solucio u(z,y) deve ser tal que u € C2(2) N C(Q), ou seja, de classe C? no interior
de Q e continua até o bordo.

2 Discretizacao do problema

Dado N um numero natural, considere a discretizacdo do quadrado unitario em espagamentos
uniformes dados por h = % Denotamos por u;; = u(x;,y;) a aproximacao da funcdo v e no ponto
x; = ih, y; = ih para i,j = 1,2,...,N — 1. Para os indices igual a 0 ou igual a N a condigao de
contorno do problema, é fornecida.

Para obter a discretizacao da segunda derivada em x e em y vamos utilizar a combinacao das Séries
de Taylor avangada e retrégrada:

h? h3 ht

w(wit1, ;) = w(®wi, y;) + hug (i, y;) + > Uae (i, Y5) + 3 Uzae (i, Yj) + ﬂ“mzx(l’z‘a yij)+--- ()
h? h3 ht

u(@i-1,y5) = (@i, y5) — hua (i, y5) + 5 Uaa(2i,45) = - Uawe (0, 47) + 5 Yowaa (i, 45) + -+ (4)
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Somando as equagoes (3) e (4) temos que

uw(wi—1,y;) — 2u(ws, y;) + u(Tir1, y5)
h2

Ugx =

+ Tx(xiayj) (5)

onde 7 (zi,y;) = O(h?) é o erro de discretizagdo local cometido por esta aproximagio no ponto
(xi,y;). Analogamente, obtemos que a segunda derivada em relagdo a y é dada por:

w(xs, yj—1) — 2u(xs, y5) + w(xi, yj+1)
Uyy = ! 2 2 ks + Ty((xia Z/j) (6)

Substituindo (5) e (6) na equagao (1) temos que

—U(ﬂf'fl’y')—U(x'ayel)—i-élu(flf‘,y')—U($‘+1>y')—U(Jf'»y‘ﬂ)
— RS = ()T yy) + Ty ()

T=0(h2)

(7)
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Figura 1: Descricao da Malha do problema.

Ignorando o erro de discretizacao local, temos que as aproximacdes nos pontos interiores satisfazem
a seguinte relacao

—Ui—1,j — Wi j—1 + 4 — Wir15 — Uijy1 £
h? B
Podemos ainda reescrever esta equagao como um sistema linear contendo (N —1) equagoes e (N —1)
incoégnitas, dado por

xwyz)

— Uim1,j — U1 + A — ity — i = B2 f (2, 9) (8)

de forma que, utilizando a enumeracdo lexicografica (veja na Figura 2(b)), temos que as aproxi-
magcoes sao obtidas através da resolucao do sistema linear



T4 -1 0 -1 0 0 0 0 07/ ug h?fo + u1 + us
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0 uy h2 f7 + ug
0O -1 4 0 0 —-1 0 0 0 ug h? fs 4+ u3 + ug
1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 Uy h2 f11 + u1g
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 up | = h? f1o (9)
o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 U3 h? f13 + w14
O 0 0 -1 0 0 4 -1 0 Uig h? fi + u1s + ug
o 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 17 R? fi7 + uge
O 0 0 0 0 -1 0 =1 4 ] \ wus h? f1g + u1g + ua3

Observe que cada elemento da diagonal relaciona-se a, no maximo, outros quatro elementos.

Naturalmente, as questoes a serem abordadas a partir de agora sao:

e Este sistema sempre possui solucao?
e Ag aproximacoes obtidas convergem para a solucao do problema quando h — 07

e Qual a maneira mais eficiente de resolver o sistema associado?

3 Existéncia de Solucao do Sistema Linear

3.1 Demonstracao da existéncia via algebra linear
Considere as seguintes defini¢oes:

Definigao 3.1. Uma matriz A = [a; jlnxn € dita irredutivel se ndio existir uma matriz de permu-
tacdo P tal que

PAPT:[B C]

0 D

onde k < n, B = [bjjlixk; C = [Cijlix(n-k) € D = [dijl(n—k)x(n—k)- Ou seja, a matriz nao pode
ser decomposta de forma que um conjunto de varidveis fique independente das outras.

Definicao 3.2. Seja n um inteiro. Uma matriz A = [a; jlnxn € dita diagonal dominante se
n
’aii‘> Z |am~], i:1,2,~-,n
=L
e ¢ dita fracamente diagonal dominante se
n
jail > Y aigl, i=1,2,---,n
J=1j#i
e vale a desigualdade estrita para alguma linha.

Observe no exemplo (9) que os pontos proximos da fronteira possuem a desigualdade estrita en-
quanto que o ponto interior w2 possui a entrada da diagonal igual a soma dos outros elementos
da linha 12. Além disso, é possivel mostrar que a matriz do sistema é irredutivel, de forma que o
resultado a seguir garante a existéncia e unicidade de solucao para os sistemas em estudo:

Teorema 3.3 (Existéncia de Solucdo do sistema). Toda matriz diagonal dominante é inversivel e
toda matriz fracamente diagonal dominante e irredutivel € inversivel.



Demonstra¢do. Seja A uma matriz diagonal dominante e suponha, por absurdo, que det(A) = 0.
Entao existe um vetor x # 0 tal que Ax = 0. Seja ¢ o indice tal que

|| = M = max |z;]
J
Temos que a i-ésima linha do sistema é dada por
n
} : E : E :ai,j
Q; T = 0= Qi = — Q; jTj = Tiy = — Z;
, — — Qi
J=1 JF JF

Tomando o médulo dos dois lados, temos que

|z;| = }Z M:13]’ < Z a” 2| < Z ‘@ M < M  (contradicao!)
. . a’L 3 . . 1,7 . . a'L A
J#L T JjFL J#F
1
<

Logo det(A) # 0. No caso em que a matriz ¢ fracamente diagonal dominante, note que

3 |aij
— |Qj;
J#i

|
lzj| =M

ocorre se, e somente se
|zj| =M quando a;; # 0

Como a matriz é irredutivel, podemos reordenar os indices onde |z;| = M de forma a colocé-los em
sequéncia crescente. Como existe pelo menos uma linha onde a desigualdade é estrita, nesta linha
calmos novamente no caso anterior. |

3.2 Demonstracao da existéncia via principio do maximo discreto

Para que o sistema (8) possua uma tnica solucao é necessario e suficiente que o problema homogéneo
associado admita apenas o vetor nulo como solucdo. Isto implica dizer que o problema

Apwp(z,y) =0, (z,y) €Q
{ wp(z,y) =0, (x,y) el (10)

possui como unica solucao w(zx,y) = 0.

Definicao 3.4 (Fungoes harmonicas). Seja Q um aberto contido no R™ e w : Q — R uma fungao
de classe C%(Q) tal que Aw = 0. Entdo, dizemos que w é uma funcdo harménica.

Sendo w uma func¢ao harménica e wy, sua restricao a malha €2, observe que

1
Apwp(zi,y;) =0 (24,9;) € Q& w(zi,y;) = 1 (w(wi-1,9;) + w(@iv1,y5) + wlwi, yj—1) + w(@i, yj41))
ou seja, w(x;,y;) é a média aritmética dos quatro vizinhos. Os resultados a seguir garantem que o
méaximo (e o minimo) de uma fun¢do harmonica sio atingidos na fronteira.

Proposic¢ao 3.5 (Principio do Méximo Discreto). Seja u : Q, — R uma fun¢dio de classe C?().
Se Apu >0 em Qy,, entio:

max u(x,y) = max u(x, 11
. (2,9) (e (2,9) (11)



Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que u assuma o valor maximo em um ponto (z;,y;) € .
Sendo w; j = u(z;,y;) temos que

1
Anu(i,yj) = 7 (Wit + vio1g — i + g1 +uij-1)
1
= | (Wirig — wig) + (i1 —wig) + (uigen — wig) + (wig—1 — uig)
<0 <0 <0 <0
<0

Por hipétese, temos que Apu > 0. Logo Apu(z;,y;) = 0 o que implica que u é constante em j,. W
Trocando u por —u no resultado anterior, se Apv < 0 em €2, entdo

min  u(x min  u(z, 12
Gy ulwy) = min u(z,y) (12)

Teorema 3.6. Seja u: Q) — R uma funcio de classe C2(2). Se Apu =0 em Qy, entdo:

min  u(z,y) < u(Z,y) < max u(z,y), V(T,7) € Qy (13)
(zy)€ln (z,y)€Ty
Demonstragio. O resultado é imediato a partir das igualdades (11) e (12). [ |

Utilizando este resultado aplicado ao problema (10), temos que
w(z,y) =0

para todo ponto (x,y) € 2 e, portanto, o sistema possui solugao tnica para todo valor de h.

4 Analise de convergéncia

Seja ep (i, y5) = u(x;, y;) —ui,; 0 erro cometido na aproximacao de um dado ponto de (x;,y;) € Q.
Utilizando a linearidade do operador A, temos que o erro satisfaz o problema

{ Aheh :7;1 em Qh

ep, =0em I'y, (14)

onde T, é o erro local de discretizacdo cometido no ponto (z;,y;). Sabemos, pela construgao da
Série de Taylor, que T, = O(h?), para qualquer h — 0. Para garantirmos que e;, — 0 quando
h — 0, considere o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Sejam u : ), — R uma fungdo de classe C2(Q) e f: Qp — R tais que
{ Apu=f em Qp

u=0emI}y

Entao, para todo (x,y) € Qp, temos que

u(z, y)| < ¢ max |f(z,y)] (15)

1
8 ( 7y)€Q}L

A aplicagao desse resultado ao problema (14) equivale dizer que

1
(. 9)] < 5 max [Til = len(r ) < O, V(ay) €
Logo

len(z,y)| — 0 quando h — 0
concluindo assim a convergéncia do método em estudo.

Vamos a demonstracao do Teorema (4.1):



Demonstracao. Seja || f||oc = maxq, |f|. Entao, para todo ponto (z,y) € Qp, temos que

—[flloe < f(,9) < [[flloo (16)

Considere a funcio w : Q) — R definida por

wle,y) = § [(‘E‘;)Z* (o iﬂ

Observe que o valor maximo assumido por w na fronteira é % e w satisfaz

Apw =1, V(z,y) €

pois ng‘,f’ =0e %%‘,’ = 0 para todo p > 2 (w é um polindémio de ordem dois). Assim, o erro de

discretizacao associado ao operador discreto é zero, pois ele é proporcional as derivadas de quarta
ordem em z e y. Usando a desigualdade (16), temos que

—[1flloe < Apu < || flloo

e, portanto
Apu+ ||f||oo >0 em

Como
[[flloo = [|flloc Anw = Ap(]] flloow)
=1

podemos escrever que
Mg+ An(|[Flloow) = 0= Ap(u+ || fllocw) > 0 em
Usando o principio do méximo

U || flloow < max(u + || f||oow) = max(||f]|eow)
Ty Iy
Como w(zx,y) > 0, concluimos que
1
u < max(||fllecw) = v < 2llflleo (17)
h

Por outro lado
Apu— || flloo <0 em Qp = Ap(u—||f|locw) < 0 em

Usando o principio do minimo

u = || fllocw 2 min(—| o) = u > —max((|f||cw)
h h

1
w2 2l (18)
Logo, de (17) e (18) temos que
1 1
“Mfllse < u < = fllss
Sl < u < S

e, portanto

ax |f(z,y)]

1 1
<= -



5 Meétodos Iterativos para a resolucao de sistemas lineares

Antes de iniciarmos o estudo de métodos iterativos para a resolucdo de sistemas lineares, uma
pergunta interessante a ser feita é: Por que utilizar métodos iteraivos para resolver sistemas
lineares?

Sabemos que as aproximagcoes do problema (1) sujeito a condigao de contorno (2) serdo obtidas
através da resolucio de um sistema linear cuja matriz possui (N — 1)? elementos, onde apenas 5
deles 880 nao nulos em cada uma das linhas. Utilizando o método de Eliminacao de Gauss seriam
necessarias em torno de (N — 1)% operacgdes para construir as aproximacdes do problema em
estudo.

Para exemplificar o tempo de processamento que seria gasto, considere uma malha com N = 100
(ou seja, h = 0.01) e que todas as operacoes realizadas demorem o mesmo tempo de execucao de
uma multiplicacio. Desta forma, utilizando um computador capaz de realizar 10'° multiplicacdes
por segundo seriam necessérios aproximadamente 95 segundos. Porém, aumentando o valor para
N = 200 (h = 0.005) o tempo necessirio aumenta para aproximadamente 1 hora e 43 minutos e
para e N = 500 (h = 0.002) o tempo aumenta para mais de 17 dias. Com isto, podemos concluir
que o método de Eliminacao de Gauss nao é uma boa estratégia para a resolugao deste problema.
Considere A = [a; j]lnxn uma matriz real tal que det(A) # 0 e o sistema linear Az = b. Nossa
estratégia sera escrever A = M — N, de modo que seja possivel escrever um método iterativo da

forma
Mz — Nz =b= Ma*t! = b+ NzF

Considere também a hipotese de que det(M) # 0. Assim, caso tal processo seja convergente, entao
o limite do processo serd a solugio do sistema Ax = b pois, se

lim 2f =2 = Mz=b4+ NZ=(M -N)Z=b= Az =b

k—oo

I

Definicao 5.1. Seja A uma matriz diagonalizdvel. Dizemos que o maior autovalor (em mddulo)
de uma matriz A é o raio espectral da matriz, denotado por p(A).

Proposicao 5.2 (Condigdo necessaria para a convergéncia dos métodos iterativos). Seja A =
(M — N), onde A e M sao inversiveis. Um método iterativo serd convergente se, e somente se,
p(M~IN) < 1.

Demonstragio. Definindo ef = z — ¥ temos que
MeFtt = Neb = 1 = MINek = F = (M~IN)keO

Logo,
50 (MINE S0

Mas isto ocorre se, e somente se, p(M~ITN)F < 1. |

Escrevendo A = L+ D + U, onde L é a parte triangular inferior (lower), D a diagonal da matriz e
U a parte triangular superior (upper), podemos escrever os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

- Método de Jacobi: M = D, N = L+U.
O método serd convergente se, e somente se
p(DHL+U)) <1
- Método de Gauss-Seidel: M = L+D, N = U
O método serad convergente se, e somente se

p((D+L)"'U) < 1



Gostariamos agora de saber se estes métodos podem ser aplicados para a resolugao do sistema (8).
O teorema a seguir fornece algumas condi¢Oes nas quais os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao
convergentes.

Teorema 5.3. Se A € uma matriz irredutivel e fracamente diagonal dominante, entdo os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel sao convergentes.

Demonstracao.

e Método de Jacobi: Seja A um autovetor da matriz D~1(L + U). Temos que
det(D"Y(L+U) = M) = 0 = det(D™Y(L + U — AD)) = 0 = det(D~Y)det((L +U — AD)) = 0

Como A é fracamente diagonal dominante e irredutivel, temos que det(D) # 0 e, portanto,
det(D™1) # 0. Logo
det((L+U —AD))=0

Caso |A| > 1 temos que (L + U — AD) é irredutivel e fracamente diagonal dominante. Pelo
Teorema (3.3), temos que a matriz é inversivel e, portanto, det((L + U — AD)) # 0. Logo,
|A| < 1 para todos os autovalores de D~Y(L + U) de modo que p(D~}(L +U)) < 1. Pela
Proposigao (5.2), temos que o método serd convergente.

e Método de Gauss-Seidel: Seja A um autovetor da matriz (D + L)~ 'U. Temos que
det(D+ L) 'U - M) =0=det(D+ L) (U-XD+ L)) =0
= det((D + L) Ydet(U = NX(D + L)) =0
Por hipétese! det((D + L)~ # 0, de modo que
det(U —X(D+L))=0

Caso |A] > 1 temos que (U — A(D + L)) é irredutivel e fracamente diagonal dominante.
Novamente pelo Teorema (3.3) a matriz U — A\(D + L) é inversivel e det(U — A\(D + L)) # 0.
Logo, |A| < 1 para todos os autovalores de (D + L)™'U de modo que p(—(D + L)~1U) < 1.
Pela Proposicao (5.2), segue a convergéncia do método.

Agora que sabemos que ambos os métodos sdo convergentes, seria interessante que pudessemos
estimar a velocidade de convergéncia de cada um desses métodos. Para isto, considere Z a solugao
do sistema Az = b, 2* a aproximacao obtida na k-ésima iteracio do método, A\; < Ao < -+ < A, =
p(M~IN) e v, v? --- Jo™ os autovalores e autovetores da matriz M1 N. Assim

2 — 7= (MIN)EGY - 7)

Como os autovetores formam uma base para o R™, podemos escrever

n

E vt =20 — 7

i=1
e, para k — 00

n n—1 k
. A ,
(MTIN)F@® —2) = Mep' = A5 (;) civt e AEum
i=1 i=1 n

—0

LA matriz de iteragio deve ser inversivel, para que o sistema possa ser resolvido a cada iteragio do método.



Desta forma, podemos concluir que
[t — ¥ = p(MTIN)F|ja* — 2] (19)

e a taxa de convergéncia das aproximacdes ¢ controlada pelo valor de p(M~1N). Assim, para
que um dado método iterativo apresente rapida convergéncia para a solucao do problema devemos
ter que p(M -IN ) deve ser pequeno o suficiente para que poucas iteragoes sejam suficientes para
fornecer boas aproximacoes.

Para avaliar a convergéncia do método de Jacobi iremos aplicar o método aos vetores 1y, 1 <
k,l < N — 1, cujas componentes sao dadas por

(Yr1)ij = sin(kmax;) sin(lny;) 1<4,j <N -1
Temos que
1
[D™HL+U)] (Wry)iy = —3 [(sin(kmaiy1) + sin(kra;—1)) sin(iny;) + (sin(iry;+1) + sin(iry;—1)) sin(kma;)]
1
=73 [2 cos(kmh) + 2 cos(Imh)] (Vk )i j

Portanto

DL+ U)] s = <cos(/~c7rh) + cos(l7rh)> e

2

Desta forma, temos que os vetores 15, ; formam uma base de autovetores para a matriz [D_l (L + U)] ,

com os autovalores dados por
cos(kmh) + cos(Imh)

2
O maior valor de p; serd dado quando k =1 =1 e assim

Brg =

h2m2
2

p([D~Y(L +U)]) = cos(rh) ~ 1 — <1 (20)
o que mostra que o método de Jacobi possui uma baixa velocidade de convergéncia.
De maneira analoga, obtemos que para o método de Gauss-Seidel

p([D7H(L +U)]) = cos*(7h) = 1 — h?n* < 1 (21)

de forma que o método de Gauss-Seidel possui a velocidade de convergéncia um pouco
maior do que o método de Jacobi. Em ambos os casos, quando h — 0 a velocidade de
convergéncia da solucao vai diminuindo, pois o raio espectral de ambas as matrizes tendem a 1. Ou
seja, quanto mais refinada a malha, menor a velocidade de convergéncia dos métodos de Jacobi e
de Gauss-Seidel.

Visando aumentar a velocidade de convergéncia vamos inserir um parametro livre no problema de
forma que com a manipulagdo desse pardmetro seja possivel aumentar a velocidade de convergéncia
dos métodos numéricos. Dado o sistema Az = b e considerando w € R, vamos escrever a k-ésima,
iteracdo do método como uma combinagdo ponderada entre a (k—1)-ésima aproximacao e a k-ésima
aproximagao obtida pelo método de Gauss-Seidel. Isto equivale a escrever

E_ W k k k-1
z; = — [ b — E i T — E aijzi | + (1 —w)z;
1<t 7>t
Na forma matricial, temos que

(D +wL)z® = (1 —w)D — wU)z" ! 4 wb



onde a matriz de iteracdo do método serd dada por
S=(D+wL)™((1 -—w)D —wl)

e o método serd convergente se, e somente se, p(S) < 1. Este meétodo conhecido como Sucessive
Over-Relazation ou SOR.

Os resultados a seguir apresentam os resultados de convergéncia e de velocidade de convergéncia
do método SOR. As demonstracoes nao serdo feitas aqui, pois utilizam alguns conceitos que fogem
ao escopo de uma primeira apresentacao. Ao leitor interessado, a referéncia 2] contém as provas
dos resultados a seguir:

Teorema 5.4. Se o método SOR é convergente, entdo 0 < w < 2.

Teorema 5.5. O pardmetro dtimo para o método SOR quando aplicado a matriz do sistema gerado
por (8) € dado por:
2

YTIY sin(h)

Com este pardmetro, o raio espectral da matriz de iteragao €

11— sinh

= ~1-2rh
1 +sinwh T

p(S)
Assim como nos métodos de Jacobi e de Gauss Seidel, observa-se que o raio espectral da matriz
tende a 1 quando h tende a 0. Porém, neste método a convergéncia é linear, enquanto que nos
outros métodos a convergéncia é quadratica.
Vamos analisar como isso influéncia o erro na pratica: Sendo e* o erro cometido na k-ésima iteracao,
pela desigualdade (19) temos que o erro na proxima iteragdo depende diretamente do raio espectral
da matriz do método, o qual denotaremos apenas por p. Dado um erro e* vamos a quantidade L
de iteragOes necessarias para o erro ser igual a € vezes este erro, para algum e < 1.

Para isto, da desigualdade (19) temos que

kL — ook s
eh+Ll ny plek P~
e, portanto
Ine
L~ —
Inp

Como o raio espectral p pode ser escrito da forma p = 1 —4 para algum 0 pequeno, podemos utilizar
que In(1 — 0) = —J. Assim

1 1

N Ine Ine™

Ine! Ine! Ny Ine™

LN*— == ~
Inp —Inp —In(1-9) ) )

Assim, temos que

e Meétodo de Jacobi: 5
L~ = Ine ' N?
T
e Método de Gauss-Seidel: 1
L~ - Ine N2
T
e Método SOR (parametro 6timo):

1
L~ o Ine !N

™

10



Tomando como exemplo N = 100 temos que para reduzir o erro em um décimo (¢ = 0.1) sdo
necessarias

e Método de Jacobi: L ~ 0.467N? = 4670 iteracdes.
e Método de Gauss-Seidel: L ~ 0.234N? = 2340 iteracoes.

e Método SOR (parametro 6timo): L ~ 0.364N = 37 iteracoes.

5.1 Implementacao computacional

Na resolugdo numérica do Problema (1) sujeito a condigao (2) iremos utilizar no vetor de solucoes
do sistema dois indices, um representando a linha e outro representando a coluna. A aplicacdo dos
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR seguem a mesma estrutura:

1. Inicialize o vetor u;; com alguma aproximacao inicial. Caso ndo tenha nenhuma informacao
sobre o problema, utilize o vetor nulo;

2. Inicialize o lado direito do sistema com as informacoes da funcao f;

3. Utilize a fungdo g para atribuir os valores aos contornos do dominio (isto é, para os indices
i,7 =0 ou N);

4. Atualize os pontos internos de acordo com o método utilizado;
5. Calcule a diferenca entre as duas iteragoes.;

6. Se a diferenga for maior do que uma tolerancia TOL, retorne ao passo (4). Caso contrério,
encerre.

Observe que a tolerdncia TOL pode ser uma estimativa muito pequena, de modo que o algoritmo
pode demorar muito para convergir. Desta forma, é aconselhavel que seja colocado também uma
restricdo no nimero méximo de passos a ser executado pelo codigo.

Algorithm 1: Método de Jacobi.

//Inicialize vetor de solugdes com alguma condicao inicial (ou zero);
//Inicialize o lado direito do sistema;
//Insira as condigbes de contorno;
para eps < TOL ou k < ITMAX faca
para j =1 até N — 1 facga
parai=1 até N — 1 faga
Unovo; j = % (bi,j + Uj—1,5 + Uit1,5 + Ui -1 + ui7j+1)5
fim para
fim para
//Calcule a diferenca entre as iteragoes;
para j =1 até N — 1 faca
parai=1 até N — 1 faga
um = unovom;
fim para
fim para
k=k+1;
fim para
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Algorithm 2: Método de Gauss-Seidel.

/ /Inicialize o vetor de solugoes com alguma condigao inicial (ou zero);
//Inicialize o lado direito do sistema;
//Insira as condigbes de contorno;
para eps < TOL ou k < ITMAX faga
para j =1 até N — 1 faga
parai=1 até N — 1 faga
¢ =g (i1 +uicrg +uijon +uijo1 — duij+ h%bij);
Uj 5 = Ujj + C;
fim para
//Utilize o incremento ¢ para calcular a norma da diferenca entre duas iteragoes;
fim para
k=k+1;
fim para

A diferenca entre os dois métodos esta no fato que o método de Gauss-Seidel pode ser implementado
utilizando apenas um vetor pois as novas aproximacoes ja sao armazenadas nas entradas correspon-
dentes e utilizadas para construir as aproximagoes dos outros pontos. Ja o método de Jacobi precisa
de dois vetores: um para armazenar as novas aproximacoes e um para armazenar as aproximacoes
anteriores.

Algorithm 3: Método SOR com parametro w.

/ /Inicialize o vetor de solugoes com alguma condigdo inicial (ou zero);
//Inicialize o lado direito do sistema;
//Insira as condigoes de contorno;
para eps < TOL ou k < ITMAX faga
para j =1 até N — 1 faga
parai=1 até N — 1 faca
¢ =G (Uit1,j + Uim1j + Wi g1 + i1 — dugj + Bb5);
Uj 5 = Ui + G
fim para
//Utilize o incremento ¢ para calcular a norma da diferenga entre duas iteragoes;
fim para
k=k+1;
fim para

Em ambas as implementagoes nao foi preciso armazenar as matrizes do sistema linear pois sua
estrutura é conhecida e permite que os algoritmos considerem apenas as operagoes com suas entradas
nao nulas.
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