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1 A equacao do calor

Vamos iniciar o estudo de Equacoes Diferenciais Parabolicas por meio da conhecida equacao
do calor:
Up = QUgy (1)

para (z,t) € R x (0,00) e a > 0, com condigao inicial

u(x,0) = uo(x) (2)

2 Métodos Numéricos

Dados M e N dois numeros naturais, [0, L] o intervalo no espago e [0,7] o intervalo no
tempo, considere os espacamentos uniformes dados por At = % e Ax = % Denotamos
por u ~ u(zxy,,t,) a aproximacdo da funcdo u e no ponto t, = nAt, x,, = mAx para
n=01.,Nem=1,.,M—1. Considerando o problema na forma geral (1) e com
condigao unicial u(0,x) = ug(x) é necessario que sejam fornecidas condi¢oes de contorno

para os trechos (0,t) e (L,t), com t € [0, T]. Temos trés tipos de condi¢oes possiveis:
1) Condigoes de Dirichlet: Sio fornecidas as solugoes do problema.
2) Condigoes de Neumann: Sao fornecidas as derivadas em relagdo a x.

3) CondigGes de Robin: Sao fornecidas ponderagoes entre a solugao exata e a derivada
em relacao a x

Para facilitar o estudo, trabalharemos apenas com condigoes de Dirichlet no contorno. Logo,
serao dadas também as condicoes
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2.1 Meétodo Explicito

Para a construcao do método explicito utilizamos a expansao em Série de Taylor ao redor
do ponto u(x,,,t,), de modo que

U(IL‘m, tn-l—l) - u<xm7 tn) u(xm—h tn) - QU(ZL‘m, tn) + U(Im-l-lu tn) + n
=« T,
At Ax? "

onde 77 = A2 0w _ At0u 4 oAzt — Af2) é o erro local de discretizacio cometido no ponto

12 9z~ 2 o
UW( T, tn)-
Sendo A\ = a% e ignorando os erros locais de discretizacao podemos reorganizar os termos
e obter o seguinte esquema:

ud = uo((xs)
Ug = q1(ln
w3y = galt,) )
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Figura 1: Esquema numérico explicito para a equacao do calor.

A consisténcia numeérica deste método é direta, pois sua construcao segue da expansao em
Série de Taylor ao redor do ponto u;,. Vamos entao analisar a convergéncia deste método
numérico. Inicialmente, definimos o erro cometido em cada ponto da malha como

en = U(Tm,tn) — U,

de forma que, substituindo na expansao de Taylor, temos

eptl — el = Nelh_y —2el + el )+ Atr

m m

onde 7} € o erro de discretizacao local cometido neste ponto. Reorganizando os termos e

utilizando o moédulo, temos que
e < Alem| + 11 = 2Xlleq,| + Aler,| + Al
Definimos ||e"|| = max,, |e}| ¢ vamos considerar que A < 1. Desta forma:
lem 1 < Alle™][ + (1= 2)[[e"]] + Allea|| + At][7"[] = [|e"|| + At]|7"]

Logo
le" I < [lem]| + Atllr]l, Vn



e, por indugao
| < n 0 | <
[le" ] _%A;EHT 1+ [le”l] = [le"]| < T[]l
< =0

Como ||7|| = 0 quando Az, At — 0, podemos concluir que A < 1 (ou seja At < %—f) é uma
condicao suficiente para a convergéncia do método.

Vamos agora mostrar que esta condicao também é necesséria utilizando o chamado Método
das linhas. Seja U(t) = (uy,us,---,up—1)(t) o vetor contendo os valores das aproximagoes
num dado instante de tempo ¢. Podemos escrever a equacao (1) discretizando apenas o
termo espacial, de modo a obter o sistema U; = AU, onde A é a matriz dada por

2 1 0 .. 0
1 -2 1 .. 0

. (0]
—_2 cee cee cee cos eee
Az® | L1 -2 1
o .. 0 1 =2

(M—1)x(M~—1)

Como A é uma matriz simétrica, sabemos que A é diagonalizavel e existe uma matriz diagonal
D e uma matriz ortonormal P tais que A = PDP~!. Portanto

U =AU = U, = PDP™'U = P~'U, = DP™'U

Considerando V = P~!U, temos um sistema de EDOs desacopladas da forma V; = DV, isto

U1 w; 0 0 0 Uy

8 V2 0 %) 0 0 V2
el = 4
Sl - (@)

Upmn—1 0 ... 0 0 wpn Upn—1
Para k =1,2,---, M —1, temos que os autovetores e autovalores da matriz A sdao dados por:
(V) m = sin(kmrz,,) (5)
¢ 2

Wy, = A—;(cos(knrAx) —1) (6)

respectivamente. Para testarmos que estes sao realmente os autovalores e autovetores da
matriz A, vamos avaliar a m-ésima entrada do vetor Ay:

(Ay)m = & (sin (k7 (2 — Az)) — 2sin (k) + sin (kr (2, + Az))) (7)

Utilizando as relagoes trigonométricas

sin(a +b) +sin(a —b) = sin(a)cos(b) + sin(b) cos(a) + sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

= 2sin(a) cos(b)
na equagao (7), temos que
(Avp)m = Aiw? (2sin(kmz,y,) cos(knAz) — 2sin(krz,,))
2c .
= | A2 (cos(kmAx — 1)) | sin(kmx,y,)
S h - (wk)m
Wk



concluindo que (AYy)m = wk(Yk)m. Observe que para todos os valores de k temos que

Azg (COS(kWAx) - 1) S _Aa2 ’COS(]WTA.I‘) — 1’ S _Oé
xr ~~ /

] = Az?

<2

Utilizando o método de Euler podemos resolver o sistema (4) e escrever U = PV. Do estudo
dos métodos numeéricos para EDOs, sabemos que a regiao de estabilidade do método de Euler

é dada por |w|At < 2. Portanto, para que o método funcione é necessario que At < AQZQ.

Com isto, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 O método explicito para a equacio do calor (1) é convergente se, e somente
se, o esquema numérico satisfaz a condicao de que At < Az—z.

Observe que para preservar a convergéncia do método numérico a cada iteragao do re-
finamento espacial estamos abrindo o cone de dependéncia da solucdao. Assim, quando
At, Az — 0 com At < Az—ff temos que a solugao numérica depende de toda a infor-
macgao contida no dominio discreto do problema.

(a) (b) (c) (d)

Figura 2: As areas hachuradas representam os dominios de dependéncia das aproximacoes
nas figuras (a),(b) e (c) e da solu¢ao exata na figura (d). Observe que quando At, At — 0
o dominio de dependéncia discreto tende ao dominio de dependéncia continuo.

Isto ocorre pelo fato de que as equagoes parabolicas possuem velocidade de propagacao in-
finita, isto é, qualquer pequena alteracao nos dados iniciais do problema influéncia o valor
de todos os pontos do dominio. Desta forma, a utilizacao de métodos explicitos requer o uso
de malhas bastante refinadas para a obtencao das aproximacoes do problema.

A implementacao computacional pode ser realizada com o uso de dois vetores, de tamanho
(M + 1) contendo os valores das aproximagOes em instantes consecutivos. Assim, para
obtermos a aproximacao no instante (n + 1) utilizamos os valores das aproximagoes no
instante n. O processo é repetido até que n seja o instante final do tempo, ou seja n = N.
Esta sequéncia de passos é apresentada pelo pseudocodigo contido em (1). E importante
observar que a quantidade de impressoes realizadas no cédigo pode fazer com que o tempo
computacional gasto seja bastante grande. Desta forma, é conveniente a implementacao de
alguma estratégia de controle para quais instantes serao impressas as aproximacoes obtidas
pelo algoritmo.



Algorithm 1: Método Explicito para a Equacao do calor (1).

Defina Az e At tal que A < %;
param =1 até M — 1 faga
uold[m] = uo(:,);

fim para

paran =1 até N faga
u[0] = g1(tn);
u[M] = ga(tn);

param =1 até M — 1 faca

u[m] = Auold[m — 1] + (1 — 2X)uold[m] + Auold[m + 1];
fim para
Imprima em arquivo os valores de u;

Atribua os valores de u em wold,
fim para

2.2 Meétodos Implicitos

Como observamos anteriormente, o método explicito apresenta uma restricdo muito grande
na malha a ser utilizada para a construcao das aproximacoes. Desta forma, torna-se necesséria
a aplicacao dos chamados métodos implicitos onde a obtencao das aproximagoes num
determinado instante de tempo é feita através da solucao de um sistema linear. Vamos
apresentar e analisar alguns destes métodos:

e Euler Implicito: Consiste na expansao de Taylor sobre o ponto w(z,, t,+1) utilizando
a diferenca retrograda no tempo:

u(xrmtn—i-l) - u(xnwtn) «

At N

(u<xmfla tn+1) - 2U($m, tn+1) + u(merla ZfnJrl)) + TT?;’LL

Ignorando o erro de discretizacao local podemos reescrever o esquema acima como um
sistema:

(I + AtA)U™ = yn
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Figura 3: Esquema Euler implicito para a equacao do calor.



e Crank-Nicholson: Neste esquema utilizamos a aproximagao média de u,, obtida nos
instantes n e n 4 1:

W Ty tnyr) — W(Tm, tn) o
hs At = QA.CL"Z [(u(xm—la tn—‘rl - 2U(£Bm, tn—i—l) + u(-xm—&—lv tn+1))

+ (u(xm—la tn) - QU(.%’m, tn) + u<xm+17 tn))] + 7—77711

Ignorando os erros de discretizacao e reorganizando os termos, temos que as aproxi-
macoes sao obtidas através da resolucao do sistema

Oﬁf¥A)Uﬁiz( —AQQLW
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Figura 4. Esquema de Crank-Nicholson para a equacgao do calor.

E possivel mostrar ' que ambos os métodos sdo incondicionalmente estéveis. No entanto,
vale ressaltar que a qualidade das aproximacoes dependem diretamente dos valores de Ax e
At. Além disso, ambos os métodos requerem a resolucao de um sistema linear tridiagonal a
cada passo no tempo, o que torna o método computacionalmente mais caro.

Para a implementacao computacional de ambos os métodos, é necessaria a resolugao de um
sistema simétrico tridiagonal a cada instante de tempo, da forma

[ dy a1 0 0 e 0 ][ w ] [ O]
ap dy ay 0 s 0 2 b2
0 ay d3 a3 T 0
R ' _ = (8)
0 - 0 aw-3 dw-2 awm-2 UM —2) bar-2)
I o --- 0 0 A(M—2) d(M—l) J L Umr-1) | L b(M—l) .

onde temos que para o método de Euler implicito

d[z]—1—2>\ i=1,-- M—1

ali] = i=1,---,M—-2

b[1] —uold[ ] — Aul0] (9)
bli] = woldli], i=2,-,M—-2

b[M — 1] = wold[M — 1] — Au[M]

LA analise é feita pelo método de Von Neumann (|2]-Cap.2).



e para o método de Crank-Nicholson

(I[Z]:%, Zzl,,M—Q
b[1] = —3uold[0] + (1 + A)uold[1] — Juold[2] — Ful[0]

bli] = —Zuold[i — 1] + (1 + Nuold[i] — Juold[i + 1], 1=2,---, M -2
b[M — 1] = —3uold[M — 2] + (1 + Nuold[M — 1] — Juold[M] — Ju[M]

(10)
Observe que os valores de u[0] e u[M] sao conhecidos e por isso podem ser colocados do
lado direito da equagao. Isto justifica o fato das componentes 1 e M — 1 do lado direito
serem diferentes das demais. Com esta notagao, a obtencao das aproximacoes pelo método
implicito consiste em trocar o laco espacial do algoritmo (1) pela funcao que resolve o sistema
tridiagonal. O pseudocodigo (2) apresenta a resolugao do sistema associado ao problema.

Algorithm 2: Resolugao de sistema tridiagonal.

Entrada: )\, u (vetor onde sera armazenada a solugao).

Atribua os valores dos vetores d, a e b de acordo com o método utilizado;
para i = 2 até M — 1 faga
cte = ali — 1]/d[i — 1];
d[i] = d[i] — (cte)ai — 1];
bli] = b[i] — (cte)bli — 1];
fim para
u[M — 1] = b[M —1]/d[M — 1];
para i = (M — 2) até 1 faga
uli] = (b[t] — aliuli + 1])/dli];
fim para
Saida: u (solugdo do sistema).

E possivel mostrar que as matrizes associadas aos métodos apresentados sao inversiveis?, de
forma que os sistemas associados a cada instante de tempo tem solucao tnica.

2.3 Meétodo Multipasso

Por fim, apresentaremos o esquema Du-Fort-Frankel, que consiste em um esquema de
segunda ordem e de passo miiltiplo, obtido da discretizagao de segunda ordem no tempo em
U

U( Lo, T — U( Ty b (07
( +1>2At ( 1) — A$2 (U(zm—latn+1) - (U($m,tn+1) + U,(xm’ t’n—l)) + u(ajm_’_l’ tn+1))

Reorganizando os termos

uptt = [2A (w4 ul ) + (=20 ul ]

2Para todas as linhas as matrizes (I + AtA) e (I + %A) tem o valor da diagonal maior ou igual a
soma das outras entradas da linha e a desigualdade é estrita na primeira e na tdltima linha (chamadas
matrizes fracamente diagonal dominante). Além disso, ndo existe nenhuma matriz de permutagio capaz de
transformar cada uma das matrizes em dois blocos independentes (chamadas matrizes irredutiveis). Com
estas duas propriedades, temos que a matriz do sistema é inversivel.
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Por questoes de estabilidade o termo ], da discretizagao espacial foi substituido pela média
dos valores em v e u"~!. E possivel mostrar (também via analise de Von Neumann) que

o esquema é incondicionalmente estavel desde que seja garantido que % — 0.

T p---o--- T SR R

Figura 5: Esquema de Du-Fort-Frankel para a equacao do calor.

A implementacao computacional deste método é similar aquela utilizada para o método
explicito, diferenciando apenas que antes do inicio do laco temporal deve ser executado um
outro método para a obtencao dos valores para n = 1. A partir de n = 2, o método utiliza
as aproximagoes nos instantes de tempo anteriores (ou seja, (n—1) e (n —2)) para construir
a aproximagao em (n + 1).

E importante observar que este método, apesar de ser um método explicito, necessita de
um outro método para a sua inicializagao. Desta forma, os erros cometidos na aproximagao
do primeiro instante de tempo irao influenciar na velocidade de convergéncia do método
como um todo, ou seja, a ordem do método seréd influenciada pelo método escolhido para a
construcao do primeiro passo.
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