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1 Introducéo as Equacdes Diferenciais Parciais

Muitos fendmenos que ocorrem na Otica, Eletricidade, Ondulatéria, Mag-
netismo, Mecanica, Fluidos, Biologia, ..., podem ser descritos através de
uma equacao diferencial parcial.

Na maioria das vezes faz-se a tentativa de transformar a equacéao dife-
rencial parcial em uma ou mais equagdes diferenciais ordinarias, com o
objetivo de simplificar os trabalhos na obtencao da solucao do problema.

Uma equacéo diferencial ordinaria possui derivadas de apenas uma varia-
vel enquanto que uma equacao diferencial parcial possui derivadas parci-
ais da funcéao incognita.

Muitas leis fisicas como: Leis de Newton para o resfriamento dos cor-
pos, Equacdes de Maxwell, Equacdes de Navier-Stokes e Equacdes da
Mecanica Quantica de Schrédinger sdo escritas por equacdes diferenci-
ais parciais que relacionam o espaco e suas derivadas com o tempo.

Nem todas as equacdes podem ser construidas a partir de modelos mate-
maticos reais como é o caso das Equactes de Maxwell, mas o estudo de
Modelos é fundamental para explicar como e porque funcionam muitas
equacoes diferenciais parciais.

O uso intenso de derivadas e integrais neste contexto é fundamental e
depende da interpretacéo feita para cada objeto matematico como: velo-
cidade, forca, aceleracéo, fluxo, corrente elétrica, taxa de variacéo, tem-
peratura, etc.
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2 Conceitos fundamentais em EDP

2.1 Equacéo Diferencial Ordinéaria

Uma equacdao diferencial ordinaria (EDO) na variavel dependeatea
variavel independente, € uma equacao que pode ser posta ha forma

F(z,y.9 9" ..y™) =0
ondeF’ € uma funcao das variaveis indicadas e pelo menos uma derivada
(ordinaria) aparece nessa expressao.
2.2 Equacéo Diferencial Parcial

Uma Equacéo Diferencial Parcial (EDP) na variavel dependepteas
variaveis independentes y, € uma equacao que pode ser posta na forma

F(x,y, u, Uy, Uy, Ugg, Uy, Uyy) = 0
ondefF’ € uma funcao das variaveis indicadas e pelo menos uma derivada
parcial aparece nessa expressao.

2.3 Exemplos de Equacgdes Diferenciais Parciais
(1) Equagéo do caloru; = a®u,,
(2) Equacdo do caloru; = a?(u,, + uy,)
(3) Equacéo da Ondauy; = a’u,,
(4) Equacdo da Ondauy; = a*(Uyy + ty,)
(5) Equacao de Laplaceu;,, + u,, =0
(6) Equacao de Laplaceu,, + u,, + u., =0
(7N u, =x+y

(8) Upyy +2 Y Upy + T Uy Uy + (ux)2 = sin(zy)
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2.4 Ordem e grau de uma Equacao Diferencial Parcial

A ordem de uma equacao diferencial parcial € a ordem da mais alta deri-
vada que ocorre na equacao grau € o expoente da derivada mais alta
quando a equacao esta escrita em uma forma semelhante a uma fungao
polinomial em que as poténcias fazem o papel das derivadas da ordem
respectiva.

2.5 Exemplos relacionados com ordem e grau de uma EDP

No exemplo anterior, as equacdes dos itens 1, 2, 3, 4 e 5 sdo de segunda
ordem, a do item 6 é de primeira ordem e a do item 7 é de terceira ordem.

3 Equacdes Diferenciais Parciais Lineares

3.1 Equacéo diferencial parcial quase-linear

Uma Equacéo Diferencial Parcial nas variaveis independente® na
variavel dependente = u(x,y) € ditaquase-linearde segunda ordem
sobre um conjuntd/ C R?, se pode ser posta na forma:

A(I‘, y)uxx + B(ZE, y)uxy + C(I‘, y)uyy + G(I‘, y7 U, ux; uy) - 0

onde os coeficiented, B e C' das derivadas duplas de somente de-
pendemdas variaveis independenteg vy, isto é:

A= A(z,y) B=B(z,y) C=C(z,y)

e para toddzx,y) € M pelo menos um dos coeficientds B e C' é ndo
nulo, isto é:
A% (x,y) + B*(z,y) + C*(z,y) # 0

3.2 Exemplo de EDP quase-linear sobre uma regiao

A equagao parcial,, = /1 — 22 — y? u,, € quase-linear sobre o con-
juntoM = {(z,y) € R?: 2* +y* < 1}.
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3.3 Equacao diferencial parcial Linear

Uma equacéo diferencial parcial quase-linear de 2a. ordem nas variaveis
independentes, y e na variavel dependente= u(x,y) é ditalinear
sobreM C R?, se pode ser posta na forma:

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G =0

ondetodos os coeficientesi, B, ', D, E e ' somente dependendas
variaveis independentese y e para toddz, y) € M:

A*(z,y) + B*(z,y) + C*(z,y) # 0

3.4 Exemplos de equag0des parciais lineares e nao-lineares
(1) Equacdes lineares
(@) upy +uyy +u=0
(b) wyy + sin(z) uy, + cos(z) =0
(C) upy +€" uy, +6=0

(2) Equacdes nao lineares

(@) u Uy + uyy =0
(b) z upy + Yy uyy + 02 =0
() uuy +uy =0

3.5 As EDP mais importantes
Dentre todas as Equacdes Diferenciais Parciais (EDP), talvez as mais im-
portantes sejam as EDP lineares de segunda ordem.

3.6 EDP homogénea

Uma Equacéao Diferencial Parcial de segunda ordem éndiiehomogé-
nea, se pode ser posta na forma:

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+G =0
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onde os coeficiente$, B, C, D, E, F e G podem depender das variaveis
x ey, da fungdou = u(zr,y) ou das derivadas de primeira ordem de
u = u(z,y) e além dissd~(z,y) # 0 na EDP mais geral de segunda
ordem. S&(z,y) = 0 dizemos que a EDPRomogénea

4  Solucbes de Equacoes Diferenciais Parciais

4.1 Solucao de uma equacao diferencial parcial

Uma funcaau = f(x,y) € solugcdo de uma equagéo diferencial parcial
Az, y)uge + Bz, y)uyy + C(z,y)uyy + Gz, y, u, uy, uy) =0
sobre um conjuntd/ C R? se:

(1) f € C*M) = f & 2 vezes continuamente diferenciavel sobre o
conjuntoM C R?;

(2) f satisfaz a Equacéao Diferencial Parcial dada.

4.2 Solucao geral e solucdes particulares de uma EDP

A solucédo geral: = f(z,y) de uma EDP sobre um conjunté c R? é

a solucao que engloba todas as solucfes validas sobre este cadvjunto
engquanto uma solucao particular € uma funcéo especifica que satisfaz a
EDP dada sob uma condicao particular.

4.3 Exercicios

Mostrar quew = f(z+y)+g(x —y) é solugdo geral da equacéo diferen-
cial parcialu,, — u,, = 0, mas todas as outras fungoes abaixo, definidas
sobreM = R?, sdo solucdes particulares.

1. uw=0, u="777, u = x% + y?, u =2y
2.u=sin(w+y), u=e" u=(@+y)’, u=flzt+y)
Bou=sin(z—vy), u=e"Y, u=(x-—1y)° u=glz—y)

4. u=(x+y)?+ (x —y)? wu=sin(zr+y)+sin(z —y)
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4.4 Exercicios

Obter as solucdes gerais das equacoes diferenciais ordinarias:
1. u'(z)=0
2. u"(x) =0

4.5 EXxercicios
Obter as solucdes gerais das equacdes diferenciais parciais:
1. u,(z,y) =0
2. uy(x,y) =0
3. Uge(z,y) =0
4. Uyy(z,y) =0

4.6 Relacao entre ordem e numero de constantes (EDO)

Sea EDO
a(x)y" +b(x)y" + c(x)y(z) =0

é homogénea e linear de 2a. ordem, entdo a sua soluedg(x) de-
pende de duas constantes arbitrarias. A solucédo de toda EDO linear de
ordemn sempre dependera deconstantes arbitrarias
4.7 Relacao entre ordem e numero de func¢des (EDP)
A EDP homogénea e linear de segunda ordem

Ugy — Uyy = 0

possui a solugéo dada por= f(z +vy) + g(x — y) que depende de duas
funcdes arbitrarias. A solucédo de toda EDP linear de ordesampre
dependera de funcdes arbitrarias.
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5 Problemas com Condic¢Ges Iniciais/de Contorno

5.1 Problema de Valor Inicial - EDO
Para uma equacao diferenabatlinaria de 2a. ordem
F(z,y,9,y") =0

um Problema de Valor Inicial (PVI) é aquele que dagdixo e as cons-
tantes fixadas, e a;, devemos obter uma funcgo= u(x) que satisfaz
a equacao dada e as condicOes pré-fixadas, isto é:

F(z,u(z), v (z),u"(z)) =0

u(zo) = ay, u'(xg) = aq

5.2 Problema com Condicdes Iniciais ou de Contorno

Um Problema com Condicdes Iniciais ou de Contorno para uma EDP de

2a. ordem da forma:
Az, y)uzs + B(w, y)uey, + Oz, y)uyy + G2, y, u, ug, uy) =0

é aquele que visa obter uma solugde= u(z,y) para a equacédo dada
sobre um conjuntd/ C R? de modo que a funcéde = u(z,y) deva

satisfazer a algumas condicdes iniciais ou condicdes de contorno dadas

porfuncdes conhecidas

5.3 Exemplo de PVI com condi¢gbes de contorno

Um tipico Problema com condic¢des iniciais e de contorno para uma Equa-

cao Diferencial Parcial do calor é:
Up = azum
u(zx,0) = T, u(x,0) = sin(x)
u(0,t) =17, u(a,t) =Ty
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6 Equacéao Caracteristica e Mudancas de variaveis

6.1 Equacgéao Caracteristica

Para a EDP linear
Az, y)uge + B(x,y)ugy + C(x, y)uyy + G(2,y, u, uy, uy) =0
definimos a equacéo diferenc@racteristicaassociada, como:
A(z,y)(dy)* — B(z,y)(dx)(dy) + C(z,y)(dx)* = 0
As curvas caracteristicas associadas séo as solucdes da equacéo diferen-
cial (ordinaria) caracteristica.
6.2 Exemplo de equacdes caracteristicas de uma EDP
A equacéay,, — u,, = 0, definida sobre??, tem a equacéo caracteristica
(dy)* — (dz)* = 0
A solucéo desta EDO caracteristica fornece duas curvas caracteristicas:
r+y=0C z—y=0

E muito Gtil realizar mudancas de variaveis para simplificar uma EDP
com o objetivo de obter formas mais simples para resolver esta equacao
parcial e o mecanismo que oferece mudancas de variaveis para simplificar
uma EDP é a equacao diferencial caracteristica associada.

6.3 Exemplo com mudanca de variaveis

A equacda,, — u,, = 0 com(z,y) € R?, tem as curvas caracteristicas:
r+y =C,ex—y = Cy. Tomando novas variavets = = + y €

n = x —y, podemos transformar a EDP dada na equacéo pagiak 0
cuja solugdo &(m,n) = f(m)+g(n). Retornando as variaveis originais
obtemos a solucéo para a EDP dada:

u(z,y) = f(r+y)+9(xr—vy)
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7 Classificacéo das EDP Lineares

7.1 Classificacdo de uma curva conica

Consideremos a equacdao geral de uma curva conica no plano:
Ax? + Bay+ Cy* + Dz + Ey+ F =0

sendoA4, B, C, D, E e F s&o nimeros reais. Quandeé + B2+ C? # 0
podemos classificar a conica como uma elipse, parabola ou hipérbole, ou
outras curvas degeneradas destas e isto depende do discriminante

A = B?> — 4AC

A cOnica sera uma

Hipérbole se A =DB%?-4AC >0
Elipse se A=DB?—-4AC<0
Parabola se A=DB?—-4AC =0

Em Geometria Analitica, estudamos algumas situactes degeneradas: a
hipérbole pode se transformar em duas retas concorrentes, a elipse pode
se transformar em um ponto ou em uma circunferéncia e a parabola pode
representar Unica reta ou duas retas paralelas. Esses casos adicionais séo
entendidos através da decomposicao da equacao em fatores do primeiro
grau.

7.2 Discriminante de uma EDP linear

Consideremos a EDP linear
Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy+ Fu+ G =0
onde os coeficientes sdo as funcdes3, C, D, E e F tal que
A*(z,y) + B*(x,y) + C*(z,y) # 0

e G = G(z,y) é uma funcdo real definida sohké C R2. Associada a
esta EDP, construimos a equacéo diferencial ordinaria caracteristica:

A(z,y)(dy)® = B(x,y)(dz)(dy) + C(z,y)(dz)* = 0

Observar que o coeficiente d&= B(x,y) é negativa O discriminante
desta EDP é definido como:

A = A(z,y) = B(z,y)* — 4 A(z,y) C(z,y)
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7.3 Tipos de EDP lineares

A classificacéo das EDP lineares de 2a. ordem ocorre em funcao do valor
do discriminante da EDP. Uma EDP linear é:

Hiperbdlica se A =DB%?-4AC >0
Eliptica se A=DB?-4AC<0
Parabdlica se A=DB?>—-4AC =0

Um detalhe essencial é que, a regido sobre a qual esta definida a EDP e
na qual a solucao esta bem definida, interfere fortemente na classificacéo
da EDP.

7.4 Exemplos
Acerca das equacOes parciais lineares de segunda ordem
1. uye — uy, = 0 € hiperbdlica;
2. Uy, + uyy, = 0 € eliptica,
3. uzy —uy = 0 € parabdlica;
4.y uyy + 22 uyy + y uy, = 0 poderd ser parabdlica, hiperbolica ou
eliptica, dependendo da regido do pldtro
7.5 Movimento rigido no plano e mudanca de variaveis

Um movimento rigido no plano é a composi¢cao dos movimentos de: rota-
cao e translacdo. Um movimento rigido no plano, pode ser escrito como
uma transformacéo afiffi : R*> — R? da forma

()= 06 =20) ()

sendo quelet(A) # 0. Observamos que ndo ha necessidade que a trans-
formacad!’ seja linear.
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7.6 Lema sobre o sinal do discriminante

Sob transformacdes afins equacgdes parciais lineares elipticas, hiperbdli-
cas e parabdlicas preservam o mesmo tipo. Isto significa que se uma EDP
linear de segunda ordem:

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G =0

for de um dos trés tipos acima e sofrer uma mudanca de variaveis atraves
de uma transformacao afim, de modo que o discriminante da nova EDP
seja indicado poA;, entao:

sinalA;) = sinalA)

Isto garante que se a EDP original era de um tipo e sofreu um movimento
rigido, a nova EDP linear sera do mesmo tipo que a original.

Sugestao para a demonstragcao
1. Tomar a mudanca de variaveis

r1 = oqx + iy +m
Y1 = X + Py + 72

2. Com a substituicdo a nova EDP ficara:
A1u$19€1 + Bluﬂﬂlyl + Cluylyl + G(xla Y1, Uy Uy ulh) =0
onde

A; = a?A+ a1 B + 3°C
By =2a100A + o2 B + a1 B + 2(51)(62)C
C1 = ap’A + 32 B + 5220

3. Concluir que

A1 = (B))* —4A:Cy
A1 = (B? — 4AC) (a1 o — a231)’

Ay = Ay e — 04261)2
A; = Aldet(A))?
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7.7 Teorema

Seja a EDP linear com a®eficientes constantes reaid, B, C, D, E' e
F, dada por:

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G(z,y) =0

tal queA? + B2+ C? # 0 e G = G(x,y) uma funcéo real definida sobre
um conjuntoM C R2. Se esta equacdo é, respectivamente, hiperbdlica,
eliptica ou parabdlica, entdo existe uma transformdcéa forma:

r1 = a1z + fy
Y1 = T + oy

de modo que nessas novas coordenadas, a equacgao:

1. sera hiperbdlica e tera a forma:
Ugyy, = Dy, + Eruy, + Fru+ Gi(z1,y1)

ou

2. serda eliptica e tera a forma:

3. sera parabdlica e tera a forma:
Upix; = Dluxl + Eluyl + Flu + Gl(xb yl)

ou
Uy = D1u$1 + Eluzh + Flu + Gl(xla yl)

Em todos os casos as func@@s = G1(x1,y;) estdo definidas sobre a
imagem)/; = T'(M) de uma transformacéao afilmdefinida sobrel/ C

R?. A solucdo do problema proposto esta ligada ao fato de podermos
impor condi¢gbes &, B; e (', nas mudancas de variaveis realizadas
para simplificar a obtencéo da solucado da EDP dada.
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8 A Equacao Diferencial Parcial de Euler

8.1 Aequacédo de Euler
Uma importante EDP linear de segunda ordem é a Equacéao de Euler
Q2+ B2yy + 72y = 0
ondec, § ey s&o numeros reais. Usando as mudancas de variaveis:
u = axr + by v =cx +dy

e a regra da cadeia, poderemos escrever:

0z _0:0u  0:0v

or Oudr Ovox

0z _0:0u 0200

dy Oudy Ovdy
e assim temos:

0: _ 0= 02

oxr a@u C(%
e

0z 0z 0z

De forma anéloga, temos:

0%z 0, 0z 0z
922~ 0% T a0
0%z 0, 0z 0z . Ou 0, 0z 0z . 0v
92~ o0 0u T 900 T 909 T a0 on
assim
02z 02z 0%z 02z 02z

gz~ Wag s tega0) Telag oo+ egs)

ou seja
0%z , 0%z L9 0%z I 0%z
— =a° — + 2ac ¢ —
Ox? ou? dudv ov?

ou em uma notacdo mais simples:

2 2
Zyx = Q° Zyu + 24C Zyy + C° Zyy
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Analogamente:

0z _ 2(%) _ Q(a% 1 C%)
oxdy Oy 0x’ Oy Ou o

0xdy Ou' Ou ov' dy Ov' Ou ov’ Oy

assim o2 o2 o2 o2 92
2z z z z z
0xdy b(a@u2 + C@u@v) * d(aﬁuﬁv * 0802)
ou seja
0%z 0%z 0%z 0%z
0xdy ab ou? + (be+ad) Oudv +ed Ov?

ou mais simplesmente:
Zxy = ab zy, + (bc + ad) z,y + cd zyy

Do mesmo modo: o2 A 5
4 y4 y4
0%z 0 . 0z 0z . 0u 0, 0z 0z . 0v

o2~ 0aan T 905, T 0 %an T 909y

assim o2 o2 o2 o2 o2
yA zZ y4 y4 zZ
o2 b(bW + d@u@v) + d<b(9uav + d@UQ)
ou seja
0z, 0%z 0%z 5 022
a2~ U a2 T2 e T G
ou ainda:

Zyy = b2 zyy + 2bd Zyy + d? zyy
Substituindo estas derivadas parciais na EDP original teremos:

2 2
Zuu + 20C2, + ¢ 2Zyy)

+ B(abzyy + (be + ad)zyy + cdzyy)
+ (b2 2y + 2bd2zyy + d*2y) = 0

ala
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e reunindo todos os coeficientes das derivadas duplas, poderemos escre-
ver a EDP dada na forma simplificada:

Az + B zy+C 2,,=0
onde
A = aa® + Bab + vb?
B = 2aac+ [(bc + ad) + 2~vbd
C = ac® + Bed + yd?

Impondo valores sobre, b, ¢ e d, poderemos escrever estes novos co-
eficientesA, B e C' de modo a simplificar a nova equacéo parcial. Se
A =0 = B, teremos um sistema:

aa® + Bab+vb* =0
ac® 4 fed +yd* =0

Podemos obter valoresb, c e d que satisfacam a este sistema com o uso
da formula de Bhaskara. Por exemplo:

(—mM) b
200

Observamos que a manipulacao dos coeficientes da EDP original pode
ser dificil mas para entender como funciona o processo consideraremos
um caso particular.

8.2 Exemplo com mudancas de variaveis

Seja a EDP linear de 2a. ordem:
02py — D2py — 42y = 0
Tomaremos as mudancas de variaveis:

u =4z + 3y v=1r —2y
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obtidas nas transformacoOes gerais aom 4, b = 3, c = 1ed = —2
para obter

Zpe = 1624y + 82y + 124,
2oy = 122y — D2y — 224

Zyy = V2uy — 1224 + 424y
Substituindo estas derivadas na EDP, teremos simplesmente:
Zuw = 0

cuja solucgéo é
2(u,v) = f(u) +g(v)
Com as variaveis originais obtemos a solucao:

2(z,y) = f(dz + 3y) + g(z — 2y)

8.3 Forma alternativa para obter mudancas de variaveis
Consideremos a mesma EDP linear de segunda ordem:
62pp — D2py — 42y = 0

Tomemos a mudanca de variavel= ax + by e vamos admitir que

) = e

seja solucao da EDP dada. Dessa forma,

2 _ar+by
)

Zew = G°€ a$+by, Zyy = b2€a$+by

Zyy = abe
Substituindo estas expressoes na EDP dada, teremos:
(6a* — 5ab — 4b%)e™ ™ = (

Isto significa que a EDP tera solucdes se existirem valores reais ou com-
plexosa e b satisfazendo a relacéo

6a” — 5ab — 4b> = 0
e com a férmula quadratica, poderemos decompor esta expressao em:

(3a —4b)(2a+b) =0
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assim
3a —4b =10 ou 20 +b=0

Podemos realizar infinitas escolhas pasb de modo que estas relacdes
sejam satisfeitas. Na primeira relacéo, para evitar a presenca de fracoes,
tomaremos: = 4 eb = 3. Na segunda relacdo, tomaremos= 1 e
b = —2. Dessa forma, as nossas mudancas de variaveis serdo indicadas
por:

m = 4x + 3y e n=1r—2y

Com estas substituicdes na EDP, teremos simplesmente:
Zmn = 0

cuja solucéo é
z(m,n) = f(m) + g(n)
Retornando as variaveis originais, obtemos a solucao:

z(z,y) = f(4z + 3y) + g(z — 2y)

8.4 Observacéo sobre as equacdes caracteristicas

Pode parecer que estejamos fazendo algmdgicapara obter tais valo-
res parau, b, ¢, d mas na verdade, basta trabalhar com a equacéo diferen-
cial caracteristica da EDP dada:

6(dy)? + 5(dz)(dy) — 4(dz)* =0
gue pode ser decomposta num produto de dois fatores:
(3dy + 4dx)(2dy — dx) =0
que séao diferenciais exatas de 1a. ordem e cuja solugao é:
3y + 4x = C 20 —x =y

Mostramos assim o procedimento utilizado para obter a mudanca de va-
riaveis e simplificar a Equacéao Diferencial Parcial.
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8.5 Exercicio

Mostrar que a solucédo geral da EDP:
1. Uzy + uyy = 0 € dada pou(z,y) = f(z +iy) + g(z — iy)
2. uy = a*u,, é dada pou(z,t) = f(z + at) + g(z — at)

9 Equacéo Diferencial Parcial da Onda

9.1 Equacgéao unidimensional da Onda

Estudaremos agora as vibracfes transversais de pequena grandeza que
ocorrem num mesmo plano para um cordado que pode ser uma corda de
violdo, de piano, um fio metélico, etc.

Consideremos um cordéo flexivel que na posi¢cdo de repouso coincide
com eixo OX. Sejau = u(x,t) a fungdo que representa o desvio da
particula no instantee na posicaa.

Consideremos também= p(z) a densidade linear de massa de tal forma
gue no elemento de comprimenta:, a massa seja dada por:

massa= p(z) Ax

Estudaremos o que ocorre com o sistema no segmento do cordao que esta
localizado acima do segmenito, x + Ax] e depois faremos com que o
acréscimAz tenda .

A forca vertical que age para cima no elemento do corddo que esta lo-
calizado acima do segmento, z + Az| é a diferenca entre as tensoes
verticaisT sin(«’) agindo para cima enx + Azx] e T sin(a) agindo em

x para baixo, dada por:

Foert = T'sin(a’) — T'sin(a)

Como o cordao é flexivel, tomaremos a tensa@astantee tangenteem
cada pontar do cordao, entdo a inclinagdo da reta tangente a curva em
r + Ax sera dada patan(a’), sera:

uz(z + Az, t) = tan() uz(z,t) = tan(a)
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Como estamos consideranda pequeno, entdo 0s angulase o tam-
bém serdo pequenos, 0 que permite escrever que:

sin(a) ~ tan(a) sin(’) ~ tan(a)
A T
o
L
T
X XHAX

Figura 1: Um elemento do cord&o flexivel

Assim:
ug(z,t) ~ sin(«) uz(x + Az, t) ~ sin(a’)

significando que podemos reescrever a forca vertical agindo no segmento
[z, z + Az] como:
Foert = Tug(x + Az, t) — uy(z, t)]
Pela Lei de Newton (Forgca = massa x aceleracéo), temos:
Tlu,(z + Ax,t) — ug(z, )] = p(x) Az uy(w,t)

ondew € um ponto localizado entree = + Ax.
Considerando o corddo homogéneo, tomarepias = p (constante)
para todar, logo:

Ax - T un(w, 1)

e fazendo com quaz — 0, teremos:

Uz (T, 1) = %utt(x, t)
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TomandoKk? = p/T, teremos uma EDP na forma simplificada:
Ugy = K2utt
E comum escrevek> = 1/a?, para obter:

2
Ut = Q@ Ugy

9.2 Solucgao geral da Equacao Unidimensional da Onda
A Equacéao Unidimensional da Onda (hiperbalica)
Ut = a2um
pode ser simplificada pela mudanca de variaveis
m =x + at n=x—at
Usando o material jA desenvolvido anteriormente, teremos:
u(m,n) = f(m) + g(n)

ondef e g sdo funcdes arbitrarias. Voltando as variaveis originais, obte-
mos:

u(z,t) = f(x +at) + g(x — at)
que é a solucao geral da EDP dada, pois a EDP é de segunda ordem e a
solucao possul funcdes arbitrarias.

Reciprocamente, s€zx,t) = f(z+at)+g(x—at), ondef e g séo funcdes
duas vezes continuamente diferenciaveis, é facil mostrau gue(x, t)
é solucao da Equacéao Diferencial Parcial:

2
Ut = Q@ Ugy

9.3 Interpretacdo fisica da solucdo da equacédo da onda

Do ponto de vista fisico, a solu¢ddz,t) = f(x + at) + g(x — at)
representa a superposicado (combinacéao linear) de duas ondas unidimen-
sionais tal quef = f(x + at) permanece constante ao longo de cada reta
x4+ at = Cy eg = g(x — at) permanece constante ao longo de cada reta

x —at = Cy, sendo qug é a onda que se desloca com velocidagara

a esquerdae g € a onda que se desloca com velocida@ara a direita.
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9.4 Primeiro problema de Cauchy

O primeiro problema de Cauchy estuda a equacdo unidimensional da
onda sujeita a duas condic¢des iniciais, isto é:

Uy = a’u,, € R,t€0,00)
u(@,0) =p(r) pe€C*R)
ui(r,0) = q(x) q€ CH(R)

p = p(z) é a posicao inicial @ = ¢(x) € a velocidade inicial da corda.
Como toda solucéo da Equacao da Onda é da forma:

u(z,t) = f(x + at) + g(x — at)
usando as condic¢des iniciais poderemos escrever:
f(@) +g(x) = p(x) 1)
af'(z) —ag'(z) = q(x) @)

gue é um sistema com duas equacfeg @y. Integrando a equacéo (2)
em relacdo a e incorporanda;, a constante de integracdo, teremos

f(2) - gla) = - / " q(w)duw

a
gue reunida com a relacao (1), permite obter o sistema:

f(x) +g(z) ()

flz) —g(z) = q(w

Zo

=Pp

1
a
Resolvendo este sistema, obtemos:

flz) =

-t

AL
], e

assim:

r+at
f(:c+at):w+2i/+ q(w)dw
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B B p(:lj _ at) i /x—at
g(x —at) = — T o q(w)dw
A solucédo do primeiro problema de Cauchy é entdo dadarietaula
de d’Alembert:

Zo

u(z,t) = + —

plx +at)+plx—at) 1 /““t
2 2a ),

—at
9.5 Observacao

A formula de d’Alembert nos informa que a solucdo da Equacgao uni-
dimensional da Onda s6 depende dos pontos localizados no intervalo
[x — at, z + at] (e ndo depende dos pontos fora desse intervalo).

AT

u=u(x,t) (x,1)

(x-at0)  (x0)  (x+at0)

Figura 2: Um elemento do cordao flexivel

9.6 Exercicio
Usando a Formula de d’Alembert

1. resolver o primeiro problema de Cauchy, para R:

Uy = @ Uy u(z,0) = sin(x) ui(z,0) = cos(x)
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2. mostrar que a solucéo do primeiro problema de Cauchy:
Upp = Uy, u(z,0) = a2, wy(x,0) = 42°

é dada por:

u(a, t) = %[@; FO24 (3=t (40 + (@ — )

9.7 Exercicio Piano versus cravo

Estudar em algum livro relacionado com EDP, qual é a diferenca exis-
tente entre 0s sons emitidos por um piano e por um cravo, com relacéo
as funcdey = p(z) e q = q(x), que representam, respectivamente, a
posicao inicial e a velocidade inicial da onda.

10 O segundo Problema de Cauchy

10.1 O segundo Problema de Cauchy

Este problema trata da resolucdo da equacao unidimensional da onda
quando o cordao flexivel sob anéalise sofre uma interferéncia externa dada
pela fungdas = G(x,t), sujeito a duas condig¢des iniciais. Neste caso,
tomaremos: = 1 para simplificar o entendimento. Aqui, este problema
se restringira a resolver:

Upe — Uy = G(z,1) G € C*(R?)
u(z,0) = p(z) p € C*(R)
w(r,0)=q(x)  q€CY(R)

Consideremos um ponte, s) € R? e vamos associar a este ponto uma
regido triangulan/ C R? de modo que a equacédo homogénea asso-ciada
possua solucao nesta regidb. M* representara a reuniao dé com

a sua fronteira, formada por uma curgaobtida pela reunido de trés
segmentos de retd,, C; e Csy, que sao os lados do triangulo.
Consideremos que a funcéd = G(z,t) seja integravel na regiatl e

que possamos realizar a integral dupla:

//(um — uy )dM* = // G(z,t)dM*

M+ M+
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A (ris)
C2 C1
u=u(r,s)
0 >
(r-s,0) (r0)  (r+s,0)

Figura 3: Elementos geométricos do segundo problema de Cauchy

Acontece que o Teorema de Green no Plano permite escrever

//(ulx - utt)dM* = %(det + utdgj)
c
M*

gue também pode ser escrita como:

//(ux:z: — utt)dM™ = / (uzdt + wpdx)
e CoUC1UCo

r=r—+s
/ (uy dt + uy dx):/ uy dx
CO X

=r—s

Mas

1
2/0 Uy (—dz) 4+ u(—dt)
/u —du = u(r+s,0) —u(r, s)

r+5,0)

Jo, (updt +wdr) = S(u(r +s,0) —u(r — s,0))

—~

fcz(uxdt + wdr) = updr + udt
Uy

= /u —dx) + w(—dt)

Cy

/ vy u(r —s,0) —u(r,s)
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Assim;
[[ Gz, t)dM* = u(r+s,0)+u(r—s,0)
v —2u(r, s) +fr+s (x,0)dx
ComoM* pode ser descrita por uma das formas:
M ={(v,w)€ER*:v>0,v—r+s<w< —v+r+s}
M* = {(v,w) ER:0<w<s,w4+r—s<uv< —w+1r+ s}
é possivel inverter a ordem de integracdo na integral dupla para obter:

w=s v=r+s—w
// x,y)dM* = / / G (v, w)dvdw
v=w+r—s
Dessa forma:

1 r4+s

u(r,s) = 2[ r+s,0) —u(r—s,0)] + ;/_ u(z,0)dx

wW=s V=r+Ss—w
—/ / G (v, w)dvdw
V=wW—+r—=s
Seu = u(z,t) for uma solugdo do segundo problema de Cauchy, entéo:
- 1 4t
w(z.t) — p(r +1) +p(:z: t) N _/

q(v)dv
m= t n=r+t—m t
——/ / ,n) dn dm
n=m-+x—t
eu = u(x,t) € a Unica solu¢do do segundo problema de Cauchy sob as
hipéteses feitas anteriormente para a regifiodada.

10.2 Exercicio para descansar um pouco as equacoes
1. Mostrar que a solucao do segundo problema de Cauchy:
Uy — a*uy, = G(x,t), T €R
u(z,0) =0 u(z,0) =0
é dada por

1 m=t pn=x+a(t—m
u(z,t) = %/ / G(m,n) dn dm
m=0 Jn= )

x—a(t—m
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2. Mostrar que a solucéo do segundo problema de Cauchy:
Ut — QP Uyy = G(x,t), z€R

é dada por

u(z,t) =

p(x + at +px—at I
( ) ( ) + %/ q(v)dv
x—at

x+a(t—m)
/ / m,n) dn dm
n=r— at m

3. Resolver o segundo problema de Cauchy:
Ut — Ugyy = —1 u(z,0) = 2° u(x,0) =1
para mostrar que(1,1) = 5/2.

4. Resolver o Segundo Problema de Cauchy
1

Upy — Zutt = —x u(z,0) = 2 u(z,0) =1

€ mostrar que
=223 + (. +2t)> + (x — 2t)°  (x+2t)* + (v — 2t))?
12 i 2

u(x,t) =t+

11 O Problema Misto

11.1 O Problema Misto

E um problema com condi¢des iniciais e de contorno. Um tipico pro-
blema misto é:

Upy — Uge = 0 sobreM

u(z,0) =p(r) w(r,0)=q(x) a<zx<b

u(a,t) =r(t) ub,t)=s(t) t>0
onde) é aregido representada por um retangulo infinito.

Do ponto de vista fisico, o problema misto pode ser interpretado como
o estudo dos deslocamentos transversais de uma corda de comprimento
infinito, mas que nas extremidades- a« e x = b, 0 deslocamento ocorre
segundo uma funcéo conhecida:, t) = r(t). Quando esta extremidade
esta “presa” assumimost) = 0.
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o
=

A—d w=

Figura 4: Regi&o retangular infinita para o problema misto

11.2 Unicidade de solugéo para o problema misto

Suponhamos que existem duas solugdes= u;(z,t) e ug = us(x,t)
para o Problema Misto e definamos a diferenca entesu, por:

U(SIZ’, t) - ul(aja t) - UQ(Q?, t)
N&o é dificil verificar que a fun¢éo = u(x,t) é solugdo dgroblema
modificado:

Uy — Ugg = () sobreM
u(z,0) =u(x,0) =0 a<z<b
u(a,t) =u(b,t) =0 >0

Se mostrarmos que a solucao para o problema modificado é unicamente
dada poru=0, entdo teremos garantido a unicidade de solucdo para o
problema misto.

Construiremos uma funcéo auxiliar através da integral:

10 = [ el + (e 0 d

=a

Derivando esta integral em relacéo a varidyebtemos:

I'(t) = 2/33: (ug(x, t)ug(x, t) + u(z, t)uy(z, t))dx

=a
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ou seja

x=b
I'(t) = 2/ (ug(z, ) ug(x, t) + wp(z, ) uge(z, t))de

isto e: ,
=h
I'(t) = 2/1- %(ux(:c,t)ut(x,t))d:c

=a

Podemos escrever entédo que:
I'(t) = 2(ug (b, t)us (b, t) — uy(a, t)us(a,t))
masu,(b,t) = u,(a,t) = 0, logo:
I'(t) =0
0 que implica quéd (t) € constante Como

x=b
1(0) = / (2 (,0)% + (s, 0))?]dx = 0

=a

segue que

I(t) = /x_ [(ua(z,))* + (w(z,1))*Jdz = 0

=a
e como o integrando é uma func&o ndo negativa e a integral € nula, segue
que u,(z,t) = w(z,t) = 0, 0 que garante que(x,t) = constante.
Comou(x,0) = 0, segue que(z,t) = 0, isto &

ur(z,t) —us(x,t) =0

Isto significa que se o problema misto tiver uma solucéo, ela sera unica.

12 O Método de Fourier das variaveis separaveis

12.1 O método de Fourier e o problema misto

Consideremos o problema misto

utt:CLQUmx O<ax<m

u(z,0) =p(z) w(r,0)=qx) 0<z<m

u(0,t) =0 u(m,t) =0 t>0
Para resolver o Problema Misto pelo método de Fourier devemos lancar
mao da seguinte receita.
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12.2 Receita para usar o Método de Fourier

1. Supor que a solucao do problema misto possa ser escrita na forma:
u(x,t) = X(x) T(t)

ondeX = X(x) eT = T(t) s&o fungdes ndo nulas, duas vezes
continuamente diferenciaveis.

2. Usar as condi¢cOes de contorno para obter os autovalores e autofun-
cOes do Problema de Sturm-Liouville obtido na separacéo de varia-
veis.

3. Obter a solucatormal do problema misto.

4. Utilizar as condic¢fes iniciais para determinar os coeficieAjes
By, que aparecem na soluctomal .

5. Estudar as condicdes qoep(x) eg=q(x) devem satisfazer para que
a solucadormal seja de fato golucéodo problema.

12.3 Aplicacéo do método de Fourier a Equacédo da Onda

1. Sejau(z,t) = X(x) T(t),ondeX = X (z)eT = T(t) sdo fungbes
2 vezes continuamente diferenciaveigd nulas pois se fossem
nulas nao poderiam satisfazer as condi¢des iniciais. Desse modo:

Uze = X" (x) T(t) e uy=X(x)T"(t)
Substituindo estas derivadas na EDP dada, poderemos escrever:
X"(x) iT”(t)
X(z) a®T(t)
Como cada membro da igualdade acima somente depende da res-

pectiva variavel do préprio termo, segue que existe uma constante
A € Rtal que:

X"x) 1T"()

X(z) o T(t)
0 que garante que podemos separar estas relacées em duas Equacgoes
Diferencias Ordinarias:

X'z)=XX(x) O0<z<m

= A
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T"t)=Xa*T(t) t>0

2. Usaremos agora as condi¢cdes de contorno para obter os autovalores
e autovetores (autofungdes). Com@®,t) = 0 e u(w,t) = 0 para
todot > 0, entao:

X(0) T(t) = 0 = X(r) T(t)

Como os produtos acima se anulam,)o(0) = 0 ouT'(t) = 0 para
todot > 0 e comol’ = T'(t) ndo pode ser identicamente nula, pois
isto implicaria ques(z, t) = 0, entéo

X(0)=0 e X(n)=0

e caimos num PVI para uma Equacéao Diferencial Ordinaria de se-
gunda ordem:

X"(z) = AX(2) =0  X(0)=X(r) =0

Este tipo de Problema com valores iniciais em que a equacéo di-
ferencial ordinaria depende de um parametre R, € conhecido
como um Problema de Sturm-Liouville, cujas solu¢cbes dependem
dos valores assumidos pdre R. Analisaremos 0s trés casos pos-
siveis:
(a) SeX = 0, a EDO fica simplificada na formd”(x) = 0 e a sua
solucao geral é:
X(x)=Ax+ B
Como X (0) = X(m) = 0, entdoX (x) = 0 e esta solugéo ndo
serve ao problema pois ela implica que:, t) = 0.
(b) Se) > 0, para facilitar os nossos célculos, tomaremos o>
ondes > 0 e a solugdo geral d&”(z) — 02X (x) = 0 podera
ser dada por:
X(x)=Ae’"+Be "
Como X (0) = X(m) = 0 entdoX(x) = 0 e esta solucdo
também n&o serve pois implica quer, t) = 0.
(c) Se) < 0, tomaremos\ = —¢? ondes > 0 e a solucéo geral
de X"(x) + 0*X (x) = 0 pode ser dada por:

X(x) = Asin(oz) + B cos(ox)
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Como X (0) = 0 entdoB = 0 e comoX (7) = 0 temos:
X(m) = Asin(om) =0

Esta relacdo implica qué = 0 ou quesin(on) = 0.

SeA = 0, a solugéo serX (x) = 0 e esta ndo servira ao pro-
blema, logo devemos exigir quin(om) = 0, 0 que é verda-
deiro paratoda = k € N.

Reunindo todas as informacgdes deste caso, podemos concluir
que, se& € N, as fungdes

Xi(x) = sin(kx)
sao solucdes (autofuncdes) da equacéao diferencial ordinaria su-
jeitas as condicdes iniciais.
Como os unicos valores possiveis parsao aqueles para os quais

A = —k? ondek € N, também deveremos usar estes mesmos valo-
res para a equacao diferencial ordinaria

T"(t) + k*a*T(t) = 0
As solucbes obtidas para cakla= 1,2, 3, ..., seréo:
Ti(t) = Ay cos(kat) + By sin(kat)
ondeA; e B;, sao constantes arbitrarias.

3. Ja obtivemos as autofuncdes para os problemas nas variéveis
logo, cada autofuncéo para a EDP tera a forma:

u(x,t) = sin(kz) [Ay cos(kat) + By sin(kat))
ondek € N e paratoda > 0, cada autofuncao satisfaz as condi-
coes:
up(0,t) = ug(mr,t) = 0
4. As condi¢des iniciais(z,0) = p(z) e w(x,0) = ¢(z), indicam
que nenhuma das autofung@gs= u(z,t) pode satisfazer a estas

condi¢cbes. Usaremos uma combinacao linear com infinitos termos
da formau; = ui(z,t) para ser a solucéo, isto é:

u(z,t) = Z ug(x,t)
k=1
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ou seja

Z sin(kx) [Ay cos(kat) + Bysin(kat)]
k=1

onde A, e By sé@o coeficientes que serao determinados em funcéo
das funcdep = p(z) e ¢ = ¢(z). Pelas condigbes iniciais, temos

que:

p(z) = u(z,0) ZAk sin(kx) (3)

e comap = p(x) possui um desenvolwmento em série de Fourier de
senos, segue que a fungée- p(z) serd impar ou terd uma extensao
impar. Multiplicando ambos os membros de (3) ga(mz), assu-

mindo que esta série seja uniformemente convergente e integrando
ambos os membros desta expressao no intefvator|, teremos
para todadk € NV:

Ap = 1 /7T p(x) sin(kz)dx

T —T

De forma anéaloga, podemos escrever:

u(z,t) = Zsin(kx) [—kaAy sin(kat) + kaBy, cos(kat)]
k=1

e para t=0 teremos:

q(x) = w(z,0) = Z ka By, sin(kx) (4)

k=1

e como esta fun¢cédp= ¢(z) possui um desenvolvimento em senos,
entdo ela é impar ou possui uma extensao impar, logo multiplicando
ambos os membros de (4) pdn(mz), assumindo que esta série
seja uniformemente convergente e integrando no intefvator],
teremos: -

By = far | q(z)sin(kz)dx
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paratoddk = 1,2, 3, ..., assim temos que:
ur(x,t) = sin(kx) [Ay cos(kat) + By sin(kat)]
entdo a solucaformal para a equacéo diferencial parcial sujeita as

condi¢Oes dadas inicialmente sera dada por:

u(z,t) = Z sin(kx) [Ay cos(kat) + By sin(kat)]
k=1

gue também pode ser escrita ha forma:

u(z,t) = Zsin(kaz)[l /7r p(z) sin(kx)dx] cos(kat)

k=1 TS
—I—Zsin(kxv) ﬁ/ q(x) sin(kz)dx] sin(kat)]
- - ®)

5. Ha alguns detalhes nédo tao simples que ainda devemos mostrar:

(@) Que a série (5) apresentada acima, converge uniformemente
para a funcda = u(z,t);
(b) Quep = p(z) eq = q(x) s&o fungdes integraveis;
(c) Quep = p(x) eq = q(x) sdo fung¢des duas vezes continuamente
diferenciaveis na regiao sob analise.
6. Neste curso, ndo estamos interessados em uma analise profunda so-
bre as propriedades das funcdes envolvidas com este problema, pois

isto extrapola o tratamento elementar pretendido, além do fato que
para as funcdes comuns séo satisfeitas as propriedades exigidas.

12.4 Exercicio

Resolver os problemas com condig¢des iniciais e de contorno abaixo, atra-
vés do Método de Fourier.

1. u, = 4u,
u(0,y) = 8e~
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2. Ut — @2Ua;x
w(0,t) = u(m, t) = ug(z,0) = 0, u(z,0) = sin(5x)

3. uy = a*uy,
w(0,t) = u(m,t) = u(z,0) =0, u(z,0) = sin(9x)

4, Uy = a2um
u(0,t) = u(L,t) = u(x,0) = 0, u(z,0) = sin(zxn/L)

13 A equacéo diferencial parcial de Laplace

13.1 A equacéo de Laplace bi-dimensional

A equacéo de Laplace, dada por:
Ugy + Uyy = 0

pode ser usada para descrever a temperatura u(z,y) em uma re-

gido plana como por exemplo, uma placa metalica. Embora inicialmente
a temperatura varie em funcao da fonte de calor, apdés um determinado
tempo a temperatura se estabiliza, quando ocorre um processo estaciona-
rio. Resolver uma equacéo de Laplace, depende fortemente da topologia
(forma geométrica) da regiéo sobre a qual a fun¢dou(z, y) esta de-

finida e nem sempre é um processo facil, razdo pela qual as vezes séo
utilizados métodos numericos.

13.2 Solucao da equacao de Laplace por diferencas finitas
Resolver o Problema com Valores Iniciais
Ugy + Uy = 0,  u(z,0) = u(z,60) =u(80,y) =0, u(0,y) =100

corresponde a resolver a equacgao de Laplace sujeita as condi¢cdes apre-
sentadas, que pode ser equivalente a obter uma funcéo suficientemente
diferenciavel (suave) = u(x,y) na regido retangular do plano cartesi-
ano dada pof0, 80]x[0, 60].

Usaremos o método das Diferencas Finitas para obter os valores apro-
ximados da temperatura estacionaria nesta regiao. Este método permite
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trabalharmos com aproximacoes das derivadas por diferencas da funcao
em malhas “finas” da regido sob analise. A temperatura em cada ponto

(x,y) da placa sera identificada camniz, y) e construiremos uma grade
retangular sobre a placa metalica.

Figura 5: Grade retangular representa a placa metalica

Esta grade depende da precisdo que o cientista esteja interessado e para
efeitos visuais, tomaremos uma grade com 7 linhas horizontais e 9 linhas
verticais para mostrar como funciona o processo. Esta grade montada
sobre a placa metalica é apenas uma referéncia para as medidas reais da
placa. As derivadas parciais podem ser aproximadas por:

Pu  u(i+1,7) = 2u(i, j) +u(i —1,5)

Ox? (Ax)?
Pu u(i,j+1) —2u(i,j) +u@,j—1)
oy* (Ay)?

onde(z, j) representa o par ordenado relativo a grade. Tomarémos
Ay e as aproximacoes para as derivadas seréo:

gue também podem ser escritas na forma geral:
Wi, 1+ Ui o1+ U1, T w1 = 4wy

que séo validas para= 1,2,3,4,5,6,7ej = 1,2,3,4,5. Sob estas
circunstancias, temos 35 equacdes no sistema linear, além de 28 outras
condicbes de contorno dadas por:

w(0, §) = 100 §=0,1,2,3,4,56
) = 7=0,1,2,3,4,56
) =0 i=1,2,3,4,56,7
) =0 i=1,2,3,4,506,7
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e € 6bvio que nao resolveremos tal situacdo apenas como um sistema
linear comum de equacdes. Usaremos uma planilha coeraal que

€ pratica e bastante simples, mas nao deve deixar vocé iludido acerca
da seguranca necessaria na obtencdo da precisdo para a resposta de seu
problema. Desconhe¢co um modo mais facil para resolver este tipo de
problema de contorno relacionado com a equacéao de Laplace.

13.3 Solucao do problema com a Planilha Excel

1. Abrir o program&xcel e numa planilhanova colocar os dados de
acordo com a tabela:

Al B
0
100
100
100
100
100
100
10000, 0(0|]0|0]O

T

G
5
0

(@)
oo I
\‘

Vo0
N
o| w|m
N

N OB WDN -
OO B WN L O
OO0 OO0 O o0 0«

Figura 6: Parte de uma planilha no Excel

2. Na célulaC3 (a que tem o sinal ?), escrever:
= (C2+C4+B3+D3)/4
e teclarENTER>.

3. Observar que ascélulas utilizadas no item anterior, formam uma
cruz sendo que o elemento central € a média aritmética dos outros
guatro elementos das extremidades.

4. Usar 0 mouse para acessar 0 menu:
Ferramentas — Op¢des— Calculo

Na caixa de dialogo:
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u(i,j+1)
u(i-1,j) | u(i,j) | u(i+1,))
u(i,j-1)

Figura 7:Cruz com os elementos para o céalculo

(a) Marcar Iteracag,
(b) Por o numerd00na frente deNo. max. de iteracbes

(c) Por o numer®,001na frente deAlteracdo maxima
(d) Clicar sobre o botd®K | para voltar & planilha.

5. Sugiro usar a cor amarela nas células onde aparecem os dados e
deixar em branco as células que serédo calculadas.

6. Selecionar a célul@3 e copiar a mesma para toda a regi@il7,
tomandomuito cuidado para nao errar neste passo

7. Com um pouco de atencao vocé observara os célculos das tempera-
turas sendo realizados pela planilha.

8. Alterar os valores do contorno da regido para observar as novas tem-
peraturas estacionarias.

9. Alterar as formas dos contornos, usando por exemplo, triangulos,
circulos ou outras regides.

14 A equacao diferencial parcial parabdlica

14.1 Solucéo da equacéao parabdlica por diferencas finitas

Consideremos uma EDP parabdlica que descreve o fendmeno de distri-
buicdo de temperatura em uma barra metalica finardede compri-
mento, isolada lateralmente e submetida a temperaturas igueiS@&

nas extremidades, isto é:

U = Uy, u(0,t) = u(1,t) = 100, u(z,0)=0

O numeroc € uma constante que depende das caracteristicas térmicas do
metal e neste caso tomaremos 1 para facilitar o aspecto didatico.
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Com o método das diferencas finitas, escreveremos esta equacéo como:

w(t,j+1) —u(i,j)  w(i—1,5) —2u(i,j) +u(i+1,7)

At (Az)?

TomandoAt = m(Axz)?, a EDP parabdlica podera ser escrita na forma:

Ui, j+1 =M Uiz 4 (L= 2m) i j +m ui,

Para que o processo iterativo seja estavel, um bom valompaeve ser
um numero positivo menor do que5. Um detalhe especial neste caso

é qued < = < 1 mast > 0, assim, parece nao haver possibilidade de
trabalhar sobre uma regido retangular mas se limitarmos o vai@ den
intervalo, por exemplo) < ¢ < 10 ja teremos obtido um bom célculo
para a distribuicdo de temperatura, uma vez que a série que gera a solucéo
é fortemente decrescente p@rguandot se torna grande. Realizar tais

calculos com a planilha Excel, uma vez que vocé € inteligente e ja per-
cebeu a semelhanca entre os tratamentos desta equacéao parabdlica com a
equacao de Laplace.
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