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Prefacio

Este documento apresenta notas sobre solugao numeérica de equacoes diferenciais a derivadas

parciais utilizando o método de diferencas finitas.
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CAPITULO

Contextualizacdo

A formulagao matematica da maioria dos problemas envolvendo taxas de variacao de duas
ou mais variaveis independentes, geralmente representando tempo, comprimento e angulo,
conduz a uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) ou a um conjunto de tais equagoes
[9]. Fundamentalmente trés abordagens podem ser utilizadas independentemente, ou
conjuntamente, para a solucao de problemas modelos por essas equagoes, a saber: a
experimental, a analitica e a computacional [2, 4].

Na abordagem experimental, um modelo fisico deve ser construido de forma a de-
senvolver estudos do problema sob andlise por meio da medicao direta dos parametros
determinantes o problema, cuidando-se de efetuar adequada andlise dimensional, dire-
cionada a preservar a homogeneidade dimensional das equagoes que exprimem leis ou
processos fisicos.A abordagem experimental tem a capacidade de produzir as mais real-
istas respostas para problemas de escoamento de fluidos, contudo tem custo elevado e
diariamente crescente.

Na abordagem analitica, simplificacoes tedricas sao adotadas objetivando-se tornar
os problemas complexos trataveis, e se possivel construir uma solucao fechada para o
problema. A precisao da solugao analitica pode ser grandemente elevada e é dependente
da precisao e da eficacia das simplificacoes efetuadas no modelo matematico. Ela é uma
abordagem 1util em projeto, projecoes, simulacoes e design preliminar, referenciando-se
razoaveis solucoes em um espaco de tempo relativamente curto.

Na abordagem computacional, um nimero limitado de simplificagoes no modelo matema-
tico é adotado, proporcionando a elaboragao de um modelo computacional consistente a
ser resolvido com técnicas de modelagem e simulacao numérica. Neste modelo com-
putacional, aplica-se entao, um método de discretizacao do continuo, para se obter aprox-

imacoes numéricas das EDPs via computador. No caso particular destas notas, as derivadas



nas EDPs sao aproximadas por diferencas finitas em cada ponto de uma malha de dis-
cretizacao do continuo, gerando um sistema de equacoes para as variaveis discretas.

A simulagao computacional apresenta, em relacao a abordagem experimental, a liber-
dade de limitagoes de ordem dimensional, de ordem fisica e espacial e outras especificas
da modelagem fisica, para analise do problema em foco. A auséncia de limitagoes relati-
vamente aos procedimentos experimentais e analiticos indica ser a abordagem computa-
cional a de maior potencial evolutivo. A andlise computacional necessita de precisao na
prevencao de erros numéricos relacionados a analise do problema, a modelagem e ao desen-
volvimento e implantacao do algoritmo de solugao, cuidando-se de incorporar técnicas de
estabilidade e de convergéncia do processo de solucao. Tais técnicas garantem a precisao

na obtencao da solucao.



CAPITULO

2

Equacées Modelos e a Técnica de Diferencas

Finitas

Muitos problemas em fisica e em engenharia requerendo solu¢ao numérica envolvem casos
especificos da EDP
Po ¢ 06 0

D*¢
- e = 2.1
“ 002 +b8x8y+68y2 +d8x +€8y Totg=0. (2.1)

em que a,b, e, c,e, f e g podem ser funcoes das variaveis independentes x e y e da variavel

dependente ¢, a qual é definida dentro de alguma regiao R do plano zy.

Notacgao:
0¢ 0?¢
%_gbﬂc? w_gsxxa
Exemplo: Equagoes de Navier—Stokes
877 s 2 - i
E%—V-(vv):—Vp—I—,uV v+ f, (2.2)

em que U = (u(x,y, z,t),v(x,y, z,t), w(z,y, z,t)) é o vetor velocidade, p = p(z,y, z,t) é a
pressao, € a viscosidade e f sao forcas externas. Essas equagoes modelam o escoamento
de fluidos.

Note que esse sistema contém trés equagoes e quatro incgnitas (u,v,w e p). Para

fechar esse sistema acopla-se a equacgao da conservacao de massa:
V-u=0 (2.3)

Encontrar solugoes analiticas para EDPs pode ser uma tarefa muito dificil, ou até



mesmo inviavel, como no caso das equagoes exemplificadas acima. O método de diferencas
finitas fornece solugoes aproximadas, efetuando diretamente a substituicao das derivadas
da funcao/variavel dependente, por diferengas finitas, obtidas pela expansao em série de

Taylor e truncamento a nivel da ordem de erro desejada.

2.1 Condicoes Auxiliares

Em geral, as EDPs que modelam sistemas fisicos (como, por exemplo, escoamento de
fluidos) tém usualmente muitas solugoes. Para selecionar uma funcdo que representa a
solugao para o problema fisico, deve-se impor certas condigoes auxiliares que caracterizam

o sistema em questao. Estas condicoes auxiliares sao divididas em duas categorias:

1. Condigoes de contorno (fronteira):

Sao condigoes que devem ser impostas em todos os pontos do contorno (na fronteira)

da regiao na qual a EDP esta definida.

Dominio da EDP

Figura 2.1: Ilustracao do dominio de definicao de uma EDP e de sua fronteira.

Por exemplo, sendo U a solucao do problema e g uma func¢ao conhecida,
(a) condigao de Dirichlet: U = g;

(b) condigao de Neumann: — = g;

on

(¢) condigao de Robin: aU + ﬁg—U =g;
n

em que « e (3 sao constantes e n é o vetor normal a superficie apontando para fora.

2. Condigao inicial

Sao condigoes que devem ser satisfeitas em todo o dominio da EDP e no instante

em que o sistema fisico se inicia.

2.2 Problema Bem Posto

As condicoes iniciais e de contorno, juntamente com as funcoes coeficientes e os termos
nao homogeéneos em uma EDP correspondem aos dados do problema modelado pela EDP.

A solucao depende continuamente dos dados do problema se mudancas pequenas nesses
dados acarretam, correspondentemente, variacoes pequenas na solucao.

No sentido de Hadamard, um problema é bem posto se:



2.2 Problema Bem Posto

1. a solucao da EDP existe;

2. a solucao é unica;

3. a solucao depende continuamente dos dados.

Se uma das condigoes 1),2) ou 3) nado esta satisfeita, o problema é dito mal-posto.
2.3 Classificacao
Segue da equacao geral (2.1) que A = b* — 4ac. Desta forma,

e se A < 0 entao a equacao é dita eliptica;

e se A =0 entao a equagao é dita parabdlica;

e se A > 0 entao a equagao é dita hiperbdlica;

2.4 Equacoes Modelo

Nestas notas os métodos numeéricos apresentados serao aplicados a equagoes modelos de

cada uma das trés sub-areas de EDPs. Sao elas:

e parabolica:

ou . 0%u
— + k— =0 que ¢é a equacao do calor em 1D
ot 0x? q anag
e hiperbdlica:
ou ou i o d d
— =a— que é a equacao da onda
ot ox q quas
e eliptica:
0? 0?
o + gu_ k, kconstante, que é a equacao de Laplace/Poisson
ox?  Oy?

2.5 A malha computacional

Considere U, uma fungao de duas varidveis independentes x e t, isto é, U = Ul(x,t).
Subdividindo-se o plano xt em conjuntos de retangulos iguais de lados dx = h, 6t = k,
por linhas igualmente espacadas paralelas ao eixo ¢, definidas por z; = x¢+th,i = 0,1,2, ...
e igualmente espacadas e paralelas ao eixo z, definidas por ¢; = ¢y + jk,7 = 0,1,2, ...
Uma malha no plano xt é o conjunto do pontos (x;,t;) = (zo + ih,ty + jk), onde i e j
sao inteiros e (xzg,tg) é um ponto de referéncia, como ilustra a Figura 2.2, sem perda de
generalidade considera-se (xg,ty) = (0,0).

Os pontos (x;,t;) sao chamados de pontos de malha e os nimeros positivos h e k sao,

respectivamente, os espacamentos da malha nas direcoes x e t. Se h e k sao constantes, a



2.5 A malha computacional

(O > ih X

h

Figura 2.2: Exemplo de malha. O ponto (x;,1;) localiza-se nas posicoes ih e jk da malha
considerando (zo,yo) = (0,0)

malha é dita uniforme. Deseja-se obter a solu¢do numérica do problema fisico, u(x;,t;),

isto €, encontrar a solu¢do numérica nos pontos (z;,t;) da malha.

2.6 Método de Diferencas Finitas

Para se obter uma solugao de (2.1), pela técnica de diferencas finitas, a regiao €2 é coberta
por uma malha com h e k sendo os espacamentos nas diregoes x e y respectivamente,
como ilustrado na Figura 2.3, e aproximamos as derivadas presentes na EDP em um

ponto genérico da malha (z;,t;) por uma aproximacao de derivadas.

t
/__\\

/
[ |
\

{

0= = X

h

Figura 2.3: Ilustragao de uma regiao coberta por uma malha.

Considere uma fungao U = U(x) continua e de derivadas continuas, entdo é possivel

expandir U em série de Taylor da seguinte maneira

1

U(x+h)=U(z)+ hU'(z) + %hQU”(x) + 3!h3U”’(:p) + ... (2.4)
Ux — h) = Ulx) — hU'(z) + %hZU”(x) - %hB’U’”(w) b (2.5)



2.6 Método de Diferengas Finitas

1

3'h3U’”(x) + ... na equagao (2.4), obtém-se:

1
Desprezando-se o termo §h2U "(z) +
U(x +h) = U(z) + hU'(z) (2.6)

o Uz +h) — U(z)

h

que é a aproximagao progressiva (ou para frente) para a primeira derivada.

U'(x) ~ (2.7)

O erro de truncamento, ET, nesta aproximagao é dado por

h " h2 us
ET = §U (x) + §U () + ... (2.8)

Admitindo-se U"(z),U"(x), ... limitadas e h — 0, entao ET — 0.

Definicao 1 Uma funcdio f = f(h) € de ordem de magnitude de uma funcao g = g(h),
quando h — 0, se
f(h)

lim —~% = constante

h=0 g(h)
Notagao: f(h) = 0(g(h))

A aproximagao progressiva para a primeira derivada é de primeira ordem, isto é, O(h).
Usualmente, estamos muito mais interessados na ordem do E7T' do que em sua expressao
propriamente dita.

Analogamente, desprezando-se os termos de O(h?) na equacao (2.5), obtém-se:

U(x —h) = U(z) — hU'(z) (2.9)
ot U U h

()~ L) = ; (x=h) (2.10)
que é chamada aproximagao regressiva (ou para tras) para a primeira derivada, cuja ordem
¢ O(h).

Por outro lado, somando-se as expressoes (2.4) e (2.5), tem-se:

4

Uz + h) + Uz — h) = 2U(x) + h2U" (z) + %U(“’)(x) + ... (2.11)

4

Desprezando-se os termos EU @) (z) 4 ..., obtém-se:

U(x+h)+U(z —h) =~ 2U(z) + h*U" () (2.12)

ot Uz +h) — 2U(x) + Uz — h)

h?

U (z) ~ (2.13)



2.6 Método de Diferengas Finitas

2
| 12 |
diferencas centrais para a segunda derivada.

Finalmente, subtraindo-se (2.4) de (2.5), tem-se:

em que ET = —U®™)(2) 4 ... = O(h?). Essa expressio é chamada de aproximacdo por

U(x+h) — Uz — h) = 2U(z) + R*U" (z) + %3Um(x) - (2.14)

Desprezando-se os termos de ordem maior ou igual a 3, obtém-se:

Ulx+h)—U(z—h)

Ulz) ~ 2.15

(@) — (215)

que é chamada diferenga central para a primeira derivada. Nesse caso, tem-se que
h? .

ET = D U™ (z) + .. = O(h?). Se as derivadas de U forem limitadas entdo

ET — 0 quando h — 0.

2.6.1 Notacao para Funcoes de Varias Variaveis

Considere agora U uma fun¢ao de duas variaveis independentes z e t, ou seja, U = U(z,1t).
Subdividindo o plano xt em conjuntos de retangulos iguais de lados dx = h, dt = k, por
linhas igualmente espagadas paralelas a Oy, definidas por x; = xo + th,i = 0, +1,£2, ...
e igualmente espacadas e paralelas a Oz, definidas por t; = ¢, + jk,j = 0,1,2, ..., como

ilustra a Figura 2.4.

ijtl

P(ih,jk)
i-1,] ij i+1,j

ij-1

h

Figura 2.4: Exemplo de malha. O ponto P(ih,jk) localiza-se nas posigoes ih e jk da
malha considerando (xg,yo) = (0,0)

Considerando-se (xo,79) = (0,0) e denotando-se o valor de U no ponto da malha
P(ih, jk) por

entao pela equagao (2.7), tem-se:

0*U
0x?

B 0*U
P  Ox2

U((i + 1)h, jk) — 2U (ih, jk) + U((i — 1)h, jk)
h2

(2.17)

i?j




2.6 Método de Diferengas Finitas

ou seja,

aQU ~ U’L-f—l,] - 2UZ,] + UZ‘_LJ’

927 2 (2.18)
com um erro local induzido de ordem de h?.
Analogamente, 5
U U1 —2Ui; +Uij
5 ~ k:2j J (2.19)
com um erro local induzido de ordem de k2.
Usando-se esta notagao, a aproximacgao de diferencas progressivas para e em P é
dada por:
U it = Uiy (2.20)

ot k
com um erro induzido de O(k).
O leitor interessado em maiores detalhes da discretizacao de derivadas em diferencas

finitas pode consultar Anderson et al., 1997 [2].



CAPITULO

3

Equacoes Parabolicas

Considere a equacao parabdlica modelo 1D, dada pela equacao do calor:

ou 0*U

onde k é uma constante. Essa equacao fornece a distribuicao da temperatura U = f(x)
ao longo de uma barra de comprimento L e de espessura o, com § << L.
As condigoes auxiliares para a solucao desta equacao sao: em t = 0, U é conhecida ao

longo da barra, e as temperaturas nos extremos da barra pode, ser derivadas.

3.1 Processo de Adimensionalizacao

Pode -se resolver uma variedade de problemas por meio de uma EDP. Isto pode ser feito
expressando a EDP em termos de variaveis adimensionais.
No caso da equagao de calor (3.1), tem-se que U é a temperatura, ¢t é o tempo e z é o

comprimento. Para essas variaveis, considera-se a seguinte transformacao linear:

ox*:%észx*
U
U= — =U=UU*
[ ] UO 0
kt
o t*—ﬁ:m:L%‘lt*

onde as quantidades marcadas com o asterisco (*) sdo adimensionais, e Uy é a temperatura

de referéncia.

10



3.1 Processo de Adimensionalizacido

Substituindo-se essas transformagoes na equacao (3.1), obtém-se:

wo_ v
o Ox?
oUU*) i 0 A(UU™)
O(L2k='t*) " O(Lz*) \ O(Lx*)
(3.2)
Uy our Uy 0°U*
L2k=1 ot L2 9x*
our  0*U*
o O
que esta na forma adimensional.
Fazendo-se um abuso de notacao, a equagao acima pode ser escrita como:
ou  9*U
o on? (3:3)

3.2 Método explicito

Deseja-se avaliar as derivadas presentes na equagao (3.3) usando diferencas finitas e um

esquema explicito. Para tanto, substitui-se as expressoes (2.18) e (2.20) em (3.3), resul-

tando em:
Uiy = Wij _ Uigrj — 2Uij + Uiy (3.4)
k h? ’
ou
ui,j—i—l = rui—&-l,j + (1 — 2T)Ui7j + Tui_l’j (35)

onde u é a solucao exata da equacgao de diferencas, e r = ¢é a relacao entre a malha

h?
nas direcoes x e t.

3.2.1 Exemplo

Como um exemplo numérico, deseja-se resolver a equagao (3.2) usando o método descrito

pela equagao (3.5) e considerando as seguintes condigdes iniciais:

1
(a) U =2z, 0§x§§, t=0
1 (3.6)
(b) U=2(1-u), §§a:§1, t=0
e as seguintes condi¢oes de contorno
(¢ U=0, z=0, t>0
(3.7)
(d) U=0, z=1, t>0

11



3.2 Método explicito

A solugao analitica da equacao (3.2) satisfazendo essas condigoes é dada por:

81, 1
— Z E(Sin émrx) exp(—n’r?t) (3.8)

n=1

U=

™

Pretende-se, portanto, resolver numericamente a equagao (3.2) e comparar os resul-
tados obtidos com os resultados fornecidos pela equacao 3.8. Para tanto, utiliza-se trés

valores distintos para r, a saber: r = 0.01, »r = 0.5 e r = 0.51.

Caso 1: »r=0.1

1 1 k 1
Tomando-se h = — e k= ——,temseque r = — = —.
) 10 1000° k%2 10 ~ )
A Figura 3.1 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugoes obtidas:
Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=0.1
0.35

numerica ——
analitica -
03

0.25 -
02
0.15 -
01

0.05 -

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.1: Comparacao entre as solugoes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 et =0.03. Neste caso, tem-se r = 0.1.

Uma comparacao da solucao obtida pelo método das diferengas finitas com a solugao
analitica dada pela equagao (3.8), em = = 0.3, é ilustrada na Tabela 3.1. A porcentagem

do erro é calculada como:

|Unumerica - Uanalitica| % 100

Uanalitica

t Solucgao obtida Solugcao | Percentual do
por Diferencas Finitas | Analitica Erro
0.005 0.5971 0.5966 0.08
0.01 0.5822 0.5799 0.4
0.02 0.5373 0.5334 0.7
0.10 0.2472 0.2444 1.1

Tabela 3.1: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na direcao x e 1000 passos na direcao ¢, com r = 0.1.

Caso 2: r=0.5

12



3.2 Método explicito

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=05
0.35

numerica ——
analitica -
03

0.25
02
0.15
01

0.05 -

X

Figura 3.2: Comparacao entre as solucoes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.5.

k 5
Tomando-se h = 0 ek= 200" tem se que r = 7210

A Figura 3.2 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugoes obtidas:
Uma comparacao da solucao obtida pelo método das diferengas finitas com a solugao

analitica dada pela equagao (3.8), em = = 0.3, é ilustrada na Tabela 3.2.

t Solugao obtida Solugao | Percentual
por Diferencas Finitas | Analitica | do Erro
0.005 0.6000 0.5966 0.57
0.01 0.6000 0.5799 3.5
0.02 0.5500 0.5334 3.1
0.10 0.2484 0.2444 1.6

Tabela 3.2: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na direcao x e 1000 passos na direcao t, com r = 0.5.

Pode-se observar que esta solucao obtida por diferencas finitas nao é tao boa quanto

a obtida no exemplo anterior.
Caso 3: r =0.512821

Tomando-se h = % ek= ﬁ, tem se que r = = %

A Figura 3.3 ilustra uma comparacao qualitativa entre as solucoes obtidas:

Pode-se observar o carater oscilatorio da solugao numérica obtida pelo método das
diferencas finitas, considerando-se r = 0.5128. Uma comparagao da solugao numérica
com a solugao analitica, em = = 0.3 é ilustrada na Tabela 3.3. Em outras simulagoes,
considerando-se valores maiores de 7, nota-se que a amplitude das oscilacoes torna-se cada
vez maior.

Pode-se observar que a solucao numérica encontrada neste caso nao € uma boa aprox-
imacao para a solugao analitica.

Estes trés casos claramente indicam que o valor de r é importante e serd mostrado que

este método explicito é valido somente para 0 < r < %
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3.3 Método de Crank-Nicolson

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=0.512
0.35

numerica ——
analitica -
03

0.25
02
0.15
01

005 | /

X

Figura 3.3: Comparacao entre as solucoes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.512.

t Solucao obtida Solucao | Percentual do
por Diferencas Finitas | Analitica Erro
0.005 0.6000 0.5966 0.62
0.01 0.6000 0.5799 3.66
0.02 0.5500 0.5334 3.64
0.10 0.2484 0.2444 6.16

Tabela 3.3: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na direcao x e 1000 passos na direcao t, com r = 0.52821.

3.3 Meétodo de Crank-Nicolson

Embora o método explicito seja computacionalmente simples, ele apresenta uma séria
desvantagem. O passo no tempo 6t = k deve ser necessariamente muito pequeno para ser
convergente, uma vez que o processo é valido somente para 0 < k/h? < %, isto é k < %hQ.

Crank e Nicolson (1947) propuseram um método que reduz o volume total de calculo
e é valido (consistente e estavel) para todo valor finito de r. Eles consideraram a EDP
sendo satisfeita no ponto (ih, (j+ %)k), e substituiram a derivada ?927(2] pela média de suas

aproximagoes de diferencas finitas nos niveis de tempo j e 7 + 1.

i+

j+1é

j

i-1 i i+1

Em outras palavras, eles aproximaram a equagao:

au
ot

U

=5 (3.9)

ij+3 ij+3

14



3.3 Método de Crank-Nicolson

ou 1 (0*U 02U
ot -3 <—5 5| T o ) (3.10)
Eliged Tl O g
por
Ui j+1 — Uiy 1
J—i—lk L 2_h2 (Uz‘+1,j+1 - 2ui,j+1 + U1 1+ Uipr — 2ui7j + ui_l,j) . (3_11)
Chamando r = 5,
=141 + 200+ )i = T = e — 200 = )t 4 Ui (3.12)

Em geral, o lado esquerdo da equagao (3.12) contém trés incégnitas e o direito, trés
valores conhecidos de u. Se ha N pontos internos na malha ao longo de cada coluna no
tempo, entdo, para j =0 e i =1,...., N a equagao (3.12) fornece N equagoes simultaneas
para as N incognitas ao longo da primeira linha no tempo em termos dos valores iniciais
e de fronteira. Analogamente, j = 1 expressa N incognitas de u ao longo da segunda
linha calculados em termos dos valores da primeira linha, etc. Essa é uma caracteristica
de métodos implicitos.

Vantagens do método:

1. O(h? k%);

2. Resolver Arz = b para cada j;

3. Valido (consistente e estavel) para “todo” r.

Desvantagens do método:

1. Resolver Ax = b se A for mal condicionada;

2. Comportamento oscilatorio nas vizinhangas de descontinuidades.

3.3.1 Exemplo

Usar o método de Crank-Nicolson para resolver a equacao (3.2) e considerando as seguintes

condicgoes iniciais:

1
(a) U=2x, 0<z<—-, t=0
. 2 (3.13)
(b) U=2(1-ux), §§a:§1, t=0
e as seguintes condi¢oes de contorno
(¢ U=0, z=0, t>0
(3.14)
(d) U=0, z=1, t>0

Tomando h = 0.1 e k = 0.01 teremos r = 1. Entao a equagao (3.12) é escrita como:

—Uim1 41 AU — Wit = Uio1j F Uit (3.15)

15



3.3 Método de Crank-Nicolson

Caso 1: r=10.5
Eo1
Tomando-se h = 0 ek = 200’ tem se que r = 7=
A Figura 3.4 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugoes obtidas:

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=0.5

0.35

T
numerica —+—
analitica -

03

0.25 -

02 r

0.15 -

01

0.05 -

X

Figura 3.4: Comparagao entre as solugoes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson, nos tempos ¢t = 0.01, t = 0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.5.

Caso 2: r=1

k
Tomando-se h=—e k= —,temse que r = — = i
10 100 h? 10

A Figura 3.5 ilustra uma comparacao qualitativa entre as solugoes obtidas:

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=1
0.35

numerica ——
analitica
0.3 R

0.25
02
0.15 |
01

0.05 -

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.5: Comparagao entre as solugoes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson, nos tempos ¢t = 0.01, t = 0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.5.

Caso 3: =10

1 5
Tomando-se h = 0 ek= 200° tem se que r = 210

A Figura 3.6 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugoes obtidas:

Apesar de o método de Crank-Nicolson ser valido para todo r, pode-se observar que
a solucao numérica obtida pelo método das diferencas finitas, considerando-se r = 10
apresenta um carater oscilatério bastante ampliado nas vizinhancas da descontinuidade.
Em outras simulagoes, considerando-se valores ainda maiores de r, nota-se que a amplitude

das oscilagoes torna-se cada vez maior.

16



3.4 Condigcées de Contorno do tipo Neumann

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=10
0.35

numerica ——
analitica -
03

0.25
02
0.15
01

005 | /

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 3.6: Comparagao entre as solugoes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson nos tempos ¢t = 0.01, t = 0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 10.

3.4 Condicoes de Contorno do tipo Neumann

Condicoes de contorno expressas em termos de derivadas parciais ocorrem com frequiéncia,
e sao denominadas condigoes de contorno do tipo Newmann.

Considere, por exemplo, uma haste delgada que é termicamente isolada ao longo de
seu comprimento e que irradia calor da extremidade x = 0. A temperatura nesse extremo
no tempo t é agora desconhecida e sua determinacao requer uma equagao adicional. Essa

equacao é tomada como a condi¢ao de contorno quando um esquema de diferenca pro-

gressiva é usado para avaliar —

ox’
3.4.1 Exemplo

Resolva a equacao

ou  9*U
o ot (316)
satisfazendo a seguinte condicao inicial:
U=1, 0<z<1, t=0 (3.17)
e as seguintes condigoes de contorno
ou
(¢) —=U, =0, t>0
dz (3.18)
ou U 1, t>0 |
d —=-— = >
@ S =-v z=1,

usando um método explicito e empregando diferencas centrais para as condig¢oes de con-
torno.

Solucao Deseja-se avaliar

ou
ot

v
02

.3 2

17



3.4 Condigcées de Contorno do tipo Neumann

usando diferencas progressivas no tempo e centrais no espaco. Assim,

Uit = Uij _ Uipry — 2Uij + Uio1

k h?

ou

umH = T‘ui+17j —+ (1 — 2r)ui7j + rui,u

onde r = k/h?.

Em z = 0, tem-se 7 = 0, entao
U 11 =1ur; + (1 —2r)ug; +ru_y; (3.19)

Discretizando-se U, = U em x = 0 por diferencas centrais,

ou Ut — U—1,

Sl iy - (320)
Combinando-se (3.19) e (3.19), obtém-se
Up j+1 = Ugj + 2r(us; — (1 4+ h)ug ;) (3.21)
Analogamente, para a fronteira x = 1, obtém-se:
Unjp1 = Ung + 7 (Un-1j = 2Unj + Uny1,j) (3.22)
Discretizando-se U, = U em x = 1 por diferencas centrais, tem-se
- g =y = (3.23)

Combinando-se as equacoes (3.22) e (3.23), para eliminar o valor ficticio u,1,;, obtém-se

un’j+1 = un,j + 27"(’&”_1’]' — (1 -+ h)uw) (324)
Em resumo,
u07j+1 = UO,]‘ + QT(UL]' — (1 + h)“O,j)? 1=20

i1 = TUipr; + (1 —2r)w; +ruimyy;, 1<i<n-—1 (3.25)

Unjpr = U+ 2r(upry — (L4 hun;), i=mn

Neste caso, o método é valido para r < Sy
A seguir sao apresentadas duas solugoes da equagao (3.16) sujeita as condigoes inicial

(3.17) e de contorno (3.18), obtidas usando o método descrito pela equagao (3.25).
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3.4 Condigcées de Contorno do tipo Neumann

Caso 1: » =0.25

1 1 1
Tomando-se h = 0 ek= 100° tem se que r = R

A Figura 3.7 ilustra uma comparacao qualitativa entre as solucoes obtidas:

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=0.25

1

09
0.8
0.7
0.6
05

04
03

02+ S

Bt

e

01 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 3.7: Comparacao entre as solucoes analitica e numérica, obtida pelo método
explicito, nos tempos t = 0.1, t = 0.5 e t = 1. Neste caso, tem-se r = 0.25.

Observa-se a concordancia entre as solugoes analitica e numérica, e isso ocorre porque

1
a condicao r < S esta satisfeita.
Caso 2: r=10.5
k 1
Tomando-se h = — e k= —, tem se que r = — = —.
10 200 h?

A Figura 3.8 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugoes obtidas:

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------ >r=0.5

1
09 |
08 |
07 F
06 |
> o05f
04—
03}
o2fb - /( S 7\_3:: S

o1 ¥
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.8: Comparacao entre as solucoes analitica e numérica, obtida pelo método
explicito, nos tempos t = 0.1, t = 0.5 e t = 1. Neste caso, tem-se r = 0.5.

As oscilagoes presentes na solugao numérica podem ser explicadas devido ao fato de

r = 0.5 nao satisfazer a condicao de estabilidade r < .
2+ h?

3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

3.5.1 Erro de Truncamento Local

Considere u a solugao da equagao de diferencas finitas e U a solucao da EDP. Seja F; ;(u) =

0 uma fungao que aproxima a EDP no ponto (4, j) da malha. Por exemplo, para o método
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

explicito,
Wijr1l = Wij _ Uigrj — 2Uij + Ui
k h?
Uit = Wig  Uigry — 2Uij + U1
Fij(u) = ’ - 2 =0 (3.26)

Substituindo em (3.26) u por U, o valor de F; ;(U) é chamado de Erro de Truncamento
Local, ET;

;.j» no ponto (i, 7).

3.5.1.1 Exemplo:

Vamos calcular o ET no ponto (i, j) para o método de Crank-Nicolson.

Resolucao

F.

Z?j

— Ui,

Uit1,; —

2U; j + Ui j + Uit j41 — 2Ui 1 + Uiz i

(U) _ Ui,j+1

k

2h?

onde Uz',j = U(’Lh,jk)

Lembrando que:
U(x +h) =
Ulx+hy+k)=

U(z) + hU'(z) + 20" (z) +
U(z,y) + hUxz(z,y) + kU, (z,y)+

1
+§(h2Um(a:, y) + 20k U, (x, y) + k2Uyy(x,y)) T

11, 0U nY\ .

oUu
Ox"~ Ly

ou
(x,y)+ ...+ k”a—yn(x,y)] + ..

Tem-se:

ET;

i,j —

3

k2 k
<U + kU, + — Utt + U + ..

)
.3

1
k 3!
1 2 3 h2 3
{(U+hU + — Um+ a0 —Uppz + .. > —2U + (U—hUﬁaUm—?Umer...) +
1
+ (U + hU, + kU; + ol (h2Upy + 2hkUy + K2Uy) + ) +
k2 k3
—2 (U + kat + gUtt + yUttt + > +
1
(U hU, + kU; + (thm 2hkUy + K2 Uy) + )}
i\
(3.27)
donde
h? k2 9 19
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

3.56.1.2 Exemplo

Calcule o erro de truncamento local do método explicito

Uijr1 = Wig  Uigrj — 2Uij + Ui

usado para aproximar a equacao
ou 09U
e 3.29
ot ox? ( )

no ponto (i, 7).

Solucao Tem-se que:

Uijs1 =Uij  Uipr; —2Ui; + Uimyj

Por expansao em Série de Taylor:

1 k2 k3
,I‘i,j - 7 (U + kUt + gUtt + _Uttt + ... — U)

1,
1 h? h?
e U+hU, + =U,p + —Upps + ...
1'7‘7
h? h?
_QUZ'J + (U — hU, + EUQM — waazx + )
(2]
donde
k k2 h?
Ti;=U+ §Utt + EUttt — Uy — EUmm + O(h4, k3)
k k2 h?
= §Utt + EUttt — EUMCZI -+ O(h4, k’g) (331)

= O(k, h?)
Note que este método apresenta baixa ordem na discretizacao temporal. Além disso,

a parte principal de 7} ; na equagdo (3.29) é

k h?

assim, é possivel aumentar ordem de 7; ;. De fato:

OU; 3.29 OUss 3.29 0°Uss
o0 ot Oa?
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

Entao a parte principal é a parte principal de T ; na equacao (3.29) é

(ﬁ - h2) Usees (3.34)

2 12
Portanto

Ti; = kW Uszee + O(R*, k?) (3.35)

1,7 9 12 TTITIT 3 .
Desta f t i 0, isto & L tao, T;; = O(h* k?). A

esta forma, tem-se que se — — — =0, isto é, r = — = — entao, T; ; = k2.
’ d 2 12 T2 T 6 L L
vantagem dessa condi¢ao é o aumento da ordem do método, entretanto, fazer r = reiair

impoe restrigoes severas sobre a malha, e para h pequenos, r torna-se muito pequeno e

aumenta-se demasiadamente a quantidade de calculos para se avancar ao longo do tempo.

3.5.2 Consisténcia

Seja F; ;(u) = 0 a equacdo que aproxima a solugdo exata da EDP por diferencas finitas
no ponto (¢,7) da malha. O erro de truncamento local 7;; no ponto (¢,j) da malha é
definido por:

T,4(U) = Fiy(uw) (3.36)

Definicao 2 Uma equagao de diferencas finitas é consistente com uma EDP se:
T,;(U)—0 quando h—0 e k—0

Desta forma, analisando-se o Exemplo 3.5.1.2, e admitindo-se que as derivadas pre-

sentes na equagao (3.29) existem e sao limitadas, entao:

hl,iril[) T,;,=0 (3.37)

Nesta situagao, o método explicito é consistente com a EDP

v
ot 0x?

3.56.2.1 Exemplo

A equacao
ou  9*U
5 o 0 (3.38)

¢ aproximada no ponto (7, ) pelo esquema de diferengas finitas:

Uijr1 — Wig—1  Uipry — 2[0ui 41 + (1 — O)ugja] + uiay
2k h?

=0 (3.39)
onde # é um parametro entre 0 e 1. Estude a consisténcia desse esquema.
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

Resolucao:

Tem-se que:

Uit1; —2[0U; jy1 + (1 = 0)U; j1] + Ui
72

T

i,j — F’ZJ(U) = dfTCLCUZ‘J‘_,_l — Ui7j_12k’ — = O

Por expansao em Série de Taylor:

1 k2 k? ] k2 k3 )
T'i,j 2/€ U+kUt+ o1 Utt+ 31 Uttt+0(k ) U"—k’Ut— aUtt"i_gUttt_O(k )
. : i

1 h? h? ) = = )
— 23 AU A WU+ 57U+ GgUsse + O(h*) = 20 (U + KU, + 5:Us + 55U + O(k

k2 k3 h?
—2(1-0) <U + kU; + EU“ + — Ut + O(k:4)> +U - hUxaUm —

3
4
- Unes + O(1)}

3!

1 k? 2k° 1 2h4
= o (2k:Ut + ?Ut“ + FU““” + O(k:7)> T3 {hQUm T ——Upaw + O(1%)

Z?J

k3 2
—(40 — 2)kU; — KUy — (460 — 2)— 5 U — Ek Ut + O(k5)}
1 2 , k3
= Us = Uno + 75(40 = 2)kU; + hQUttJr = (K2 = (40— 255 ) Uit
h? k4 k4 k
_EUxxxa: + 52 1972 U+ o 5l =7 Uttr + O (ﬁ’ Kt h4)
k2 h? 2k k2 k
= Ut - sz + gUttt - EUx:m:a: h2 (29 )Ut + — h2 Utt + O (ﬁa k4 h4>

(3.40)
H4 dois casos a analisar, quando k = rk e quando k = rh?.
Caso 1: k=rh

Nesse caso,

r2h? h? 2r
Tli,j = Ut - U:c;r + _Uttt - Ua:a::c:r +—

s 5 - (20 — 1)Uy + 72Uy + O(rh, 7*h* h*) (3.41)

Quando h — 0 e kK — 0, tem-se:

2r
ﬂ,j = Ut Ux:p + —
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

1 1
Se 0 +# 2 o terceiro termo tende ao infinito, e se 6 = 3 entao

7,.2 h2
6

j—‘i,j = Uttt + T2Utt (343)

e, portanto,
T;,j — TzUtt (344)

Portanto, o esquema numérico (3.38) é sempre inconsistente com a EDP (3.39),

quando k = rh?.

Caso 2: k =rh?

Nesse caso,

2p4 B2 ,
T, = Ut—UmLTTUttt—EUmm+2r(29—1)Ut+r2h2Utt+O(r3h4,r4h4, ) (3.45)

Quando h — 0 e k — 0, tem-se:

1
Se 6 = 2 entao

e 0 esquema (3.39) é consistente com a equagao (3.38). Caso contrario,
e 0 esquema (3.39) nao é consistente com a equagao (3.38), mas sim com a equagao:

Uy — Uy + 2r(20 — 1)U, = 0

Nesse caso, o esquema numérico (3.38) nao é consistente com a EDP (3.39).

3.6 Convergéncia e Estabilidade

Quais condicoes devem ser satisfeitas para que a solucao da equacao de diferencas finitas

seja uma boa aproximacao para a solucao da EDP parabdlica ou hiperbdlica?

3.6.1 Convergéncia

Em geral, a equacao de diferencas (ou a equagao discretizada) é dita ser convergente se o

erro de discretizacao tende a zero quando as malhas h — 0 e kK — 0.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Na verdade, o minimo que se deseja, apds ter sido gasto um tempo escrevendo um
programa de computador para resolver uma EDP, é que sejamos capazes de obter alguma
solugao, o que sé sera possivel se tivermos um esquema estavel, isto é, capaz de impedir
o crescimento de erros provenientes de arredondamento, truncamento e outros enganos.

O problema de convergéncia é dificil de ser resolvido pois a expressao final do erro de
discretizacao é usualmente conhecida em funcao de derivadas incognitas, para as quais
nenhum limitante pode ser estimado. Felizmente, no caso linear, o teorema de equivaléncia

de Lax é capaz de nos auxiliar nesse ponto.

Teorema 1 (da Equivaléncia de Lax) Para um problema linear de valor inicial e de
contorno bem posto e um esquema de diferencas finitas que satisfaz a condi¢ao de con-

sisténcia, uma condi¢ao necessdria e suficiente para a convergéncia € a estabilidade numérica.
Podemos exprimir o teorema de Lax no famoso slogan :
convergéncia = consisténcia + estabilidade

3.6.2 Estabilidade

3.6.2.1 Motivacao

Seja o esquema de diferencas finitas:
Ynt1 = ATy + by (3.49)

onde a é uma constante e xy é dado.

Seja yo = o + € com € uma perturbacao no dado inicial zy. Assim,

y1:ayo+b0:a($0+5)+bozaxo+bg+a5):$1+a5
Yo = ayy + by = a(xy + ag) + by = axy + by + a’e) = x5 + a’c

(3.50)
Yni1 = Tpi1 +a" e
Assim,
Yns1 — Tnpa| = [a"Fle| < Ja" ] Je] (3.51)
donde
|Epia| < la™* Je] (3.52)

Assim, se |[a"™!| < 1 entao |E, ;1] — 0 e caso, contrario, o erro cresce infinitamente.
Estabilidade no contexto acima se refere ao crescimento ou decaimento dos erros decor-

rentes das varias operagoes aritméticas associadas com a solucao das equacgoes algébricas.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Em tese, estas relacoes algébricas admitem uma solugao; entretanto, esquemas instaveis
podem impedir sua obtencao por nao convergirem.

Deve ficar claro que o teorema de equivaléncia de Lax é extremamente importante,
pois ele nos indica que a solucao a ser encontrada serd a correta, desde que algumas

condigoes sejam satisfeitas (consisténcia e estabilidade).
3.6.2.2 Norma de Matrizes

Dado um vetor z € R", z' = (1, z3, ..., 7,,) define-se a norma de = a fungao:

||| R" — R*
(3.53)

z — ||
Sao validas as seguintes propriedades:
o lz = 0e |z =0z =0;
o [lex]] = [ef l=[I;
o [lz+yll < flzll + 1yl

Dentre as normas mais conhecidas, tem-se:

n

o llzli=)lul;

i=1

o [[zlloo = max {|z[} ;

n 3
o el = (z w) ;
=1

O conjunto das matrizes de ordem n com as operacoes de soma e produto por um
escalar forma um espaco vetorial E de dimensao n X n. Para uma matriz A de ordem n,

sao validas as seguintes propriedades:
o |[Al=0e[|A]| =0 A=0;
o [leAll = lel [[All;
o [|[A+ Bl <[l + Bl
o [|AB| < [AlllB]

Dentre as normas mais conhecidas, tem-se:

n
o Al = 1glja§n{2‘aij|} ;

i=1
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

1<i<n

n
o [Allo = max § > ag| ¢ ;
=1

2

n
o |Alls= () lay )|
i=1
o ||All2= max {|\il}, it autovalores de A.
<i<n

Notagao: [|A||2 = p(A), raio espectral.

3.6.2.3 Um condicao necessaria e suficiente para a estabilidade

Seja a equacao de diferencas

bi1ti—1j41 + Ot jr1 + bip1Uiy1 11 = Cio1Uio1j + Gl + Cip1Uiy1j

para resolver uma EDP no retangulo da Figura 3.9:

—

u conhecido

u conhecido

0 h 1
Figura 3.9: Tem-se z; = th, y; = jk, Nh=1e Jk =T.
Assim,

i =1=boug 1 + bruijy1 + baugji1 = couo; + Cruy; + Caug

i =2 = biuyj1 + batg jy1 + b3us j11 = crug; + cougj + c3us

Sejam os vetores Uj 1, U; e d definidos por:

U541 Uy 5 CoUp,; — bOUO,j—H
u2J+1 UQJ O
U341 U311 0
Uj+1 . Uy = . d=
UN—2,j+1 UN_2,; 0
UN—1,j+1 UN—1; cN,N — DNUN j+1
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

e as matrizes B e C, dadas por:

[ b1 bQ 1 [ C1 Co ]
by Do b3 C1 Co C3
by b3 bs - '62 'C3 ‘04 (3.56)
bn_s bn_o by CN—3 CN—2 CN-1
L by_2 bn_1 ] | CN-2 CN-1 |
Entao

BU, = CUj+d; %

Ui = @;QUJ‘ +B 4 (3.57)
= AU, + F; fjj:1,2,...
Aplicando-se recursivamente a equacao (3.57), obtém-se
Uy =AUy + A fo+ A2+ + fi (3.58)
Seja Uj uma perturbagao de Uy, entao
Ur =AU+ A7 fo+ A2 + o+ fim (3.59)
Lembrando que e; = U} — Uj, entdo, fazendo (3.59) - (3.58), obtém-se:
e; =U; —U;j = A(U; — Uy) = Aleg (3.60)
entao,
legll < 1A [[lleoll < NAIF llell (3.61)

Segue que a condi¢ao de estabilidade de Lax-Richtmyer é satisfeita se
1Al <1

Esta é uma condicao necessaria e suficiente para a estabilidade das equacoes de

diferengas quando a solugao da EDP nao aumenta quando ¢ aumenta.

3.6.2.3.1 Método Explicito

Considere o classico esquema explicito,

Uijpr = TUi—1j + (1= 2r)ugj + 1
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

para o qual a matriz A, de dimensao (N —1) x (N —1) é:

(1—2r)

r

(1—2r)

r (1 — 2r) ‘7’ (3.62)

r (1—2r) r
r (1—2r)

onde r = % > 0, e assume-se que os valores de contorno sao conhecidos.

Norma 1:

Tem-se que ||Ally = |r| + |1 — 27| + |r| = 2r + |1 — 2r|. Impondo ||A]| < 1,
1
2r + |1 — 2r| <1:T§§

N

e, portanto, o método explicito é estavel para r <

Quando a expressao da equacao de diferencas,
Uj = Uj — Gj

¢ substituida no esquema de diferencas finitas, conclui-se que o erro e; também satisfaz tal
equacao. Na literatura aparece também a seguinte definicao para estabilidade: “Estabil-
idade consiste em encontrar condigoes sob as quais o erro e; permanece limitado quando
J— o’

Tem-se que para a matriz de amplificacdo A, o método serd estével se ||A|| < 1. Desta
forma, sendo p(A) o raio espectral, \; os autovalores e x; os autovalores associados de A,

tem se:

Assim,

Ailllzil] = [[ Azl < [Aflllz:l] @ =1,..om
il < [lAll

Em particular, max{\;, \; = autovalor} < ||A|| e como p(A) = max;{\;, \; = autovalor},

entao p(A) < [|Al]
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Propriedade: Se a matriz A de ordem n é da forma:

a b
c a b
c a b
A= ‘ . . (3.63)
c a b
c a

entdo os autovalores de A sdo dados por Ay = a + 2v/be cos ( Sj 1).
n

Assim, os autovalores da matriz em (3.61) sao da forma:
As = (1= 2r) + 2y/rr cos (ﬂ) =1-2r (1 — oS <ﬂ>>
n n

1 —
Lembrando que senz(g) = %@, entdao A\, = 1 — 4r sen? <—> , 1,...,n—1

Norma 2:

Tem-se que ||A|l2 = p(A) = |As]. Impondo [|A|| < 1, tem-se:

1
s ()
-

Quando r — 0 ou, equivalentemente, n — oo, e em particular, para s = n — 1, tem -se

‘1 — 4r sen? (;—Wﬂ =r <
n

1
r <

lim s.en2M = gen’7 lim (n - 1) = sen’ <Z> =1
n—oo n n—oo n

Como,

entao,

r<

DN | —

Portanto, conclui-se que o método explicito é estavel para r < %, ou seja, este método

é condicionalmente estavel.

3.6.2.3.2 Método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson é consistente e além disso tem-se que:

)
")

3

1 — 2rsen? (s

<1
1+27°sen2(

15 |¥]

JAlls = p(4) = max

N
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

ou seja, o método é incondicionalmente estavel. Logo pelo Teorema da Equivaléncia de

Lax, o método é convergente.

3.6.3 Critérios de Estabilidade

3.6.3.1 Critério da Matriz

Consideremos o método explicito uj; = Au; + b; com condicoes de contorno conhecidas,

onde

(1—2r) r
r (1=2r) r
A — (3.64)
r o (1—2r) r
r (1—2r)

Conforme mostrado pela equacao (3.61), se o vetor de valores iniciais ug for perturbado
para ug, e se nenhuma perturbagao adicional ou erros forem introduzidos nos calculos

subseqiientes, o vetor de perturbagcao:
e=u"—u

sera propagado nos tempos seguintes de acordo com a equacao:
€; = Aje()

Para malhas de comprimentos h e k fixos, as equacoes de diferengas serao estaveis se e,
permanece limitado conforme j cresce indefinidamente. Isto pode ser investigado expres-
sando o vetor das perturbacoes iniciais em termos de autovetores de A, que permanecem
fixos conforme j cresce.

Se A é nao defectiva, isto é, tem n — 1 autovetores linearmente independentes, entao

podemos expressar ey como uma combinagao linear deles, a saber
n—1
ey = g o, U; a; constantes
=1
A perturbacao no nivel £ = 1, resultante da perturbacao inicial é:
n—1 n—1 n—1
€1 = Aeo =A E ;U | = E OCZ‘A’Ui = E Oéi/\i'l}i
i=1 i=1 i=1

Analogamente,

n—1
_ E J
€; = CYZ')\i’Ui
i=1
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Portanto, asa perturbacoes nao crescerao exponencialmente com j se

p(A) = max{|\;], A\ =autovalor} <1 i=1,..,n—1

3.6.3.2 Critério de Estabilidade para Condicoes de Contorno tipo Newmann

Considere a equagao
ou  9*U
o o (3.65)

e as seguintes condi¢oes de contorno

g—U:hl(U—Ul), .17:0, tZO
t (3.66)

ou
— =—hy(U—-19), =1, t>0
e 2( 2) >
onde hq, ho, v1 € vy sao constantes, hy, hy > 0.
U U
Aproximando e por diferencas para frente, e por diferencas para tras e
z =0 Z r=1

U, = Uy, pelo método explicito em 0 < & < 1, a matriz de amplificacdo é

(120 (1 + hox) v
r (1—=2r) r
A— (3.67)
r o (1-2r) r

r 1 —2r(1 4 hedx)

Impondo ||A|o < 1, tem-se para a primeira linha que:

1—2r(1+ h{d rl<l=r< —m—
| r(1+ hyox)| + |2r] < T_2+h15x

Para as linhas intermediarias, r < 3 e para a ultima linha, r <

1 1 1
2+h26$’2+h151}72+h251’

}

r = min{

3.6.3.3 Ciritério de Von Newmann ou Método de Fourier

O critério de matriz visto anteriormente é de pouco uso na pratica. O critério de Von
Newmann é simples e bastante utilizado na determinacao da estabilidade de um esquema
numérico. Ele é baseado no principio da superposicao, isto €, o erro global é a somo de
erros mais simples, também conhecidos por harmonicos.

Nesse método, é de interesse a estabilidade de uma equacao de diferengas no tempo

0<t<T=Jk, com T finito, quando dx = h — 0 e oy = k — 0, isto é, quando J — oo.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

O método de Fourier, também conhecido como método de Von Newmann, expressa os
valores iniciais nos pontos da malha ao longo de t = 0 em termos de uma série finita de
Fourier, e entao considera o crescimento do erro global de uma funcao que se reduz para
essa séria em t = 0, por um método de separacao de varidaveis idéntico aos comumente
usados para resolver equacoes diferenciais parciais.

A série de Fourier pode ser expressa em termos de senos e cossenos, e também em
termos de exponencial complexa, o que facilita os célculos, ou seja, »_ a, cos(nmz/l) ou
3" b, sen(nmx/l) sdo substituidos equivalentemente por > A,e™™/! onde i = v/—1 é a
unidade imaginéria e [ é o intervalo em x no qual a funcao é definida. Claramente, a

notagao usual u; ; deve ser substituida por w,, = u(ph, ¢gk). Em termos dessa notacao,

ZAneinﬂx/l —_ ZAneinﬂph/Nh — ZAneiﬁnph

onde 5, =nw/Nh e Nl = h.

Os valores iniciais nos pontos da malha ao longo de t = 0 sao definidos comoy,
N
tpo = u(ph,0) =Y Apd™ p=0,1,..N (3.68)

Esta equacao constitui em um sistema de N + 1 equagoes lineares a N + 1 incégnitas
Ap, Ay, ..., Ay (Ax = b) cuja matriz dos coeficientes é do tipo Vandermond e, portanto,
nao singular. Isto mostra que os valores iniciais pode de fato ser expressos na forma da
equagao (3.68). Desta forma, é possivel investigar a propagac¢ao de um tnico valor inicial
(ou um tnico harmonico) do tipo e¥?h,

Para investigar a propagacao deste termos, quando ¢ cresce, faz-se:

Upg = ez,@weat — ezﬁpheaqk — ezﬁph(eak)q

Chamando & = e** o fator de amplificacio,
Upg = eiﬁphi’q, 1=+v—1

Pela definicao de Lax e Ritchmyer, a equacao de diferenca é estavel se |u, ,| permanece

limitado ¥q < J quando h,k — 0. Desta forma, a condi¢ao para a estabilidade é || < 1.

3.6.3.3.1 Exemplo: Investigue a estabilidade do esquema:

1
(Up,q+1 - up,q) = ﬁ(“p—l,qﬂ — 2up g1+ up+1,q+1)

| =

para resolver a equacao U; = U,,.

Resolucao:
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Tem-se que u,, = e#Ph¢e, entao
l(eiﬁphfq—&—l - eiﬁphfq) — %(ezﬂ(p—l)héfq—i—l o 2€zﬂph€q+1 + ez’ﬁ(p+1)h£q+1)
k h

ifph cq 18ph ¢q
T 6 1) = TS e — ag 4 eiong)

£ —1=r&(ePh — 2 4 ifrh)
(3.69)

€ —1=r&2cos(Bh) —2)
¢ —1=2r¢(2sen?(2))

1

= <1
1+ 4r SGHQ(%)

§

e, portanto, o método é incondicionalmente estavel.

3.6.3.3.2 Exemplo: Investigue a estabilidade do esquema

1 a
7 (Upgr1 — Upg) = 12 (Up—1,4 = 2Upg + Upy1,q) + DUpg

para resolver a equacao U; = aU,, + bU.

Resolucao:
Temos que
1 a . i
Z(E-1)= ﬁ(e A2+ €M) +b
Assim,

¢ = ar(e+e P —2) +kb+1
= ar(2cos(Bh) —2) + kb + 1

= 1—4arsen® (%) + kb.
Impondo [£| < 1, obtemos

h h
€] = ‘1 — 4arsen? <%> —i—kb' < ’1 — 4arsen? (%) ‘ + kb.

Se |1 — 4arsen? (%)‘ < 1, temos

h
—1<1—4arsen® (%) < 1.

Conclusao: O método é estavel se r < 1/2a e se, além disso, ele for consistente com

Uy = aU,, + bU entao sera convergente pelo teorema de Lax.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

3.6.3.3.3 Exemplo: A equagao aU,+bU;+c é aproximada pelo esquema de Crank-Nicolson:

k
(b4 ap)uit1 j+1 + (b —ap)u;j—1 — (b —ap)uit1; — (b+ap)u; j —2ke =0, p=—.

)

Analise sua estabilidade. Resolugao: Temos que

(b4 ap)e& + (b — ap)é — (b — ap)e™™ — (b+ ap) — 2ke = 0.

Dai,
[(b+ap)e”™ + (b —ap)] & = (b — ap)e™ + (b+ ap) + 2kc,
ou seja,
¢ (b — ap)e® + (b + ap) + 2kc
(b+ ap)e’ + (b — ap)
b iBh _ iBh __
_ (e + 1) —ap(e A 1) + 2kc ke
b(eh + 1) + ap(eBh — 1)
Logo,
b(eh + 1) — ap(e® — 1) + 2kc
g < |HE LD map(e D & 2he| .
b(eh 4+ 1) + ap(eh — 1)
2k
onde O(k) = <

b(eBh + 1) + ap(eiPh — 1)
Devemos verificar

b(eh + 1) — ap(e? — 1) + 2kc
b(eh + 1) + ap(eBh — 1)

Sabemos que

ePh 11 = 14 cos(Bh) + isen(Bh) = 2 cos (%) + isen(Sh)

= 2 cos’ (%) + 2¢ sen (%)
= 2 cos (%) [cos <%) + 7 sen <%)] = 2 cos (%) e%.

35



3.6 Convergéncia e Estabilidade

e —1 = cos(Bh) +isen(Bh) — 1 = —(1 — cos(Bh)) + isen(Bh)
= —2sen? (%) + isen(Bh)

- 2 (%) [ () i (3]
e (@hg o (3) e —om (3)])

Entao, Va, p, b, temos

2b cos (%) e 2ap sen (%) ie's B 2b cos (%) — 2ap sen (%)Z _ S ]
2b cos (%) e 4 2ap sen (%) ¢ | [2bcos (%) + 2apsen (%) i|oa T

Logo, observa-se que o método é incondicionalmente estavel.

3.7 Exercicios

1. Implementar o método explicito da Secao 3.2.1 para resolver a equacao do calor

U; = U,, sujeita as seguintes condicoes iniciais e de contorno
U=2x, 0<z<05, t=0

U=2(1-2), 05<z<1, t=0

U=0, z=0, t>0
U=0, z=1, t>0
usando:
(a) r=0.01;
(b) r=0.1;
(c) r=0.5
(d) r=1;

e comparar com a solugdo analitica dada pela equagao (3.8).

2. Implementar o método de Crank-Nicolson da Secao 3.3.1, aplicando-o a equagao do

calor U; = U,, sujeita as seguintes condigoes iniciais e de contorno
U=2z, 0<x<05, t=0
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3.7 Exercicios

U=2(1-2z), 05<z<1, t=0
U=0, =0, t>0

U=0, z=1, t>0

usando:
(a) r=0.1;
(b) r=0.5;
(©r=1
(d) r = 10;

e compare com a solugao analitica dada pela equacao (3.8).

_ou 0*U . : Do
3. Resolva a equacao % 92 satisfazendo as seguintes condigoes iniciais e de
x

contorno:

a—U:U, =0, t>0
dx
a—U:—U, r=1, t>0
dx

usando um método explicito e empregando diferencas centrais para as condigoes de

contorno. Considere:

(a) r=0.25;
(b) r=0.5;

4. A equagao Uy — U,, = 0 é aproximada no ponto (ih, jk) pela equagao de diferenga:

il — Ui Py 1
9(—“”*1%“’1 1) +(1-0) <—”” ku . 1) — 2305t =0

onde 62 = w;y1; —2u; ; +u;—1 4. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto
1 1
é dado por T ; = —§k(1 —0\Uy — Eh2Umm + O(k, h?) e encontre o valor de 6 que

reduz esse erro para O(k?, h*).

5. Mostre que o erro de truncamento local no ponto (ih, jk) da aproximacao de Crank-Nicolson
para U; = U,, ¢ O(h? k?).

6. A equagao alU; + U, — f(z,t) = 0, a constante, é aproximada no ponto (ih, jk) no

plano xt pelo esquema de diferencas finitas:

e} Uil + Ui—1,5 Uit1,j — Ui—1j
E Ui i1 — +]2 J:|+< +32h J)_fi,j:O
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Investigue a consisténcia desse esquema para:

(a) k=rh;
(b) k= rh?

com r > 0 constante.

7. A equacao Uy = aU,, — U, 0<x <1, t>0,onde«ae [ sao constantes reais
positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferencas explicito

1 a

kAt'LLiJ = ﬁég — ﬁum

Dado que U tem valores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < z < 1, quadt =
0, valores de contorno conhecidos em x = 0 e x = 1 e que Nh = 1, encontre um

limitante para r = h% de estabilidade.

8. A equacao U; = alU,,, 0<zxz <1, >0, ondea >0, ¢é aproximada no ponto
(th, jk) pelo esquema de diferengas regressivas completamente implicito (backward
Euler):

Ui g1 — Uij = T0(Ui—1,j41 = 20 j41 + Uirj41)

onde r = % e Nh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno sao

conhecidos, prove que:

(a) o esquema ¢ incondicionalmente estéavel;

(b) o erro de truncamento local é O(k, h?).
9. A equagao U; = Uy, 0 <z <1, t >0, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo
esquema
Uit — Ui = r[0(wim1 01 — 2w 51 + Uigrj) + (1= 0)(wimry — 2w + wira )

LA
h27

sao conhecidos, prove que:

onde r = 0<60<1e Nh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno

(a) o esquema ¢ incondicionalmente estavel no sentido de Lax-Ritchmyer para

0.5 <0 <1 eestavel para 0 < 0 < 0.5 quando r < m;
(b) o método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.

10. Use o método de série de Fourier para provar que:

(a) A aproximagao progressiva explicita

Upgr1 — Upg = T(Up—14 — 2Upg + Upy1,4)
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3.7 Exercicios

< L 1
para a equacao U; = U,, é estavel para r < 5;

(b) A aproximagao central explicita (Método de Richardson)

Up,g+1 — Up,g—1 = 27”(”1?*1,11 — 2Upg + UpH,q)

para a equacao U; = U,, é instavel para r > 0;

(¢) A aproximacao implicita

1
Up,g+1— 2UpgTUp,g+1 = 57"2 [(Up—l,q —2Upg +up+1,q) + (Up—l,q—l —2Upg-1 +up+1,q—1)]

para a equacao hiperbdlica Uy = U,, ¢é estavel parar >0, r = %

11. A equacao U; = U, + %Uz, 0<x<1, t>0éaproximada no ponto (ph,qk)

pela equagao de diferengas

1 1 1
EAtup,q = ﬁéz«unq + ﬁ(Awup,qvxup,q)

use o método de Von Neumann para mostrar que as equacoes de diferencas sao

estaveis para z > 0 quando
k 2

A
h? — 4+p-1
Em x = 0, avalie esta equacao dado que U, = 0em x =0, t > 0 e U é constante

emz = 1.
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CAPITULO

4

Equacoes Hiperbdlicas

A equagao hiperbdlica principal (nosso modelo) é a equacao unidimensional da onda:

PU U

ﬁ = w ou U = Uygy

onde U = U(x,t).
Para se ter um problema bem definido, devemos prescrever condicoes iniciais. Por
exemplo: U(z,0) = f e Uy(x,0) = g.

©
= 8
= >
g 2
o o
© D o
© 3
E g
=2
o )
cond. iniciais
Figura 4.1:

Note que, agora sao necessarias duas condigoes iniciais, ao passo que no modelo das
equagoes parabdlicas (equagao do calor) uma condigao era suficiente.

Podemos fatorar o operador

0? 0? 0 0 0 0
<ﬁ_@>(]:(§_%)(§+%)l]:o
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Figura 4.2: Uy = U,, descreve as vibragoes de uma corda sendo que neste caso, U =
U(z,t) é o deslocamento a partir do repouso.

Isto nos leva a considerar um modelo ainda mais simples, isto ¢,

ou  ou
ot Oz
Esta equacao é o modelo mais simples de sistemas hiperbdlicos.
A EDP U; = U, com a seguinte condi¢ao inicial U(z,0) = f(z) tem como solugao
U(x,t) = f(z,t). De fato, U, = % =fel;= % = f.
Suponhamos por exemplo que f(17) = 3.

t
/ X+t=17
/S dominio de influencia

ﬁ dominio de dependencia
17\ X

Figura 4.3:

Olhando para todos os pontos do plano (x,t) para os quais u(z,t) = 3. Desde que,
u(z,t) = f(x,t), temos x +t = 17 que é chamada equagao caracteristica. Note que, a
solucdo em todos os pontos (x,t) para os quais x + ¢t = 17 depende somente do valor
inicial z = 17. E, o ponto x = 17 é chamado dominio de dependéncia.

Da mesma forma, podemos notar que o valor do dado inicial f em x = 17 influencia
a solugao em todos os pontos ao longo da caracteristica, o qual é chamado de dominio de
influéncia.

Vamos agora relacionar a equacao da onda Uy = U,, com sistema hiperbdlicos.

Sejam Uy = Uy, Uy = Uy e U, = Us, entao

()= ()= () = () - () - ) - (0 0 ) (),

Portanto,



A equacao da onda pode ser escrita na forma

— — 0 1
U, =AU, onde A:<1 0).

Se os auto-valores de A sao reais e A pode ser transformada na forma diagonal (dia~
gonalizada), isto é, existe uma matriz diagonal A tal que A = TAT!. Entao diz-se que
— —

U; = AU, é um sistema hiperbdlico.

A solugao do problema

Uit = Uss
U(x,0) = f(x) “shape”
Ui(z,0) = g(z) “velocity”

pode ser escrita como:
Ulx,t) = F(x,t) + G(x —t)

onde F' e GG sao funcgoes diferenciaveis arbitrarias. De fato,

U =F -G U.=F + G
U;=F" +G" Uy = F"+G"

Para obter F' e G usamos os dados iniciais, isto é

U(x,0) = F(z)+G(z) = f(z) (4.1)
Ul(z,0) = F'(z)—G'(z) =g(z). (4.2)

Da equacio (4.2), obtemos que

Flz) - G(z) = /Oxg(t) di +c. (4.3)
Fazendo (4.1)4+(4.3), chegamos que

2F(z) = f(z) + /0 o) di+c. (4.4)
Agora, fazendo (4.1)-(4.3), obtemos

26(z) = f(z) — /O " ol)dt —c. (4.5)

De (4.4),
2F(a:—|—t):f(x+t)+/0 g(&)dé + ¢
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e, de (4.5), ,
2G(x — 1) = o —t) - / g(€)de — c.

Somando-as, temos que

2(F(z+t) +Glx—1t)) = fla+t) - fla—t) + /j g9(&)d¢
ou seja, -
Flo+1) +Glo—1) = f(“t);m_t) +§/_t 9(€)de.
Portanto, o
e,y = I IEZD L 2 [ grega

conhecida como Férmula de D’Alembert.
A partir da férmula de D’Alembert, voltamos ao conceito de dominio de dependéncia

e caracteristica.

P(%,:ty)
A B X
Figura 4.4:

O valor da solucao no ponto (z,,ty) depende dos dados iniciais no eixo Ox entre A e
B. As linhas x +t = constante sao as caracteristicas da equacao da onda e o triangulo
PAB é o dominio de dependéncia.

Nota: Na discretizacao por diferencas finitas de equacoes hiperbodlicas, devemos ter
cuidado. Por exemplo, discretizando a derivada temporal por diferengas para frente e a
derivada espacial por diferengas centrais no ponto (i, j) da malha, obtemos:

Wig+1 — Wiy Uikl — Ui-1j
- J J J J

Ut = Uy

Logo,
k
Uij+1 = Wij + 7’(uz‘+1,j - ui—l,j), r = TR
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Aplicando o critério de estabilidade de von Neumann:

£ = 147 —e
= 141427 sen(Bh).

Assim, |£]? = 1% + 4r? sen?(Bh) > 1. Portanto, o método ¢ instével.

4.1 Equacoes de primeira ordem quase-lineares e carac-

teristicas

De forma mais geral, considere o modelo

ou  oU
— 4+ b—= 4.6
as + 9 ¢, (4.6)
onde a = a(x,y,t,U), b =0b(z,y,t,U) e c = c(x,y,t,U) sao quase lineares.

Se denotarmos

U _ou
p - aw ’ q - ay )
entao a equagao (4.6) se torna
ap +bqg = c. (4.7)

A anélise a seguir mostra que em cada ponto do dominio de solucao da equagao (4.7)
existe um dire¢ao ao longo da qual a integracdo de (4.7) reduz-se a integragdo de uma
Equacao Diferencial Ordinaria.

Suponhamos que conhecemos a solu¢ao U de (4.7) em cada ponto de uma curva C' no

plano xy, onde C' nao coincide com a condicao inicial.

Uma questao interessante que se coloca é a seguinte: E possivel determinar os valores

de p e ¢ sobre C' dados os valores de U sobre C' tais que eles satisfagam (4.7)7

Vejamos, consideremos a curva
C: C(z(t),y(t)) t € (a,b)

Temos que U = U (x(t),y(t)). Assim,

v _oUdr oUdy  dz dy
at ~ oxdt  oyat Par Tt
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

ou,

dU = pdx + qdy (4.8)
As equagoes (4.7) e (4.8) constituem um sistema de duas equagdes a duas incognitas

pegq

pdx + qdy = dU
pq+qb=c

Entao,
_c—qb

p
a

qlady —bdx) + cdx — adU = 0. (4.9)

A equagao (4.9) nao depende explicitamente de p e para que nao dependa também de

q devemos ter

ady —bdr =0 ou — = — (equagao caracteristica) (4.10)

dy b
dr a
esta equacao diferencial ordinaria para a curva C' é chamada curva caracteristica.

Também das equagoes (4.9) e (4.10) temos que

aUu
cdr —adU =0 ou A
dr «a
que define a solucao U sobre a curva caracteristica C'.

Essas equacoes sao faceis de lembrar porque elas podem ser escritas como:

de _ dy _ dU
a b ¢
4.1.1 Exemplo
Considere a equagao:
ou oU
— 4+ — =2 4.11
You * dy (4.11)

onde a solucao analitica U = U(z,y) é conhecida no segmento

F={(r,y) eR* 0<2<1, y=0}

A equacao diferencial da familia das curvas caracteristicas é dada por

d d 1
Yy
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

y2:2(x—1]

onde A é a constante de integracdo. Para a caracteristica passando em R = (z,,0),
A = zp. Entao a equagao desta caracteristica particular é y? = 2(x — xr).
A solucao ao longo das caracteristicas é:
dy dU

T =5 > U=B+2 (4.13)

onde B é a constante de integragao. Ao longo de y? = 2(x — zg), U = 2y + Ug, pois
U=Ugem R = (2,,0) e entdo B = Ug.

Como os valores iniciais de U sao conhecidos somente no segmento de reta OF', onde
0 < zg < 1, conforme ilustra a Figura 4.1.1, segue que a solugao é definida somente na
regiao limitada pelas caracteristicas y*> = 2z e y? = 2(z — 1), e inclusive. Nesta regiao, a

solugao é claramente tnica e fora da regiao a solugao € indefinida.

4.1.2 Método de Lax-Wendroff

Na teoria de escoamentos de fluidos, as equacgoes da continuidade, da quantidade de

movimento e da energia podem ser combinadas em uma equacao de conservacao da forma:

8_U N JF(U)
ot ox

onde U e F sao vetores com trés componentes. O método de Lax-Wendroff, como ilustrado

—0 (4.14)

a seguir para uma equacao de uma variavel dependente, pode ser usado para aproximar
(4.14) por uma equagao de diferencas explicita de segunda ordem de precisao.

Considere a equacao
ou ou

ot %%

onde a é uma constante positiva. Por expansao em série de Taylor,

oU 1 02U
Ui7j+1 = U(.Tz,t]+]€) = Ui’j—i‘k <—) +—k}2 ( ) + -
i,J i,J

0 (4.15)

ot 2" \ o2

onde z; =thet;=jkcomi=0,£1,£2,--- ej=0,1,2,---.

A equacgao diferencial pode agora ser utilizada para eliminar as derivadas de t. Note
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

que:

o__ 9
ot a@x

B U 1, 4 (0%
Ui,j—l—l — Uz,j - ]{ZCL (%)id + §]€ a (W g +

Finalmente, substituindo as derivadas de x por diferencas centrais:

entao

Uis1, — Ui Uit1; — 2Ui; + Ui
Uslij = # Usalij = ’ hzj :
entao, tem-se o seguinte esquema de diferencas explicito:
ka k2a?
Wi 41 = WUjj — ﬁ(uiﬂ,j — Uj—1j) + W(ui+1,j — 2u;; + Ui—1,j) (4.16)
ou
ap ap
Ui j+1 = 7(1 + ap)ui_l,j + (]. — a2p2)um~ — 7(1 — ap)uHLj (417)
onde p = k/h.

A substituigao de u,, = e”P"£4 na equagao (4.17) conduz a
9.2 2] - 1 1
¢ = (1 —2a°p”sen (§ﬁh)) —2iap, sen(§ﬁh) cos(iﬁh)

Portanto |£]2 = (1 — 4a?p?(1 — a®p?) sen*(Bh)). Para que os erros nao crescam expo-
nencialmente com j, [£]? < 1, isto é 0 < 4a?p*(1 — a?p?) < 1, fornecendo 0 < ap < 1.
Além disso, pode ser mostrado que o erro de truncamento local é
k? ah?

Ty = EUttt + ?szx +e

Portanto, o método é convergente pelo teorema de Lax.

4.2 A Condicao CFL para Equacoes de Primeira Ordem

Assuma que uma equacao diferencial hiperbdlica de primeira ordem seja aproximada pela

equacao de diferencas da forma:
Ujjr1 = aUi—1j + bu;j + cuipy

Entao, conforme ilustra a Figura 4.2, u, depende de valores de u nos pontos A, B
e C' da malha. Assuma agora que a curva caracteristica passando por P da equacao
hiperbdlica cruza a reta AC' em D e considere AC' como um segmento inicial. Se os
valores iniciais ao longo de AC' sao alterados, entao o valor da solucao em P da equacao

de diferencas finitas mudara, mas essas alteracoes nao afetarao o valor da solucao em P da

47



4.2 A Condicdo CFL para Equacées de Primeira Ordem

Z
g
P
p
.
k .
p
P
P
/

¢ j
DjA B C

caracteristica passando por P

j+1

equacao diferencial, que depende do valor inicial em D. Neste caso, u, pode nao convergir
para U, conforme h, k — 0. Para a convergéncia, D deve estar entre A e C.
Considere, por exemplo, a aproximagao de Lax-Wendroff (4.17). A inclinagao dt/dx

da caracteristica de equagao diferencial correspondente é dada por:

dt  du

1 a

Para a convergéncia da equagao de diferencas, a inclinacao de PD deve ser maior ou igual

a inclinagao de PA, ou seja,

1 _k
— Z —
a h
fornecendo
ap <1
o que coincide com a condicao de estabilidade
O<ap<1

visto que a,p > 0.
. h,k—0 o e ,
Em conclusao, para que u, — U, a condi¢ao CFL ap < 1 deve ser satisfeita. Além
disso, a condicao CFL diz que o dominio numérico deve conter o dominio de dependéncia

analitico.

4.3 Equacoes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda
Ordem

Considere a equacao diferencial parcial de segunda ordem:

02U L 0*U N 662U
0x? 0xy Oy?

a

+e=0 (4.18)

onde a, b, ¢ e e podem ser funcoes de z, y, U, U, e U,, mas nao dependem de Uy, U,y €
Uyy. Tal equacao ¢ dita quase-linear.
Sera mostrado que em cada ponto do dominio de solucao existem duas direcoes ao

longo das quais a integracao da equacao diferencial parcial é transformada na integracao
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

de uma equacao que envolve apenas derivadas totais. Em outras palavras, nessas dire¢oes
a equagao a ser integrada nao é complicada pela presenca de derivadas parciais em outras

diregoes.

Figura 4.5: Curva C no plano xy sao conhecidos os valores da solucao U.

Denotando as derivadas parciais por

oU  oU U U PU_,

or P 8_y_q’ 2k 0xdy 5e Oy

e seja C' a curva no plano xy sdo conhecidos os valores da solugdo U da equagao (4.18),

juntamente com os valores de p e ¢ relacionados a U pela equagao:

ou ou
dU = 8—dx+ a—dy pdx +qdy

onde dy/dz é a inclinagdo da reta tangente a C. (A curva C' nao é a curva inicial na qual
os valores de U, p e ¢ sao especificados). Uma interessante questao que se coloca é: E

possivel encontrar valores para r, s e t sobre C' que satisfazem a equagao diferencial:
ar+bs+ct+e=10 (4.19)

Como 7, s e t sobre C devem satisfazer as equacoes:

op dp
dp = —dzx dy =rd d 4.2
p =gt g dy=rdrtsdy (4.20)
) ag 0
q q,
dq 8:vd x + By —dy =sdx+tdy (4.21)

pode-se observar que as equagoes (4.19), (4.20) e (4.21) sao trés equagoes para as varidveis
r, s e t. Isolando r e s nas equagoes (4.20) e (4.21), respectivamente, e substituindo na

equagao (4.19), tem-se:

(dp—sdy)+bs+ (dq—sdx) =0

dz dy
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

Multiplicando-se essa equacao por dy/dzx, obtém-se:

dy\® . (dy dpdy  dq  dy
A I Y - 4 — ot 4oL 42| = 4.22
° [ (dm) b (dm) +C] {adx dz +Cd:r; +6dx 0 (422)

onde dy/dx é a inclinagdo da reta tangente a C.
Por hipétese a equagao (4.19) é quase-linear, entao a, b, ¢ e e sdo independentes de
r, s e t. Portanto, a equagao (4.22) é independente de r e t. Essa equagao pode ainda

ser independente de s se C' for escolhida de modo que a reta tangente a C' em cada ponto

() 4 (4) emo az

Tomando A = b — 4ac na equagao (4.23), tem-se que:

seja raiz da equagao:

e Se A > 0, o sistema é hiperbdlico;
e Se A =0, o sistema é parabdlico;
e Se A <0, o sistema ¢é eliptico.

Além disso, pelas equagoes (4.23) e (4.22) segue que ao longo das dire¢oes tangenciais

a (' a partir dos pontos de C":
a——+4+c—+e—=0 (4.24)

Portanto, foi mostrado que em cada ponto do dominio de solucao ha duas direcoes,
dadas pelas raizes de (4.23), ao longo das quais hé relagoes entre as derivadas totais dp
e dq, dadas pela equagao (4.24), que sao independentes das derivadas parciais em outras
dire¢oes. As diregoes dadas pelas raizes da equacao (4.23) sdo chamadas de diregoes

caracteristicas.

4.3.1 Métodos Explicitos e a Condicao CFL

Considere a equacao da onda:

0*U  0*U

onde, inicialmente U(z,0) = f(x) e aa—lt](x, 0) = g(z).

Pela equacao (4.23), as inclinagoes dt/dx das curvas caracteristicas sao dadas por

dz\” _1
)
pois, neste casoa=1,b=0e c= —1.
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

Entao as caracteristicas passando por P(z,,t,), como ilustrado na Figura 4.6 sao retas
t—t, =+(x —x,), visto que Z—f = £1, que encontram o eixo-z nos pontos D(x, —t,,0) e
E(z, +t,,0).

D(xp—tp,O) A B E()$+E 0) X

Figura 4.6: Caracteristicas passando por P(z,,t,).

A solucao da equagao (4.25) satisfazendo as condigoes iniciais dadas é:

1 x+t
U =5 | fe 0= o=+ [ aterag
e, portanto, a solugdo em P(z,,t,) é
Tptip
Uz, tp) = % f(xp+ 1) — fap —tp) + / B g9(§)d§

que mostra que a solugdo é dependente dos valores de f(z) em D e E, e dos valores de
g(x) em cada ponto do intervalo fechado DE), isto é, depende dos dados iniciais ao longo
do intervalo de dependéncia DE. O triangulo PDFE é chamando dominio de dependéncia
do ponto P. Uma aproximagao central de diferengas finitas para a equagao (4.25) nos
pontos (x;,t;) = (ih, jk) em uma malha retangular cobrindo o dominio de solugao é:

Uiprj — 2Wij+Wic1j  Uigen — 2Uij + Uij

h? k2

isto é

ui,j+1 = T’Z'U,Z',L]’ + 2(1 — ?”2)’1111',]‘ + ?”2’Uli+1’j — Ui,j,1 (426)

onde r = k/h. Esta é uma aproximagao explicita.

No caso j = 0, tem-se:
2 2 2
wip =1r"ui—10+2(1 — )0 + ruip10 — i1

Ui = PP fici + 20— 1r?) fi+ 1% figa — Ui, —1
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

. . . . oU
e uma aproximacao de diferencas centrais para 2 = gi,0, fornece:
i,0

Uj—1 = Ui 1 — ngi,o

Entao

u,;,l = Tin_l —+ 2(1 — T2)fi + Tzfi_H — (ui,l — 2k‘gi’0)

ou seja,
1
Ui = 5 [Tzfifl + 2(1 — T2>fi + T’2f1'+1 + 2]4]9170)} (427)

As equagobes (4.26) e (4.27) mostram que u, no ponto P da malha depende dos valores
u; ; nos pontos da malha marcados, como ilustra na Figura 4.6. Este conjunto de pontos
da malha é chamado de dominio de dependéncia numérico do ponto P, e as retas PA e
PB sao freqientemente chamadas de caracteristicas numéricas.

Assuma agora que as condigoes iniciais ao longo de DA e BE foram mudadas. Essas
mudancas afetarao a solucao analitica da equacao diferencial em P, mas nao modificara a
solucdo numérica dada pelas equagoes (4.26) e (4.27). Neste caso, u, pode nao convergir
para U, com h, k — 0 e r permanecendo constante. Ao contrario, quando as caracteristicas
numéricas PA e PB estao fora do dominio de dependéncia PDFE, tem-se que o efeito dos
dados iniciais ao longo de DA e BE sobre a solu¢ao em P da equacao de diferencas finitas
tende a zero conforme h, k — 0, com r permanecendo constante e P fixo [9].

A condicao CFL para a convergéncia diz que o dominio numérico de dependéncia
da equacao de diferencas deve incluir o dominio de dependéncia da equacao diferencial.
Usando essa condigao, é claro que a equagao de diferencas (4.26) é convergente para
0<r<1.

4.3.2 Métodos Implicitos

Métodos implicitos nao podem ser utilizados sem suposicoes simplificadoras para resolver
problemas puramente de valores iniciais porque eles fornecem um infinito nimero de
equacoes simultaneas. Eles podem, entretanto, ser utilizados efetivamente para problemas
de valor de contorno quando, por exemplo, condicoes iniciais sobre 0 < x < 1 e condigoes
de fronteira sobre x = 0 e x = 1 sao dadas. A convergéncia é garantida via teorema de
Lax.

Um esquema satisfatorio aproximando a equagao da onda (4.25) no ponto (ih, jk) é

1 1 /1 1 1
?631%]- = F (Z—léium-ﬂ + 5(53?14',]' + Z(Siui,j1> (428)

onde 5t2u2-7j = U j11 — 2U;; + u;;—1, etc. Este esquema fornece um sistema tridiagonal de

N - . ) k
equacgoes e pode ser mostrado que € incondicionalmente estavel para todo r = 7 > 0.
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

O Erro de truncamento local é:

T;;=h* ——(4r2+1)———h2(13r + 1572 1) -

1 otU U
12 ozt 720 05 i

que tende a zero para r finito com h — 0. Portanto, o esquema é convergente.

Um esquema mais geral expande U, ;41 e U; j_1 em série de Taylor sobre o ponto (i, j)

e obtém:
) 62 k?4 84
Uz'7j+1 + Ui’j 1= QUZ] + k at2 + 12 8t4
Se U ¢é solucao de
2 _ou
o2 02
entao 92 92
or =~ da?
e, portanto,
oul _ou| ou| _ou|
ot4 i ox* i ot i 0xb i
Assim,
0*U kKt 0*U
Uijir =2Us + Ui = k° 23|+ 5 57| (4.29)
irj
Como P2U .
62 — —54 (56 U
922 K2 ( 127% 90 ° >

segue, das diferencas de ordem quatro, que
0?U 1 1
— = 62— —& U
7 =i (%)

o0tU B 0% [(0*U 54
ort oz \ox2)  mi'e

Substituindo essas expressoes em (4.29), tem-se que para essa ordem de precisdo,

1
Uiji1 —2Ui; + Uijy =17 {1 + E(r2 — 1)55} 62U, (4.30)

1

onde r = k/k. Operando ambos os lados dessa equagao por [1 -+ %(r2 — 1)5:%}72 e ex-

pandindo cada operador até termos em §? por expansdo binomial, obtém-se a seguinte
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

aproximacao implicita para a equagao da onda:

1 1
Ui7j+1 — 2Ui7j + ui,j—l = ﬂ(?“2 — 1)(551@7]‘4_1 + 5§ui7j_1) + E(ll’l“Q + 1)551%7]4—

1 1
+ @(7’2 — 1)(97”2 — 1)5;45“@?] — ﬁ(Tz — 1)2(5§ui,j+1 + 5§ui,j,1)
(4.31)

Analogamente, se ambos os lados da equacgao (4.30) for operados por [1 + %(TQ — 1)533} 71,

a equacao de diferencas correspondente é

1 1
Uit = 2+ i = S = 1) (00U + Ggusgo) + = (507 + 1w+
1 (4.32)
+ (7 D 20wy = (G + Gpuioa)]

Essas equacoes de diferencas de alta ordem seriam complicadas de implementar na

pratica por causa das dificuldades associadas com as condicoes de fronteira.

4.4 Esquemas Upwind

A equacao de onda é relacionada a equacao de adveccao, que em uma dimensao tem a
forma:
ou ou
— =V — (4.33)
ot ox
Esta equagao modela o transporte passivo por adveccao de algum campo escalar u(x,t)
carregado longitudinalmente por um escoamento de velocidade constante v.

O esquema de Crank-Nicholson representa um método numérico eficiente e preciso
para resolver uma equagao de adveccao. Este é certamente o caso, se o problema estiver
restrito a ondas suaves. Infelizmente, o esquema de Crank-Nicholson faz um trabalho
muito pobre em transportar ondas por adveccao que apresentam descontinuidades. Isto
é ilustrado na Figura 4.7, que mostra um céalculo em que o esquema de Crank-Nicholson
é usado para transportar uma onda de pulso quadrado.

Pode-se notar que as oscilagoes sao geradas nas bordas, o que mostra que esquemas
centrados para resolver a equacao de advecgao sofrem de um problema similar.

A tnica maneira conhecida para suprimir oscilacoes nas bordas de uma onda com
quinas é adotar um esquema de diferenciacao upwind. Em tal esquema, as diferencas
espaciais sao aproximadas no sentido upwind: isto é, o sentido de que o fluxo advectado

surge, vem. Assim, a versao upwind do esquema explicito simples 4.33 é escrita como:

Ujj1 — W4 Ujj — Ui—1,5
I it Bt 4.34
? e (4.34)
ou
Ui7]’+1 = ui,j — C’(um — Ui,17j> (435)
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4.4 Esquemas Upwind
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Figura 4.7: Adveccao de um pulso 1D quadrado. Os cédlculos numéricos foram realizados
utilizando-se v = 1, 6t = 2.49 x 1073, e N = 200. A curva pontilhada mostra a condicao
inicial em ¢ = 0.0, enquanto que a curva continua mostra a solu¢ao numérica em ¢ = 0.1

Note que este esquema é somente de primeira ordem no espaco. Uma analise da

estabilidade de von Neumann do esquema acima resulta:
A=1-C[l —cos(kéx) —iC sen(kdzx)] (4.36)

Note que
|AII? =1 —-2C(1 — O)[1 — cos(kéx)] (4.37)

Segue que ||A]| < 1 contanto que C' < 1. Assim, o esquema diferencas upwind é
estavel contanto que a condigao de CFL seja satisfeita. A Figura 4.7 mostra um calculo
em que o esquema acima ¢ usado ao transportar um pulso quadrado. Nao ha agora
nenhuma oscilacao gerada nas bordas da onda. Por outro lado, a forma da onda mostra
a evideéncia de dispersao. Certamente, o esquema de diferencas upwind sofre do mesmo
tipo de problema da dispersao que o esquema de Lax.

Infelizmente, nao ha nenhum esquema de diferencas que é nao-dispersivo e capaz
de tratar bem situacoes como as “quinas” das ondas. Na verdade, cédigos sofisticados
que resolvem a equacao de adveccao (ou a equacao da onda) empregam geralmente um
esquema upwind nas regioes perto das quinas, ou choques, e um esquema nao-dispersivo

mais preciso nas outras partes.

4.5 Exercicios

1. A fungao U satisfaz a equacao Uy + U, =0, 0<z < oo, t >0 com condi¢oes

de fronteira e iniciais dadas por:

U0,t) =2t, t>0
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Figura 4.8: Adveccao de um pulso 1D quadrado. Os célculos numéricos foram realizados
utilizando-se v = 1, 6t = 2.49 x 1073, e N = 200. A curva pontilhada mostra a condicao
inicial em ¢ = 0.0, enquanto que a curva continua mostra a solu¢ao numérica em ¢ = 0.1

U(z,0) =z(x—2), 0<z<2

U(z,0)=2(x—2), x>2
Calcule:

(a) uma solugao analitica;

(b) uma solu¢do numérica usando o esquema explicito de Lax—Wendroff.

2. (a) Use o método de Von Neumann para mostrar que o método de Lax—Wendroff
é estavel para 0 < ap < 1.

k2 h?
Uttt + a_Ummx

(b) Mostre que a parte principal do erro de truncamento local é T} ; = ) 5

i’j
(¢) Prove que a solugao de U; = aU,, com a constante, é a solu¢ao da aproximagcao

1
e

de Lax-Wendroff quando % =
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Sistemas Elipticos

CAPITULO

5

5.1 Motivacao

Consideremos o escoamento hidrodinamico desenvolvido (estacionério) de um fluido

L

—

—

U]

y |
L inflow

X

—

Vv
/
Ll

—=

outflow

fluido

O escoamento em regime “laminar” e permanente (nao transiente) de um fluido é

regido pelas equagoes de Navier—Stokes:

@ % — _@ + 12 @ + @
Yor U@y Oz or?  Oy?
@ @ - _@ + 2 @ + 8_21)
Yor ”ay Oy ox?  0y?
Ou Ov _
or 0Oy

)
) (5.1)

Apés um certo comprimento L, que depende da natureza do escoamento, verifica-se

que o perfil de velocidades nao se altera mais. Entao

ou

0 1,
— + v 0 e o9& _ constante
ox

or ox

o7



5.1 Motivacao

Pela equacao da conservacao de massa,

ov
— =0=v=0
Ay
Entao, as equacoes tornam-se
0%u _1op

8_y2 T vor ¢
que é a equacao de Poisson unidimensional. Neste caso, o maior problema é a fronteira.

Equacgoes diferenciais do tipo eliptico aparecem com muita freqiiéncia em problemas
de equilibrio, isto é, problemas em que a solucao da EDP é requerida em um dominio
fechado sujeito a certas condigoes de contorno.

Na terminologia matematica, esses problemas sao conhecidos como problemas de valor
de contorno. Na literatura inglesa, esses problemas sao chamados de “jury problems”.
Esse nome ¢é devido ao fato de que a solugao da EDP em todo o dominio depende
das condigoes de contorno pré-estabelecidas. Usualmente, a solucao de um problema
de equilibrio maximiza ou minimiza uma integral representando a energia de sistema. As
equacoes mais comuns sao:

Pu  0*u

5 = f(zy) equacdo de Poisson

"o o
VZu =0 equacdo de Laplace

O dominio de integracao de uma equagao eliptica em 2D é sempre uma area limitada
pela fronteira 9€). As condi¢oes de contorno usualmente especificam os valores da fungao
ou os valores de sua derivada normal ao longo do contorno 9¢2, ou uma mistura de ambos.

Teém-se entao os trés problemas famosos:

i. Problema de Dirichlet (u é conhecida em 052);

ou

ii. Problema de Neumann (5% ¢é conhecida em 0€);

iii. Problema de Robin (au + ﬁ% é conhecida em 0%2);

Teorema 2 Se o problema i) tem solugao, entdo ela € unica.

5.2 Exemplos

5.2.1 Problema de Dirichlet

Considere a equacao de Laplace

Pu  O%u

@‘i‘a—yQ:O (5.2)
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5.2 Exemplos

definida em um dominio Q = {(z,y) € R,0 < x < a, 0 < x < b} e com u = ¢g no contorno.

Considerando éx = h = Ni edy=Fk = N com N, = N, = 4, podemos aproximar
@ y

as derivadas da equagao por diferencas centrais, e obter:

1 1
73 (Uit = 2y + Uicrg) + 75 (Wign = 2 + Uig1) =0 (5.3)
com i, 5 =1,2,3.
b
7 |8 o
4 |5 e
1 |2 |3
y
0 x a

Para o ponto 1, conforme o ilustrado na Figura 5.2.1, tem-se que i, j = 1, entao:

1 1

ﬁ(ull —2uy1 +upq) + ﬁ(m,z —2u11 +up) =0
1 1 1 1
ﬁ(ull —2uyq) + ﬁ(um —2uyq) = —72901 = 73910

Sem perda de generalidade, suponha que a = b =1, entao h = k, assim
—duy 1 + 12 +uz1 = —(go1 + 910)

Para o ponto 2, ou seja i =2 e j = 1, tem-se:

1 1
m(u&l — 2162,1 + U1,1) + ﬁ(Uz’g — 2UQ,1 + UQ,()) =0
ug1) — dugq + Uz + U1l = Gap
e assim por diante para os pontos 3, 4, ..., 9, conforme ilustrado na Figura 5.2.1.

No caso de N, =4 e N, = 3, a forma matricial resultante dessas equacgoes ¢ dada por:

4
-1
0
-1
0

-1
0
0
4

-1

0
-1
0
-1

-1
4
-1
0

0
—1

4

0

0
0
-1
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Uy
Uz
us
Uy
Us

Ue

9o,1 + 91,0
92,0
93,0
ga.0

g5,0

| 9331 a2 |

(5.4)



5.2 Exemplos

5.2.2 Problema de Neumann no Retangulo

Considere a equacao de Laplace

’u  O%*u
2 + 92 =0 (5.5)

0
definida em um dominio Q@ = {(z,y) e R,0 <z < 1,0 <z <1} e com 8_u = g(z,y) no
n

contorno.

Pode-se mostrar que o problema de Neumann (5.5) tem solugao / g(xz,y)dL = 0,
onde L é o perimetro. A solucao sera unica, a menos de uma Constante{: A unicidade de
U requer que U seja especificada em algum ponto do dominio.

Como exemplo, sejam h = k = % A Figura (5.2.2) ilustra os pontos do dominio onde

deseja-se encontrar a solucao.

] 1
=9(0,5) = %(U—Lj —Uij)=g0; = U-1;=2hg;+U,)

No contorno =z = 1, tem-se:

) 1
=9(0,75) = ﬁ(U&j — U ) =925 = Usj=2hg;+U)

8_U
ox

2?j

No contorno y = 0, tem-se:

ou

) 1
G_y =9(i,0) = —U-1—-U1)=g0 = U.,_1=2kgo+Up,)

2k

4,0
No contorno y = 1, tem-se:

oU
o =g3,2) =
3 . 9(i,2)

1
ﬁ(Ui,s —Ui1) =62 = Us=2kgis+Up,)

Para o ponto interior, tomando-se « = 0 e j = 0, obtém-se:

1

1
e (Ui —2Up0+ U_1p) + E(UOJ —2Up0 + Uy —1)
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5.2 Exemplos

—4Uy o + 2Ur o + 2Up1 = —4hgoo

Observa-se que para o problema (5.5) que apresenta apenas um ponto interior, ha nove
equacgoes que devem ser resolvidas.

O sistema resultante é dado por:

[ 4 2 0 =2 0 0 0 0 0 ][w] [ 2¢; ]
-1 4 -1 0 -2 0 0 0 0 Uy go
o -2 4 0 0 -2 0 0 0 us 293
-1 0 0 4 -2 0 -1 0 O Uy 94
o -1 0 -1 4 -1 -1 0 us | =2h | 0 (5.6)
o 0o -1 0 -2 4 0 0 -1 Ug 96
o o0 0 -2 0 0 4 -2 0 uy g7
0 O -2 0 -1 4 -1 ug Js
0 0 0 0 0 =2 0 -2 4 || ug | | 299 |
Multiplicando a primeira, a segunda, ..., a nona linha por i, %, }l, %, 1, %, i, % e i
respectivamente, obtemos uma matriz simétrica:
1 -2 0 -2 0 0o 0o 0 0] [uw]
—% 2 —% o -1 0 0 0 0 Uy
0 —% 10 0 —% 0O 0 0 U3
-+ 0 0 2 -1 0 -3 0 0 vy
o -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 = | vs (5.7)
0 0 —% o -1 2 0 0 —% Vg
o 0 0 - 0o o 1 - 0 v
0O 0 o0 0 -1 0 —% 2 —% Ug
. 0 0 0 0 0 —% 0 —% 1] | vy |
9 9

Pode-se notar que Zvi =0= Z a;v; = 0 = os vetores v; sdo 1.d. Logo det(A) =
i=1 i=1
0, ou seja, a matriz é singular.

Em conseqiiéncia, o problema numérico pode nao ter solugoes ou tem infinitas solugoes.
Para obter uma tnica solugao, é necessario especificar o valor de U em algum ponto do

dominio.

5.3 Exercicios

1. A funcao U satisfaz a equacao U, + U, — 32U = 0 em cada ponto dentro do

quadrado x £ 1 e y + 1 e estd sujeita as condi¢oes de fronteira:

U=0emy=1, —-1<zx<1
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5.3 Exercicios

U=1lemy=-1, —-1<z<1

1
Uz:—éUemarzl, -1<y<1

1
Ux:§Uemx:—1, —-1<y<1

Tome h =k = % e mostre que é possivel escrever as equacoes resultantes na forma
de um sistema linear Au = b onde u é um vetor coluna do tipo 35 x 1 e b é um
vetor 35 x 1 cujo vetor transposto é b* = (0,0,...,0,—1,—-1,—1,—1,—1)" e A é uma

matriz que pode ser escrita na forma particionada

[ B I
I B I
I B I
I B I (5.8)
I B I
I B I
L [ B_
onde _ ) ) )
—6 2 1
1 -6 1 1
B = 1 —6 1 e I= 1 (5.9)
1 —6 1 1
_ 2 - _ 1|
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CAPITULO

6

Aplicacdo: Equacao de Navier—Stokes

Nesse capitulo é calculada a solucao numérica das equacoes de Navier-Stokes e da con-
tinuidade, em escoamentos isotérmicos confinados e incompressiveis, utilizando-se o método
MAC. Dois problemas classicos sao implementados, o problema da cavidade (lid-driven
cavity-flow) e o escoamento sobre um degrau (backward-facing step), ambos em regime

transiente.

6.1 Introducao

O método Marker-and-Cell, ou simplesmente MAC, foi desenvolvido por Harlow e Welch
em 1965 [6], para a simulacao de escoamentos incompressiveis envolvendo fluidos newto-
nianos em superficies livres, onde particulas marcadoras (markers) definem a posigao da
superficie livre do fluido. Entretanto, a auséncia de superficies livres nao restringe a sua
utilizagao, de modo que tal método é uma das formulacoes explicitas mais aplicadas para
a solugao numérica das equagoes de Navier-Stokes e da continuidade.

O método é caracterizado pela utilizacdo de uma malha deslocada (staggered grid) e
originalmente, a solucao de uma equacao de Poisson foi empregada para o avango tem-
poral da pressao no dominio do problema. Para os problemas estudados nesse trabalho,
entretanto, opta-se por uma abordagem alternativa, a iteracao da pressao, desenvolvida
por Chorin [3], e utilizada por Hirt e Cook [7] na solu¢do numérica de escoamentos
tri-dimensionais.

Embora as técnicas aqui utilizadas datam da década de 1970, o método MAC passou
por diversos avancos, dentre os quais a generalizacao do método para fluidos newtonianos
generalizados, o método GENSMAC [10].
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6.2 Técnicas Basicas

6.2 Técnicas Basicas

6.2.1 Equacoes Governantes

Escoamentos incompressiveis bi-dimensionais envolvendo fluidos newtonianos em regime

isotérmico sao governados pelas equacoes de Navier-Stokes

ou 0w o, (Pu O
ot Ox oy Oz ox?  Oy? (6.1)
I |
ot Ox oy Oy ox?  Oy?
e a equacgao da continuidade
ou  Ov
—+—=0 6.2

onde p é a pressao a densidade constante, no S. I. medida em m?/s* u e v sao respectiva-
mente as velocidades do escoamento em, no S. I. em m/s nas dire¢oes = e y do dominio
fisico do problema, notando que (6.1) e (6.2) estao representadas em um sistema de co-
ordenadas cartesianas. v é a viscosidade cinematica do fluido newtoniano em estudo, no
S. I. medida em m?/s. Nesse caso, sdo ignoradas as forgas de campo, como, por exemplo,

a atracao gravitacional.

6.2.2 Adimensionalizacao

As equacoes sao adimensionalizadas por meio das relagoes lineares

L
x=x"L y=1vy"L u=u"U v =10v"Uj p=pU; t:t*U, (6.3)
0

que transformam (6.1) em

ou*  O(u*)?  ourv* op* 1 [ O%u* 0*u*

+ + =" = +
ot* Ox* oy* Oz*  Re\0d(z*)?2  0(y*)? (6.4)
ov* N ov*u* N o(v*)* _Op” N 1 0*v* N 0*v* '
ot* Ox* oy Oy*  Re\O(xz*)?  0O(y*)?

A equacao da continuidade (6.2) se mantém da mesma forma, a menos das varidveis, que

passam a ser adimensionais:

ou*  ov*
Ox* N oy 0. (6.5)

As grandezas L e Uy sao, respectivamente, o comprimento e a velocidade caracteristicos

do problema (escalares). Re = % ¢ o numero de Reynolds e z*, y*, u*, v*, p* e t* sao
variaveis adimensionalizadas. A partir desse ponto, serao omitidos os asteriscos, para

simplificacao da notagao.
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6.2 Técnicas Basicas

6.2.3 Diferencas finitas

No método MAC, o dominio computacional é dividido em um conjunto finito de células
retangulares, cada uma com dimensoes dz e dy, formando uma malha uniforme. Cada
célula é indexada por sua posi¢ao (7, j) em relagdo a uma célula de referéncia, geralmente
adjacente a origem do sistema de coordenadas do problema. No presente trabalho, essa
célula é tal que a origem corresponde ao seu canto superior direito, de modo que as
coordenadas do centro (i, j) de cada célula é dado por (i,7)=((i—1/2)dz, (j—1/2)dy). As
células correspondentes ao interior do dominio computacional sao numeradas de 1 a N; na
direcao x e de 1 a IV; na direcao y, sendo que as disposicoes das células nos dois problemas
estudados sao mostradas nas figuras 6.1 e 6.2. As componentes horizontal e vertical da
velocidade do escoamento sao calculadas, respectivamente, nas faces horizontal e vertical
de cada célula, e a pressao em seu centro, caracterizando a malha deslocada, como descrito
na figura 6.3. A opgao pela malha deslocada em relagao a malha co-localizada deve-se
ao desacoplamento das equagoes e a conseqiiente geracao de campos oscilatérios para a
pressao presente na segunda, além do fato de que o esquema originado desta ¢é fisicamente

incoerente, conforme descrito por Fortuna [5].

Nj 7

N, Uo

/‘y

O

N

<
I
o

o wr&

i=0 1 N; Niyy

Figura 6.1: Dominio computacional do problema da cavidade. Adaptado de Fortuna [5]

A solucao é calculada por meio do avango das variaveis do escoamento em pequenos
intervalos de tempo de duracao ¢, sendo tais intervalos suficientemente pequenos para
respeitar as condigoes de estabilidades a serem vistas na sec¢ao 6.2.6. O avanco é feito em

duas etapas:

e Inicialmente, atualizam-se as componentes da velocidade em todas as células (i, j)
do dominio, exceto aquelas especificadas por condicoes de fronteira. No MAC, esse

calculo é explicito, sendo tal avanco baseado na solucao obtida no tempo anterior.
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6.2 Técnicas Bdasicas

W77 %
N; U~
—> U
7%
1 %
i=0 7 7,

1=01 2 N; Nip

Figura 6.2: Dominio computacional do problema do degrau. Adaptado de Fortuna [5]

T Vij+1/2

‘ ‘

Ui—1/2,5 Di 5 Ui41/2,5

I .

| T

‘ Vij—1/2

ox

Figura 6.3: Célula (7, j) do método Marker-and-Cell

e As velocidades obtidas na primeira etapa nao-necessariamente satisfazem a equacgao
da continuidade (6.2). Nessa etapa, portanto, as velocidades sao ajustadas de modo
a garantir a conservacao de massa. Tal corregao é feita por meio da atualizacao da

pressao em cada célula (i, 7).

Originalmente, Harlow e Welch [6] obtiveram a pressao da segunda etapa por meio da
solugao de uma equagao de Poisson. Uma alternativa é realizar iteragoes nos campos de
velocidades e de pressao simultaneamente, até que a conservacao de massa se estabeleca.
Essa técnica, desenvolvida por Chorin [3] e descrita por Hirt e Cook [7], é denominada
iteracao da pressao.

As duas etapas descritas acima sao executadas como segue:

Inicialmente, as componentes u e v da velocidade em cada célula (i, 7) sdo estimadas
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6.2 Técnicas Basicas

na primeira etapa pelas seguintes equacoes de diferenca finita:

n+1,00) _ n n 1 n p?+17 j _pz

(6.6)

nt1,0) _  n n 1 n Pijy1— Py
Viit1j2 = VigrijeT ot <_ CONVi,j+1/2+EVISCi,jJrl/Z_—] 5y ]) ;

onde os termos convectivos sao dados por

(UU)?HJ - (UU)ZL] n (uv)?+1/2,j+1/2 - (UU)?+1/2,3'—1/2

ox oy
(UU)?-i—l/Q,j—&—l/Q - (U“)?—1/2,j+1/2 n (UU)Z]'H - (W)Zj

ox oy

CONVE, 0 =

€ 0S ViIScosos por

n n n n n n
Uiy 595 2Uihy o T U o n Uiy /2541~ 2Ui 2 T W12 51

VISC? =
i+1/2,5 512 5y2

VISC™ N U?+1,j+1/2_2U2j+1/2+v?—1,j+1/2 Ugj+3/2_27)2j+1/2+”2j—1/2
i,j+1/2 T S + 5y2 :

6.2.3.1 Termos Convectivos

Os termos convectivos envolvem componentes de velocidade em pontos onde estas nao

estao definidas na discretizacao. O calculo de tais termos é feito por meio da expressao

()i — (wu)iy i 0,y — uiyug, 6.7
dx N dx ’ (6.7)

considerando-se o primeiro termo convectivo da equacao de momento na direcao x, e

n
i+1,5

média aritmética de valores de u em pontos vizinhos, em que estes estao definidos na

assim por diante para os demais termos. Os valores de e u;'; sao aproximadas pela

discretizagao, e os valores de w,, ; e u'; sao obtidos por meio do uso de esquemas de

CONVeCcgao. ]

Esse tratamento distinto tem base fisica. Seja o termo (uu);;. Tal termo representa
o transporte da propriedade u pela velocidade de convecgao u no centro da célula (i, 7).
Em outras palavras, de acordo com tal produto, a propriedade u esta sendo transportada
com velocidade u. Tal fato torna-se evidente quando se considera a equacao de momento

na direcao x sob a forma nao-conservativa, dada por

ou +u6u _H)(?u _ Op N 1 [0%u N 0*u
ot Ox dy  Or Re\odz? 0y2)’
—_———
CONV
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6.2 Técnicas Basicas

Pela expressao acima, observa-se por meio dos termos convectivos o transporte da pro-
priedade v ao longo das diregoes = e y com velocidade u e v, respectivamente.
A separagao do produto (uuw)j; na forma ui 4, é também uma maneira de linearizar

as equagoes de diferenga finita, pois o produto u;';u;; ¢ linear com relagao a u;';.

n
2,77

das velocidades dos pontos vizinhos, porém esclarecendo que as equacgoes resultantes sao

Hirt e Cook consideram uj; = u;;, ou seja, fazem uso exclusivo da média aritmética
estaveis desde que viscosidade suficiente seja aplicada, ou seja, os resultados numéricos
obtidos sao plausiveis apenas a valores baixos do nimero de Reynolds. Um trabalho
recente de Kaibara et al. [8] confirma o fato constatado pelos dois pesquisadores, desta-
cando que esquemas numéricos classicos de diferencas finitas para aproximar derivadas
espaciais em geral levam a resultados desastrosos em processos dominados por convecgao.
Com base em tais fatos, nesse trabalho utiliza-se o recente esquema CUBISTA [1] para a
aproximacao dos termos convectivos.
Considerando-se o termo (uu)f;, procede-se como segue:

o

Seja o termo uj;, dado pela expressao

n n
o Wir1ye T Uy

. = 6.8
Wi 5 (6.8)
e Se uj; > 0, define-se
— . n _.n
UD = Uit1/2,5 U = i1/, UR = Ui—3/2,
I
|
|
|
o @ I L I
Ui—3/2, Wi 1/2, Uit1/2,5
|
|
|
al

~
<.

Figura 6.4: Esquema CUBISTA quando w; > 0.
e Se u;; <0, define-se

— __ . n _.mn
Up = U;_q/9; Uy = Uiy1/2,5 UR = Uiy3/2 -

D, U e R indicam, respectivamente, o ponto imediatamente para onde segue o escoamento
(downstream); o ponto imediatamente na diregao de onde vem o escoamento (upstream);

e o ponto imediatamente depois, nessa mesma direcao (remote upstream).
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6.2 Técnicas Basicas

T

-~—

o [ YT ' YT
WUim1/2,5 Uit1/2,4 Uit 3/2,5

7
Ui,

Figura 6.5: Esquema CUBISTA quando u; < 0.

Uy — UR

Seja u = . Entao
Up — UR

(1 3
7(Tuy — 3ug), se0<u <y
1 3 53
- 5(Bup + 6uy —ug), sez<u<y

2V .
%(SuDjLuU), se % <u<l1

uy, caso contrario.

O célculo de uf, ; ; € feito de maneira andloga, e assim por diante para as demais compo-

nentes dos termos convectivos.

6.2.4 Iteracao de Pressao

. n+1,(0) n+1,(0) ;
Estimadas as componentes u, Joj € U;ji1/2 DAIa todas as células, passa-se para a segunda

etapa, onde se ajusta tais componentes por meio da iteragao da pressao, como segue:

n+1,(k)

Para um passo k da iteracao, a partir de k = 0, calcula-se a dilatagao D, ; em

cada célula (i, 7), definida como

n+1,(k) n+1,(k) ntl,(k)  ntl,(k)

L) _ Uit1/95 — Wic1)2,5 n ij+12 — Yijo1)2
) ox oy '

A dilatacao é proporcional ao fluxo de massa em cada célula, de modo que se a dilatacao
for nula em todas as células, a equacao da continuidade (6.2) - cujo segundo termo da
equacao acima representa sua discretizacao em diferencas finitas - esta satisfeita em todo
o dominio e o escoamento é incompressivel. Para tal verificacao, considera-se a dilatacao

méxima obtida no dominio. Caso

1,(k
HlaX‘D;H— ( )‘ > €,
i7j 7]
em que € é uma precisao definida, o escoamento nao deve ser considerado incompressivel
e ajustes sao necessarios. Em geral, ¢ = 01 /N, onde N é o numero de células do dominio
computacional. Nesse trabalho, toma-se o, = 1077,

Os ajustes sao feitos da seguinte maneira:
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6.2 Técnicas Basicas

Em primeiro lugar, ajusta-se a pressao em cada célula, por meio da expressao

n+1,(k+1) n+1,(k)

2,] = p + 5pz ,J 0
onde Dn+l (k)
0
nj 1
’ 20t ( ox2 5y2 )
e pz;rl (0 pij- Bo € um fator de relaxagao, 0 < fy < 2. E usado nesse trabalho Gy = 1.

As componentes da velocidade - exceto aquelas especificadas em pontos de fronteira -

sao entao ajustadas por meio das expressoes

ntl(k+1/2) el (k) , O o (k)
i+1/2,5 = Y%it1/25 + 5_ 1,J
X
ntL (k1) nbl(k41/2) ﬁé (k)
i—1/2,5 - i—1/2,j 537 ,J
nL(kH1/2) L (h) ot
Yig+1/2 = Uige2 T 5_5
ntl(k+1) ntl(k12) O o (k)
Vij—12 = Vijop T gépm‘ '

Nesse processo de percorrimento das células, as componentes da velocidade sao atualizadas
duas vezes - exceto obviamente as especificadas por condigoes de fronteira, e aquelas nos
extremos do dominio computacional. Portanto a primeira correcao leva uma componente
ao nivel (k 4+ 1/2) presente nas equagoes acima, sendo a definitiva a que leva ao passo
(k+ 1). Para tal, supde-se que o processo é feito incrementando-se sucessivamente i e
J, isto é, percorrendo-se as células da esquerda para a direita e de baixo para cima -
procedimento adotado neste projeto - ou vice-versa.

Apos a atualizacao da pressao e das velocidades em cada célula, incrementa-se k,

repetindo-se o processo, até que
1,(k)
maX‘DnJr (F) ‘ < €,

para um certo valor de k. Supondo que tal condicao esteja satisfeita para uma iteracao
(k) = (K), a segunda etapa estd concluida, e entao

n+1 _n+l(K) n+1 _ n+1,(K) n+1 _  ntl(K)

Uit195 = Wiv1)2,) Y;

ij+1/2 = Yijt1)2 Pij = Pij

Quando o processo de iteracao de pressao esta concluido, todas as varidveis do sis-
tema foram avancadas no tempo, e entao passa-se ao proximo passo na escala temporal,
incrementando-se n.

O processo deve ser repetido até que se atinja o estado estacionario. Tal condigao
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pode ser verificada por meio do célculo do residuo RES™*!. Caso

RES™! — ZZ: ZJ: (

_l_

n+1 _,n n+1 e
Wivrye,g = Yitr/25| T Yige1y2 Ui7j+1/2D =&
onde £ é uma precisao definida, a simulagao estd concluida. Em geral £ = 03/N, onde N

¢ o ntimero de células do dominio computacional. Neste trabalho, adota-se oy = 107°.

6.2.5 Condicoes de Contorno

Admitindo-se que células computacionais sao adjacentes as fronteiras do dominio com-
putacional, como nos dois problemas abordados neste trabalho - ver figuras 6.1 e 6.2 - as

condicoes de contorno sao tratadas como segue:

e Paredes rigidas nao-escorregadias: Em tais paredes, a velocidade tangencial deve ser
nula, pela condi¢ao de nao-escorregamento. Ou seja, na parede, v; = 0. No método
MAC, as componentes da velocidade tangenciais as paredes nao estao definidas em

pontos adjacentes a estas, de modo que se considera

Ut|Ext = _UtlInta (6-9)

onde Int e Ext designam pontos nas células adjacentes a fronteira dentro e fora do
dominio, respectivamente, onde v; é definida. Desta forma, durante o calculo dos

termos convectivos, tem-se uma expressao analoga a equagao (6.8), dada por

@t’parede = M = 07 (610)

e a condicao se satisfaz, pois nao hé convecgao nesse ponto.

A parede é considerada impermeavel, e portanto a velocidade normal adjacente a

esta é nula, e tem-se vy |parede = 0.

Un, | parede

T — | vl

/ or ’parede
é%é / (% |Ext

Figura 6.6: Velocidades normal e tangencial em paredes rigidas.

e Paredes rigidas escorregadias ou méveis: no caso de paredes rigidas que se deslocam
com uma certa velocidade vy ou em paredes escorregadias em que o fluido em contato

se desloca com tal velocidade, tem-se v; = vy, de modo que se aplica a condicao

Ut’Ext = 209 — Ut‘Int-
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Dessa forma,

_ Ul vglEe
Ut|parede - # —

A velocidade normal é nula como no caso anterior.

Regioes de entrada de fluido: em geral, as velocidades normal e tangencial as inter-

faces de entrada sao conhecidas, dadas por

Un|entrada = ft ﬂt|entrada = G¢,

onde f; e g; sao perfis conhecidos de velocidades, em geral fungoes da direcao tan-
gencial a regiao de entrada, podendo ser constantes, como admite-se no caso da
regiao de entrada do problema do degrau neste trabalho. Em geral, admite-se que
o fluido entra na direcao normal a parede, considerando-se g; = 0 e adotando-se a

equagao (6.10) para a velocidade tangencial.

@t ’ entrada
%L" Up, | entrada
f
%L" Un, | entrada
f
> T Up, | entrada

Figura 6.7: Velocidades normal e tangencial em regioes de entrada de fluido.

Regioes de saida de fluido: existem diversas formas de tratar a solugao numérica em
tais regioes. Em geral nestas regioes assume-se que nao ha variacao das componentes

da velocidade na direcao normal a saida, isto é,

avt avn
on on

saida saida

Desta forma, aplica-se as condigoes

Ut'Int - Ut'IInt Un|sa1'da - UnlInta

onde tais velocidades sao representadas como na figura 6.8.

6.2.6 Condicoes de Estabilidade

A natureza explicita do método MAC o sujeita a certas restrigoes com relagao ao valor

de dt:
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Up, ‘ Int Un ‘saida

—>

b
b %%

Ut |IInt Ut |Int

Figura 6.8: Velocidades normal e tangencial em regioes de saida de fluido.

e O escoamento nao deve cruzar mais de uma célula em qualquer direcao a cada etapa

de tempo, o que resulta na restricao

5t; < min (5—:6 5—9) (6.11)

Y
|Ulmax " |V]max

Tal restricao se deve ao fato de que as aproximagoes convectivas assumem variagoes
apenas entre células adjacentes. Tal restricao é conhecida como condicao CFL,

devido a trabalho de Courant, Friedrichs e Lewy.

e O termo difusivo presente nas equagoes de momento exige que

Re( 1 1\

e Hirt e Cook também destacam por meio de andlise linear que

s < o P (019
Portanto, dt satisfaz as restrigoes (6.11), (6.12) e (6.13) se
6t < min (6ty, 6, 6t3).
Neste trabalho, atualiza-se 0t a cada passo de tempo por meio da expressao
6t = 7min (8ty, 8to, t3), (6.14)

com 0 < 7 < 1, e §ty, 0to, 0tz dados através das restrigoes (6.11)-(6.13) convertidas em

igualdades. As simulagoes sao executadas com 7 = 0.5.

6.3 Simulacoes

Os dois problemas sao dados como segue:

e Cavidade
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Nesse problema, um fluido inicialmente em repouso com viscosidade cinematica v
estda contido numa cavidade quadrada de lado L, preenchendo-a por completo. In-
stantaneamente, a tampa superior desta passa a se deslocar com velocidade Uy,
conforme figura 6.9. As paredes sao todas rigidas e impermedaveis, sendo as pare-
des laterais e inferior nao-escorregadias, e a superior movel nao-escorregadia, sendo

tratada como escorregadia onde o fluido se desloca com velocidade Uy. O ntmero

UgL

de Reynolds caracteristico de tal problema ¢ dado por Re = =2

>
=

Uo

L

Figura 6.9: Problema da cavidade.

e Degrau

Inicialmente, o fluido de viscosidade cinematica v em repouso preenche uma regiao
de comprimento L constituida de um degrau de comprimento ¢, mostrada na figura
6.10. Instantaneamente a entrada deste é liberada, e o fluido passa a entrar com
velocidade Uy em uma regiao de entrada de secao transversal h. A incompressibili-
dade for¢a a mesma quantidade de fluido que entra por essa regiao deixé-la por uma
regiao de saida de secao transversal H. O escoamento do fluido no interior desta
regiao é afetado pelo degrau, de maneira que ao deixar a regiao acima do degrau,
o fluido tende a ocupar toda a area de secao H além deste, criando uma zona de
recirculacao nas proximidades de sua parede lateral. Admite-se neste projeto que
a razao « = (/L é dada por « = 1/4, e que h/H = 1/2, de modo que o degrau
ocupe metade da altura da regiao, e um quarto de seu comprimento. O nimero de
Reynolds caracteristico ¢ dado por Re = @

A implementacao de ambos os problemas é feita em linguagem C utilizando-se o com-
pilador gce. No problema da cavidade utiliza-se uma malha composta de 25 x 25 células
computacionais, totalizando 625 células ao todo. No problema do degrau a malha é

composta de 80 x 40 células, a um total de 3200 células.
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L U

Figura 6.10: Problema do degrau.

6.3.1 Resultados

No caso do problema da cavidade, sao realizadas simulagoes para nimero de Reynolds 1,
10 e 100. O estado estacionario é atingido apds, respectivamente, 17501, 18219 e 4493
iteragoes, sendo que o decaimento dos residuos em funcao do ntimero de iteragoes para
Re =1 e Re = 10 apresenta o mesmo comportamento, conforme figura 6.11.

J& no caso do problema do degrau, as simulagoes foram executadas para os mesmos val-
ores do nimero de Reynolds, e ao contrario do ocorrido anteriormente, pequenas variacoes
ocorrem no numero de iteragoes com a variacao do nimero de Reynolds. Entretanto, ha
maior sensibilidade quanto ao comportamento do residuo, e valores de Reynolds acima
de 100 podem causar instabilidade numérica. Uma maneira de contornar tal situacao é
refinar a malha utilizada, o que for¢a um niimero maior de passos no processo de iteracao
de pressdao. Outra maneira é reduzir o fator 7 na equacao (6.14) para valores menores
que o utilizado. O estado estacionario é atingido apds 5400, 5898 e 3447 passos de tempo,
para Re = 1, 10 e 100, respectivamente. Novamente, o decaimento do residuo apresenta
comportamento semelhante para Reynolds 1 e 10 (figura 6.12).

As figuras 6.13 a 6.20 ilustram os resultados obtidos pelas simulagoes.
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residuo

_____

T

' Re=10
+=' Re=10.0
= = Re=100.0 ||

10°

10"

.
10° 10°
iteracdes

10°

Figura 6.11: Evolucao do residuo no problema da cavidade.

10°

E

10

----------

,,,,,,,,,

' Re=1.0
+=' Re=100
= = Re=100.0 |5

-~

S
‘‘‘‘‘
I

10

1

L
10° 10°

10*
iteragdes

Figura 6.12: Evolugao do residuo no problema do degrau.
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Figura 6.13: Campos de direcao do escoamento no problema da cavidade.

(a) Re =1.0. (b) Re =100.0
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Re = 1.0, velocidade u x107 Re = 100, velocidade u x10°
8
7
6
5
4
3
2
1
0
-1
Figura 6.14: Componente u da velocidade no problema da cavidade.
(a) Re = 1.0. (b) Re =100.0
Re = 1.0, velocidade v %107 Re = 100.0, velocidade v x10°
s ]
u 1
L]
2 L]
L]
L] u o
u ) u
L] L]
-1
0 >05
0.4 =
-1
03
-3
02 2 02
01 = 01 -
00 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 00 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(@ (b)
Figura 6.15: Componente v da velocidade no problema da cavidade.
(a) Re =1.0. (b) Re =100.0
Re = 1.0, presséo x10H Re = 100.0, press&o X107
1 L} i‘ 0
Tl n ”
0.9
-2
0.8 3
0.7 -4
-5
0.6
-6
=05 -5.4732 7
04 iy
-9
03
-10
0.2 -11
01 12
-13
0 - . L . —10.9465

€ (b)
Figura 6.16: Taxa de pressao a densidade constante p na cavidade. Os valores referem-se
a pressao relativa em relagao a pressao inicial.

(a) Re = 1.0. (b) Re =100.0
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Re = 10.0, campo de direcéo do escoamento Re = 100, campo de direcéo do escoamento
05 0.5
0.45= = 045 =|
045 = 0.4 =
0.35= = 0.35= =|
0.31= =| 0.3 =
>0.25 3 3 >025 =
RN : ( wf e =
NN ( NN
SEEZMN 3 N ’//)/A}R\\ 3
22N 21
03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
€Y (b)
Figura 6.17: Campos de direcao do escoamento no problema do degrau.
(a) Re =10.0. (b) Re = 100.0
x10° x10°
3 3
Re =10.0, velocidade u Re =100.0, velocidade u
2 2
1
1 4
H 0
0
-1 ! f o
0‘3 0‘4 0‘5 0‘6 0‘7 0‘8 0‘9 1 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X x -2
-2
-3
@ (b)
Figura 6.18: Componente u da velocidade no problema do degrau.
(a) Re =10.0. (b) Re = 100.0
x107 x 10
1
0

Re =10.0, velocidade v Re =100.0, velocidade v

(@ (b)

Figura 6.19: Componente v da velocidade no problema do degrau.
(a) Re =10.0. (b) Re =100.0
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Re =10.0, pressdo o4 Re = 100.0, pressdo 1

3 (b)
Figura 6.20: Taxa de pressao a densidade constante p no problema do degrau. Os valores
referem-se a pressao relativa em relagao a pressao inicial.

(a) Re = 10.0. (b) Re = 100.0
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APENDICE

A

Resolucao dos Exercicios

A.1 Equacoes Parabodlicas

4. A equagao U; — U,, = 0 é aproximada no ponto (ih, jk) pela equagao de diferenca:

e e 1
0 (—umﬂ Qkuw 1) +(1-10) (_uw kuw 1) - ﬁ(ﬁw,j =0

onde 5:3 = Ujiy1,; — 2U; j +u;—1 ;. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto
1 1
é dado por T; ; = —§k‘(1 —0) Uy — EhQUmm + O(k, h?) e encontre o valor de 6 que

reduz esse erro para O(k?, h').

Resolucgao:

Uijr1 — Ui Uij = Uij1 Ui =20 + Uit
2k k h?

Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

Tij=10 +(1-0)

GQUM _ ihz 84Ui7j

1 2 14
Tij = zk(l 2 o2 120 Ot TOW 1)
Onde
ou _ U
ot Ox?
e, portanto,
PU_ U
otz Ozt
Logo

1 1 oMU, ;
E,j — <—§]€(1 - 9) - Eh2> 81‘47] + O(k?2, h4)
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Assim,
1
k(1 —0) = ——}2
2/c( 0) 12h
isto é,
2
=1+ —
+6k

fornece o resultado procurado.

5. Mostre que o erro de truncamento local no ponto (ih, jk) da aproximagao de Crank-Nicolson

para U; = U,, é O(h? k?).
Resolugao:
Ujs1 — Uy 1

T,; = — ﬁ((SiUi,j—H —6.U; ;)

Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

2 2 4
Ti,j = {a—U - a—U] + %k% [a—U 0 U} L2 (a v ) + O(K?*, h*, kh?)
2,J i, @]

ot a2 ot ox),, 12 \oat ),
2
Onde aa—[t] — (ZTZ = 0, o que mostra o resultado.

6. A equacdo alU; + U, — f(x,t) = 0, a constante, é aproximada no ponto (ih, jk) no

plano xt pelo esquema de diferencas finitas:

e} Uit1,j + Ui-1j Ujt1,j — Wi—1,j
7 |t — +1J2 1j}+< +1]2h U)—fi,jzo

Investigue a consisténcia desse esquema para:
1. k=rh;

2. k=rh?

com r > 0 constante.

Resolugao:

U1 + Uity Uis1; — Uiy
Tij=Fi;(U) = Ui — +1J2 1j]+( +1]2h IJ)_JCM

Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

ok ak? ah? 12
Tij =5 Un+ U = - Uss + 5 Usea + O(K*, 1)
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e Se k = rh entao

arh ar?h? ah? h?
E,j = 9 Utt + 6 Uttt - %Uxx + EUICEQT + O(kga h4)

Se h — 0 entao T; ; — 0 e o0 esquema ¢ consistente.
e Se k = rh? entao

h2 2h4 h2 h2
047”2 Utt + Oér6 Uttt - a_Um: + gUmm: + O(k37 h4>

Ty = 2rh?

- a ) p . -
Se h — 0 entao T;; — o 1sto €, o esquema € consistente com a equagao
r

aU, +U, — ;Um — f =0 enao com a equacao alU; + U, — f = 0.
r

7. A equacao U; = alU,, — BU, 0 <z <1, t>0, onde a e (3 sao constantes reais

positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferencas explicito

1 a

kAtui,j = ﬁéi - ﬁui,j

Dado que U tem valores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < x < 1, quadt =
0, valores de contorno conhecidos em z = 0 e x = 1 e que Nh = 1, encontre um

limitante para r = % de estabilidade.

Resolugao:
Ui g1 — Uiy = ra(Uiz1; — 2ui; + i) ThBu;

Wi jr1 = rau_yj + (1 —2ra — kB)u,; j + rouy )
Temos entao que u;j1; = Au; + b; onde

—1—27’04—/@5 ro

ro 1—2ra—kB ra

ra 1—2ra—k@ ro
ro 1—2ra—kp

e b; ¢ um vetor coluna de valores conhecidos.

As equagoes serao estaveis se ||A|| < 1. Como A é real e simétrica,

|All2 = p(A) = max |1 — kﬁ—4rasen2(;_;)|’ s=1,---,N—1.
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O maior valor de r é dado por

N—1)r

—1<1=7rh?3—-4 2(—

< rh*3 — 4rasen”( 5N )
ol < 2

ue implica que r < ————.

q pread ~ da+ [h?

8. A equacao Uy = alU,,, 0 <z <1, t >0, onde a > 0, é aproximada no ponto
(ih, jk) pelo esquema de diferencas regressivas completamemte implicito (backward

Euler):

Ui jp1 — Uij = Ta(Ui-1j41 — 2Ui i1 + Uit1j+1)

onde r = % e Nh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno sao

conhecidos, prove que:

1. o esquema ¢ incondicionalmente estavel;

2. o erro de truncamento local é O(k, h?).

Resolucgao:

a) Mostre que ujy1 = (I — raly_1) 'u; + b; onde

Ty =

A matriz A = (I — raTy_1)~! é real e simétrica e entao,

1

142 = p(A4) = 1+ 4rasen?(3%) <1
para todo r > 0.
b)
Ty =k (lUtt - aUm) (U )i + K2 (EUM - laUmt> o
2 i 12 6 2 i

9. A equagdo Uy = Uy, 0 < 2x <1, t > 0, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo
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esquema

Wi jr1 — Wi = T[0(Uim1 i1 — 24 51 + U1 ja1) + (1= 0)(wim1j — 2u45 + it )]

k
h2»

sao conhecidos, prove que:

onde r = 0<60<1e Nh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno

1. o esquema ¢ incondicionalmente estavel no sentido de Lax-Ritchmyer para

0.5 <60 <1 eestavel para 0 < 0 < 0.5 quando r < 2(1 — 29);

2. 0 método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.
Resolucgao:

a) A matriz A das equagoes é (I —r0Ty_1) [I+7r(1—0)Tx_y]. Como (I —r0TxN_;)
e [[+7(1—0)Tn_1] sdo ambas simétricas e comutam, a matriz A é simétrica.

Portanto a sua norma-2 é igual ao raio espectral. As equactes serao estaveis

quando
2(sm
1< 1 —4r(1—0)sen’(5%) <1
T 1 —drfsen?(35

A desigualdade da direita é automaticamente satisfeita parar >0, 0 <6 < 1.

A desigualdade da esquerda fornece 2r(1 — 260) < 1, que é o resultado.
b) Substituindo w,, por "7 segue que

_ 1= 4r(1 —0) sen(%)

: 1 +4rﬁsen(%)

Como u,, nao cresce exponencialmente com ¢, a condi¢ao para estabilidade é

|€] < 1, que é exatamente o mesmo resultado do item a).

10. Use o método de série de Fourier para provar que:

1. A aproximagao progessiva explicita
Upg+1 — Upg = T(Up-1,4 — 2Upg + Upt1,4)

para a equacao Uy = U,, é estavel para r < 5;

2. A aproximagao central explicita (Método de Richardson)
Up,gr1 — Upg—1 = 27 (Up—1,4 — 2Upg + Up+1,4)
para a equacao U; = U,, é instavel para r > 0;
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11.

3. A aproximacao implicita
1,
Up,g+1—2UpgTUp g+1 = 57‘ [(Up—1,g—2Upg+Upy1,g) +(Up1,4-1—2Up g 1+ Upr14-1)]

para a equacao hiperbdlica Uy = U,, ¢é estavel parar >0, r = %

Resolugao:

a) Tem-se que & = 1727(1 — cos(8h)) = 1 — 4r?sen?(2). Impondo |¢| < 1 segue
que r < %

b) Tem-se que &2 + 8r¢ seHQ(%) —1=0, entao & = —é e& +& =-8r senz(%).
Para que se tenha estabilidade |§| < 1 e |&] < 1. Quando [&] < 1, tem-se
|€2] > 1 gerando instabilidade. Quando & = 1, & = —1 entdo & + & = 0,

fornecendo r = 0.

c) Tem-se que £ — 246 +1 = 0, onde A =

< 1. Portanto &€ =
14 2r2 Sen2(’3—2h) ¢

A+ —i(l — A2)%, fornecendo [£| < 1 para todos os valores reais de r.

A equacao Uy = U,, + %Um, 0<x<1, t>0éaproximada no ponto (ph,qk)

pela equacao de diferencas

1 1 1
EAtup,q = ﬁégunq + ﬁ(Awup,qvxup,q)

use o método de Von Neumann para mostrar que as equacoes de diferencas sao

estaveis para x > 0 quando

k 2

A

h? — 4+p-1
Em x = 0, avalie esta equacao dado que U, = 0em x =0, t > 0 e U é constante
emzx = 1.
Resolucgao:

Substituindo wu,, por e??PhE9 segue que
h
E=1- 4rsen2(%) il sen(fh), r=-—,p>1
p
Como ¢ é imaginéagio faz- se

€2 =1+ 1672 sen‘%%) — 4rsen®(3h) (2 — 2%0052(%))

86



A.1 Equacdes Parabdlicas

Desta forma, |£] < 1 se 4rsen?(5h) <2 — 5 cos%%)) > 1612 sen*(2*), fornecendo

2
4+

r<

Uy
Vamos agora avaliar U; = U,, + — em x = 0.
x

Tem-se que, em xz = 0,

Ue U

T 1
donde

Uy =2U,,

que pode ser aproximada pela equagao

u07q+1 B u(],q _ 2u_1)q B 2u07q + uluq

k B h?

Como U, = 0 em x = 0, podemos aproximar essa derivada por diferencas centrais e

obter u_j 4 = uy,4. Assim,

Up g1 = (1 —4r)ugq + 41U 4

Na forma matricial, tem-se

Ugr1 = Aug + ¢4,

onde ¢, ¢ um vetor coluna de constantes e

1—4r 4r
(1-9Hr @-2r) Q+Hr

Quando r < 1

igual a um, ou seja || Al| <1
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A.2 Equacoes Hiperbdlicas

1. A fungao U satisfaz a equagao U, + U, =0, 0<zx <oo, t>0 com condigoes de

fronteira e iniciais dadas por:
U,t)=2t, t>0
U(z,0) =z(x—2), 0<z<2
U(x,0) =2(x—2), z>2
Calcule:

1. uma solugao analitica;

2. uma solucao numérica usando o esquema explicito de Lax—Wendroff.

Resolugao:
. . dt dx
a) Para uma equagao do tipo alU; 4+ bU, = ¢ tem -se — = 5
a
dt dz
Como, neste caso, a = b =1, entao T=71
der=dt =t=x+ const
- L. L dU  dx
A solucao ao longo da caracteristica, para alU;+bU, = cé — = 5 Nesse caso,

c =0, logo dU = 0, e portanto, U é constante ao longo dacreta t=x+ const.
Portanto a equagao caracteristica de R(zg,0) ét = 2 = xp, ese U(x,0) = p(z)
entao a solucdo ao longo desta caracteristica é U(x,t) = p(xg) = p(x — t).
Similarmente, se U(0,t) = 1(t), entdo a solugdo ao longo da caracteristica
t—ts=ade S(0,tg) é U(z,t) = ¢(t —x). Portanto as condig¢oes do problema

fornecem a solucao mostrada na figura:

t
U=2(t-x)
u=2t U=(x-t)(x-t-2) U=2(x-t-2)
0 u=x(x-2) (2,0) U=2(x-2) X

b) O esquema explicito de Lax—Wendroff, para a equagao U; + Uz = 0 é dado por

ap ap
Uijp1 = 7(1 +ap)ui—1,j + (1 — a®p)u; ; — 7(1 — ap)uit1j
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onde p=k/h e a=1. Tomando h =

N[

1 _1 _
7 ek=3, tem-se p=

3 1
Uij+1 = guifl,j + Zu” - §Ui+1,j

2. 1. Use o método de Von Neumann para mostrar que o método de Lax—Wendroff é

estavel para 0 < ap < 1.

k? ah?
2. Mostre que a parte principal do erro de truncamento local ¢ T} ; = EUM + ?Umm

3. Prove que a solucao de U; = aU,, com a constante, é a solucao da aproximagao

de Lax—Wendroff quando % =1

a

i?j

Resolucgao:

1. Substituindo u,, por ePh¢? segue que

&= —2api sen(%) COS(%) — 2a%p? SenQ(%) 1

Como £ é imaginario, deseja-se que |£]? < 1.

h
€ = 1 40%*(1 — %) sen’ ()

Para que |£]? < 1, segue que 4a®p?(1 — a2p2)sen4(%) > 0j ou seja, 0,ap < 1.

2. Tem- se que
ap ap
T,;(U) = Uijs1 — ?(1 + ap)Ui—1; — (1 — a®p*)Us; + 7(1 —ap)Uiyr,j

Expandindo-se U;_ ; e U;;1 ; em série de Taylor e fazendo-se as simplificagoes,

obtém-se:
k a’h? k2
T;,j - Ut + CLUx + §(Utt - QQUxx) + 6 U$xac + EUttt +
Como U, + aU, = 0 e Uy — a*U,,, segue que
a’h? k2
J G + g Y +

ko1
3. Quando — = —, tem- se que
h a

T;;(U) = Uiji1 — Ui
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Como
Ut = _Uxa Utt = Umca Uttt = _Ua:xxa

segue que, expandindo U; ;11 e U;—1 ; em séries de Taylor,

T:; =0

A.3 Equacoes Elipticas
1. A funcao U satisfaz a equagao U,,+U,, —32U = 0 em cada ponto dentro do quadrado

xr+1ey=x1 e esta sujeita as condicoes de fronteira:
U=0emy=1 —-1<z<1

U=lemy=-1, —-1<z<1

1
Uz:—§Uemac:17 -1<y<1

1
UwzéUemx:—l, —-1<y<1

Tome h =k = i e mostre que é possivel escrever as equacoes resultantes na forma
de um sistema linear Au = b onde u é um vetor coluna do tipo 35 x 1 e b é um
vetor 35 x 1 cujo vetor transposto é b* = (0,0,...,0,—1,—1,—1,—1,—1)" e A é uma

matriz que pode ser escrita na forma particionada

[ B T
I B 1
I B 1
I B I (A1)
I B 1
I B 1
. ] B—
onde
[ —6 2 ] [ 1 1
1 -6 1 1
B = 1 -6 1 e [= 1 (A.2)
1 -6 1 1
i 2 -2 i i
Resolugao
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u=0
_—— i=0,j=0
y=1
2 1 2 3 4 5
7 6 7 8 9 10
I y=0 T
= )
26 |27 |28 |29 |30
31 32 33 34 35
y==
x=-1 x=0 x=1
U=1

Note que U ¢é simétrico com relacao a z = 0, entao U, = 0 em = = 0. Vamos

1
4

aproximar U,, e Uy por diferencas centrais, lembrando que k = h =
Uiprj + Ui + Uiorj + Ui — 6u;; =0

Esta equacao pode ser convenientemente representada pelos niimeros:

Para o Ponto 1, ug + 0 4+ us + ug — 6u; = 0
Para o Ponto 2, ug + 0 + uy + uy — 6us =0
Para o Ponto 3, ugy + 0 + us + ug — 6ug = 0
Para o Ponto 4, us + 0 4+ ug + ug — 6uy = 0
Para o Ponto 5, u_s+0+us+uig—6us = 0e % = %, entao 2u4—%u5—|—u10 =
0
Para o Ponto 6, u7; + u; + uy + uq; — 6ug =0
Para o Ponto 7, ug + us + ug + t12 — 6u; =0
Para o Ponto 8, ug 4+ us + uy + w13 — 6ug =0
Para o Ponto 9, uig 4+ ug + ug + 114 — 6ug =0
Ug — U9 U0

Para o Ponto 10, u_g + us5 + ug + w15 — 6u1g =0 e 5, g entao 2ug + us —
25

—u1o + U5 =0

4
E assim por diante.
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Na forma matricial, tem-se:

6 2 0 0 0 1 0
1 -6 0 0 0 1 0
0 1 -6 1 0 0 0 1 0
0O 0 1 -6 1 0 0 0 1 0
A= 25
o o0 o0 2 -2 00 0 0 1 0
10 0 0O -6 2 0 0 0 1
0o 1 0 0 0 1 -6 1 0 0 1 0
L - 4'35%35
que pode ser escrita na forma particionada
"B -
I B I
I B I
A= I B I (A.3)
I B I
I B I
L [ B .
onde ) ) ) )
—6 2 1
1 -6 1 1
B = 1 -6 1 e I = 1 (A.4)
1 -6 1 1
_ 2 -z | _ y
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