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Resumo: O presente minicurso é direcionado, principalmente, a alunos de graduacdo que tenham al-
guma familiaridade com célculo avangado, calculo numérico e fisica elementar. A proposta do minicurso
é mostrar que dindmica dos fluidos computacional é a ciéncia de construir solugdes huméricas para equa-
¢Oes de conservacdo, avancando a solugdo no espaco e no tempo para obter uma descrigdo numérica do
escoamento de interesse. O seu objetivo principal é mostrar ao aluno como resolver, no contexto de
diferencas finitas, as equacfes de Navier-Stokes para o caso incompressivel.

1. INTRODUCAO

A matematica desempenha um papel importante na relagdo homem e natureza, pois através dessa ci-
éncia 0 homem consegue descrever o comportamento de alguns sistemas ou fendmenos da vida real em
termos matematicos, em &reas como economia, engenharias em geral, ciéncias bioldgicas, entre outras.
A maioria das formulacdes matematicas para esses fendbmenos conduzem a taxas de variacdo de duas
ou mais variaveis independentes, tais como tempo, comprimento, velocidade, temperatura, entre outras.
Assim, a maioria dessas formulagdes conduzem a equacgdes diferenciais parciais (EDPs). Fundamen-
talmente trés abordagens podem ser utilizadas independentemente ou conjuntamente, para a solucéo de
problemas modelados por essas equaces, a saber: a experimental, a analitica e a computacional.

Na abordagem experimental, um modelo fisico deve ser construido de forma a desenvolver os estu-
dos sob andlise de medigdo direta dos parametro determinantes ao problema em questdo. Embora esse
tipo de abordagem tenha a capacidade de produzir as mais realisticas respostas para problemas de esco-
amentos de fluidos (objeto principal desse trabalho), seu custo € elevado. Na abordagem analitica, na
maioria dos casos, ndo se pode apresentar uma solucdo para o problema, pois as técnicas matematicas
disponiveis nem sempre sdo suficientes para determinar tais solu¢des. Varias sao as dificuldades que po-
dem surgir na busca desta solucéo exata: complexidade da regido, os coeficientes da equacao diferencial
podem variar ponto a ponto e até mesmo depender da propria solucdo (problemas ndo lineares). Na au-
séncia de soluc@es analiticas, a abordagem computacional tém atuado como uma importante ferramenta.
Nessa abordagem, simplificacGes sdo feitas, proporcionando a elaboragdo de um modelo computacional
consistente a ser resolvido através de métodos numericos. A idéia central desses métodos numéricos é a
discretizacdo do continuo que torna finito o problema, e portanto, viabiliza sua solucéo atraves de com-
putadores. Nestas notas, apresenta-se 0 método das diferencas finitas que € uma das técnicas utilizadas
para obtencéo de solugdes.

Nesse contexto, destaca-se a area de simulagdo computacional de problemas de dindmicas dos flui-
dos. Muitos desses problemas envolvem quantidades que se conservam e que levam a certos tipos
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de EDPs denominadas leis de conservagdo. Outros envolvem a derivacdo de solugBes numéricas das
equacdes de Navier-Stokes e conservagdo de massa. Essas equages modelam o escoamento de fluidos
[10, 13, 19] e fornecem muitos desafios em sua resolucdo numérica.

Nesse contexto, neste minicurso apresenta-se uma revisao breve do estado da arte em simulagdo com-
putacional de alguns problemas em dinamica dos fluidos. Apresenta-se também exemplos e ilustragdes
de simulagdes numéricas de escoamentos incompressiveis. O objetivo principal é mostrar que dindmica
dos fluidos computacional € a ciéncia de construir solugdes numéricas para equacdes de conservacao,
avancando a solucdo no espaco e no tempo para obter uma descricdo numérica do escoamento de in-
teresse (enfatizando a solucdo, no contexto de diferencas finitas, as equagdes de Navier-Stokes para o
caso incompressivel). Para isso esse material segue organizado da seguinte forma: na se¢do 2 introduz-
se 0 método de diferencas finitas; na secdo 3 emprega-se 0 método de diferencas finitas na resolugdo
numérica de equacbes modelo 1D, tais como a equacdo da conducdo de calor (parabdlica), a equacédo
de adveccéo (hiperbolica) e a equagdo de Poisson (eliptica). Como complementagdo, analises de estabi-
lidade, consisténcia e convergéncia sao feitas para os métodos numéricos derivados para resolucéo das
equacdes de conducdo do calor e adveccdo. Ainda, apresenta-se alguns casos de leis de conservacéo
hiperbdlica 1D, métodos que podem ser aplicados em sua resolucdo e alguns resultados numéricos. Na
secdo 4, apresenta-se 0 modelo fundamental em dindmica dos fluidos (as equagdes de Navier-Stokes) e o
significado fisico de cada termo presente nessa equacdo. Em seguida, deriva-se um algoritmo de célculo
para essas equagdes. Como complementacdo, apresenta-se uma variedade de simulacfes de escoamen-
tos incompressiveis e discutem-se alguns problemas praticos usando filmes ilustrativos. Esse trabalho é
direcionado, principalmente, para alunos de graduacéo que tenham alguma familiaridade com o calculo
avancado, calculo numérico e fisica elementar.

2. METODO DE DIFERENCAS FINITAS

A idéia central dos métodos numéricos é a discretizacdo do continuo que torna finito o problema,
e portanto, viabiliza sua solucdo através de computadores. Esta discretizagdo é realizada inicialmente
pela discretizacdo do dominio e em seguida pela discretizacdo das derivadas que aparecem na equacado
diferencial e nas condicfes adicionais. Esta discretizacdo permite que se possa passar de um problema
continuo, a equacao diferencial e suas condi¢des adicionais, para um problema de dimensdo finita. O
método das diferencas finitas € um método de resolucdo de equacbes diferenciais que se baseia na apro-
ximagdo das derivadas presentes na equacdo por diferencas finitas. Essa aproximacao da derivada é feita
pela utilizacdo da série de Taylor da funcéo solugéo.

2.1. Malha Computacional

O primeiro passo de qualquer método numérico na resolugdo de EDPs é discretizar a regido onde se
procura a solugdo. Para isso defini-se uma malha, que € um conjunto finito de pontos, chamados nés da
malha.

Seja v uma funcdo de variaveis independentes x e ¢, considere o plano x L ¢ subdividido em retan-
gulos iguais de lados = = h, 6t = k como mostra a Figura 1. Seja a coordenada (z,¢) do ponto de
malha P, entdo « = ih , t = jk. Assim, (x,t) = (x;,t;) = (ih,jk). Os indices i e j sdo inteiros e 0s
valores h e k sdo, respectivamente, os espacamentos da malha nas direcGes x e t. Se h e k sdo iguais,
entdo a malha computacional é dita malha uniforme. Portanto, o valor de « no ponto P é denotado por

up = u(zh,]k) = ui,j- (1)

2.2. Aproximagdes para a Derivada

Considerando « = wu(x) continua e com derivadas® continuas. E possivel expandir « em série de
Taylor. Segundo Cunha [9], o mérito da Férmula de Taylor é o de dizer como vérias informagfes sobre

~ . 2
"NotagBes para a derivada: u'(z) = u, = 3%, v/ () = usa = T%.
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Figura 1 — Malha computacional.

a funcdo, no ponto x, podem ser usadas na avaliagdo desta fun¢do numa vizinhanga de x, isto é no ponto
x + h. A expansdo de u em série de Taylor é dada por

u(x + h) = u(z) + h'(z) + %h2u"(m) + éh‘?’u'"(az) +y (2)
ou . )
u(z —h) = u(z) — hu'(z) + ihzu”(az) - Eh?’u"'(az) +oee (3)
Desprezando-se o termo $h2u” (z) + $h3u” () + - - - na equagdo (2), obtém-se:
w(z + h) ~ u(z) + h'(z), 4)
gue pode ser reescrita por
o (2) ~ u(z + h})L — u(m) 5)

A equacdo (5) é chamada aproximagao avangada (ou progressiva) para a derivada primeira v’ (x).
Essa derivada progressiva aproxima o coeficiente angular da reta tangente no ponto P pela inclinagéo da
corda PB (ver Figura 2), e 0 Erro de Truncamento (ET) dessa aproximacao é

2
ET = gu"(az) + %u"’(m) +--- = O(h). (6)

Admitindo-se v (z),u"” (z), ... limitadas e h — 0, entdo ET — 0.
Analogamente, desprezando-se os termos O(h?) em diante na equagéo (3), obtém-se:

u(x — h) ~ u(z) — h'(z), (7

no qual isolando o termo «/(z), define-se

(o) w BT ®

a qual é chamada aproximagé&o regressiva (ou atrasada) para «'(x). Essa derivada atrasada aproxima o
coeficiente angular da reta tangente no ponto P pela inclinacdo da corda AP (ver Figura 2), e 0 ET dessa
aproximagéo é O(h).
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Figura 2 — Representacéo da derivada.

Por outro lado, subtraindo-se a equacao (2) de (3), tem-se

rion _u(@+h)—u(x—h)
u'(z) ~ T . )

Na Figura 2, nota-se que a equacao (9) aproxima o coeficiente angular da reta tangente no ponto P
pela inclinacdo da corda AB, e € denominada diferenca central para a primeira derivada, cujo ET é

%Qu’”(x) + h—4u”(ﬂc) + - = O(h?). (10)

Aproximag0es para as derivadas de ordem superiores s&o semelhantes. Por exemplo, somando-se as
expressoes (2) e (3), tem-se:

ET =

4

u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + k2" (z) + %u(w) () +---. (12)

Desprezando-se os termos () () 4 - - -, obtém-se:
() ~ u(x 4+ h) — 21;1(290) + u(x — h)7 12)
onde ET = %u(i”) (x) + ... = O(h?). A equagdo (12) é chamada diferenga central para a derivada

segunda u” ().

2.2.1 Notacdo para Fungdes de Varias Variaveis

Considerando (z¢,y0) = (0,0) e denotando-se o valor de u no ponto da malha P(ih, jk) por (1), a
aproximagcdo por diferencas centradas para % em P é dada por

9% d%u

ox2lp  Ox?

ij h? ’

ou seja,
d9*u Wil — 2Uij Ui
oz h? ‘
com um erro local induzido de ordem de 22. Analogamente,

2
OFu  wigyr —2uij + i
otz k2
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com um erro local induzido de ordem de k2. A aproximagc&o por diferengas progressivas para % em P
é dada por
Ou i1 — Ui
ot k
com um erro local de ordem de k.
O leitor interessado em maiores detalhes na aproximacéo de derivadas pode consultar o livro de
Anderson et al. [2].

2.3. Sintese do Método

Fundamentalmente, a técnica de diferengas finitas, consiste em definir uma malha sobre a regido §2
de interesse e aproximar, por técnicas de aproximacao, as derivadas na equacdo de uma EDP num ponto
genérico de uma malha computacional. Posteriormente, substituem-se essas aproximagfes na equacao
da EDP para se obter uma equacédo de diferencas. Em sintese essa técnica pode ser descrita da seguinte
forma:

— Discretiza-se 0 dominio onde a EDP é definida, com isso constréi-se uma malha sobre a qual sera
calculada a solugdo aproximada;

— Para cada ponto interior ao intervalo aproximam-se as derivadas por uma das férmulas deduzidas;

— Substitui-se essas aproximagdes na equacdo e obtém-se assim a discretizacdo da equacéo diferencial.

3. EQUACOES MODELO 1D

Considerando-se a seguinte EDP

Po o Po 06 D
—+b — +d— +e— =0 13
“ a i 8w8y+08y2 i 8x+68y+f¢+g (13)
emque a, b, ¢, d, e, f e g podem ser funcbes de varidveis independentes x e y e da variavel dependente
¢, a qual é definida dentro de alguma regido R do plano xy.

Da equacdo geral (13), define-se

A = b% — dac

e entdo as EDPs sdo classificas em trés tipos, a saber:
—Se A < 0 entdo a equacdo € dita eliptica;

—Se A = 0 entdo a equacao € dita parabolica;

—Se A > 0 entdo a equacdo € dita hiperbdlica.

Em geral, as EDPs que modelam sistemas fisico tém usualmente muitas solugdes. Para selecionar
uma funcdo que representa a solugdo para o problema fisico, deve-se impor certas condi¢fes auxiliares
gue caracterizam o sistema em questdo. Estas condigdes auxiliares sao divididas em duas categorias:

— Condicdes de contorno: sendo « a solucdo do problema e g uma funcéo conhecida,

e Condicdo de Dirichlet: » = g. Quando g = 0 essas condicfes sdo ditas homogéneas de Dirichlet;

e Condicdo de Neumann: % = ¢. Quando g = 0 essas condicbes sdo ditas homogéneas de Neu-

mann;
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e Condicdo de Robin: au + Bg—z = g (em que « e 3 sdo constantes e n € o vetor normal a superficie
apontando para fora);

—Condigdes iniciais: devem ser satisfeitas em todo o dominio da EDP e no instante em que o0 sistema
fisico se inicia.

Nas proximas subsecdes sdo derivados métodos numéricos, no contexto da metodologia de diferencas
finitas para equagdes modelos dos trés tipos apresentados.

3.1. EDP Parabdlicas

Como representante do tipo de EDP parabdlicas, considera-se a equagdo de condugéo de calor 1D
dada por
ou  0%u B
ot oxr
A equacado (14) fornece a distribuicdo de temperatura « ao longo de uma barra de comprimento L e
de espessura 6, com § << L. As condig¢Oes auxiliares para a solucéo desta equacdo séo

0. (14)

— Condicéo inicial: em ¢ = 0, u é especificada ao longo da barra;

— CondicOes de contorno: as temperaturas nos extremos da barra sdo especificadas (condi¢do de Di-
richlet) ou suas derivadas sdo especificadas (condicdo de Neumann) ou, ainda, uma combinacdo dessas
duas dltimas (condi¢do de Robin). Neste minicurso, € considerada a condi¢do de Dirichlet. Como fontes
de estudo sobre as condi¢des de Neumann e de Robin, indicam-se os livros de Fortuna [13] e de Smith
[25].

Nas préximas subsecdes, apresentam-se métodos explicito e implicito para obtencdo da solugéo nu-
mérica da EDP parabdlica (14).
3.1.1 Método Numérico Explicito

Define-se, nesta se¢do, um método explicito que aproxima as derivadas temporal e espacial da equa-
c¢do (14) por diferenca avancada e central, respectivamente, ou seja

Ou w2ty (15)
ot h*

2
U wigr i =2usyui (16)
or2 h? )

Substituindo-se na equacao (14) essas aproximacdes, obtém-se

Uiyj41 — Wi _ Uitl,j — 2Uij + Ui (17)
k B h2 ’

que pode ser reescrita por

k
Uil = Uig + 3y (Uit1y — 2 + Ui-1) - (18)

Sejar = h_k? a relacdo entre os espagamentos da malha e (18), define-se 0 método numérico explicito por
Uj j+1 = TUi41,5 + (1 — 27“)ui,j + TU—1,5- (19)

Das aproximagdes efetuadas, nota-se que o ET desse método é da ordem O(k) + O(h?).
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Para verificar o comportamento e desempenho do método explicito (19), resolve-se humericamente
a equacdo do calor (14), definida em [0, 1], suplementada com as seguintes condi¢Ges adicionais:

— Condicéo inicial:

wat=0={ 30 05IElY @)
— Condicdo de contorno: considera-se o tipo Dirichlet (¢ > 0) definida por
u(zx=0,t) =0, e wu(r=1,1t) =0. (21)
Satisfazendo as condigdes (20) e (21), a solugdo analitica da equacéo (14) é dada por
8 <. 1 1 ) s
Uz, t) = = ; —gsen <§TL7T$> exp (—n T t) , (22)

em que NN pode ser determinado por N = L/h.

Pretende-se portanto resolver numericamente a equagdo (14) por meio do método explicito definido
por (19) e comparar com a solugdo analitica dada por (22). Neste ponto é oportuno colocar a seguinte
questdo: as solucBes numéricas obtidas pelo método (19) estdo suficientemente proximas da solucdo
analitica definida na equacg&o (22), quando o parametro r é variado?

Para responder a essa pergunta, considera-se trés valores de r, a saber: » = 0.1, r = 0.5 e r = 0.512.

eCasol:r=0.1
Neste caso, considera-se h = & e k = i,
Com esses dados a equacao (19) torna-se igual a

como ja definido r = % e portanto tem-se que » = 0.1.

Ui j+1 = 0.1ui+1,j + O.SUZ'J' + 0.1ui,17j. (23)

A Figura 3 ilustra uma comparacdo qualitativa entre as solu¢Ges analitica e numérica. Nota-se que o
resultado obtido pelo método numérico esta em boa concordancia com a solucao exata.
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Figura 3 — Comparacao entre as solucdes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01,¢ = 0.02e ¢t = 0.03 para
r=0.1.

eCaso2:r=20.5

Nesse caso, adota-se h = L e k = =L

_ 1 - _ i 7 , = 7
30 = 555+ Assim r = & e 0 método explicito é dado por
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Ui j+1 = 0.5ui11,5 + 0.5u;1 5. (24)

A Figura 4 ilustra o resultado numérico obtido e a solugdo analitica. Conforme caso 1, o resultado
obtido pelo método numérico é bastante consistente com a solugdo analitica.

0.35 T T T T
P e s
reos [
03 F Pt .
\2/.. --.k\'\-\-
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Figura 4 — Comparacao entre as solugdes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01, ¢ = 0.02 e ¢t = 0.03 para
r = 0.5.

e Caso 3: r = 0.5128
Nesse caso, utiliza-se h = 1—10 ek = F}EJ tem-se portanto » = 0.5128. Assim, o método explicito
fica definido por
Ui j4+1 = 0-512Ui+17]' — 0.024ui,j + 0.512ui,1,j. (25)

A Figura 5 ilustra uma comparagdo qualitativa entre as solugGes. Como pode ser observado neste
caso, a solugdo numérica apresenta um carater oscilatério. Para valores maiores do que » = 0.512,
conforme simulacdes realizadas, a amplitude das oscila¢fes torna-se cada vez maior.
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f/ /*\ e
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Figura 5 — Comparacao entre as solucdes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01,¢ = 0.02e ¢t = 0.03 para
r=0.512.

Os trés casos investigados indicam claramente que o valor do pardmetro r é importante. Na subsecéo
3.2, é mostrado que o método explicito definido em (19) € Gtil somente para 0 < r < 0.5.
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3.1.2 Método Implicito de Crank-Nicolson

O método explicito definido na equacdo (19) apresenta uma séria desvantagem: 0 passo no tempo
ot = k deve ser muito pequeno para que ele seja convergente, uma vez que 0 método é valido somente
para 0 < k/h? < 0.5, isto é, k < 0.5h2.

Nesta se¢do, é apresentado o método implicito de Crank-Nicolson como um outra alternativa para
resolver a equacao (14). Esse método reduz o volume total de célculo, é valido (consistente e estavel)
teoricamente para todo valor finito de r e necessita de resolver um sistema linear? de equagdes.

O método implicito de Crank-Nicolson consiste em avaliar a EDP definida na equagéo (14) no ponto
(i,tj11/2) = (ih. (j + 5)k) (ver Figura 6), aproximar a derivada temporal por diferenca central e a
derivada espacial pela média das diferencas centrais nos niveis de tempo j e j + 1.

i1 i i+l

< j+1

——————————————————— P gt
i J

Figura 6 — Comparacao entre as solugdes analitica e numérica nos tempos ¢t = 0.01, ¢ = 0.02 e ¢t = 0.03 para
r=0.512.

Matematicamente, segue-0

utligrl) = Uaalggrl (26)
Wi j+1 — Ui j (Uaz|ij+1 + Uzaliy)
— e = (27)
k 2
Sendo gz i j+1 € Uzeli,; definido por
Uit 1,541 = 2Uj 41 + Ui—1,41
Upelijpr = ——2 ;L; — (28)
u.+17A _ 2u.7A _|_ u._LA
uxx’z,j = - h;] - (29)
Substituindo as equagdes (28) e (29) em (27), tem-se 0 método implicito de Crank-Nicolson
—rui1je1 + 200+ 1)U g1 — P =
;1,5 + 2(1 — r)um + TUi11,5, (30)
no qual r = k/h?.
O método implicito apresentado nesta subsecdo apresenta as seguintes vantagens:
— Aordem do ET é O(h?%, k?);
— Resolve Az = b para cada nivel de tempo j;
— E teoricamente valido (consistente e estavel) para todo r.
2 A necessidade de resolver um sistema linear é uma caracteristica de métodos implicitos.
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Entretanto apresenta algumas desvantagem, a saber:

— Problemas em resolver Az = b, quando A é mal condicionada (ver referéncia [22]);
— Possui comportamento oscilatério nas vizinhangas de descontinuidades.

Como aplicacao e verificacdo do comportamento do método implicito, considera-se 0 mesmo exem-
plo utilizado no método explicito da subsecdo 3.1.1 e trés valores distintos de r, a saber, r = 0.5, r = 1
e r = 10. As Figuras 7, 8 e 9 ilustram a comparacdo qualitativa entre as solu¢cGes numéricas e analitica
parar = 0.5, r = 1 e r = 10, respectivamente.
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Figura 7 — Comparagcao entre as solugdes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson nos
tempost = 0.01, =0.02e¢ = 0.03 parar = 0.5.
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Figura 8 — Comparagcao entre as solugdes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson nos
tempost = 0.01,¢ =0.02e¢ = 0.03 parar = 1.0.

Apesar do método de Crank-Nicolson ser teoricamente valido para todo r, pode-se observar que para
r = 10 a solucdo numérica obtida apresenta um carater oscilatorio bastante pronunciado nas vizinhangas
da descontinuidade. Em outras simulacfes, considerando-se valores ainda maiores do que » = 10, a
amplitude das oscilagdes torna-se cada vez maior.
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Figura 9 — Comparagcao entre as solugdes analitica e numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson nos
tempos ¢t = 0.01,¢ = 0.02 et = 0.03 parar = 10.

3.2. Analise Teorica dos Métodos Numéricos

Uma das exigéncias requeridas na utilizacdo de um esquema numérico é a precisao na aproximagao
em relacdo aos fendmenos investigados, neste contexto, a solu¢do numérica deveria estar tdo proxima
guanto se deseja da solucdo exata de uma EDP que descreve o fendbmeno em questdo. Esse conceito
de tdo proximo esta relacionado matematicamente com o conceito de convergéncia, pois se a solucdo
numeérica converge para a exata a analise da descri¢do do fendmeno estard mais proxima da realidade.

A seguir sdo relatados os conceitos basicos relacionados aos significados de convergéncia da solucdo
da equacdo de diferencas finitas para a solugdo de uma EDP. Para isso é utilizada a abordagem a partir
dos conceitos de consisténcia, estabilidade e Teorema de Lax.

3.2.1 Consisténcia

Para que um esquema numérico seja consistente, a equacao discretizada deve aproximar-se, no limite
quando e k tendem a zero, da equacéo original. Formalmente, seja F; ;(u) = 0 a equagéo que aproxima
a solucdo exata (U) da EDP por diferencas finitas no ponto (i, 7) da malha, o erro de truncamento local
(ETL) T; ; no ponto (4, ) da malha é definido por

T;j = Fi;(U) (31)
Defini¢do 3.1 Uma equacao de diferencas finitas é consistente com uma EDP se:
T;; — 0 quando h — 0 e k — 0. (32)

Desta forma, analisando-se 0 método explicito (19) e admitindo=se que as derivadas presentes na
equacdo (14) existem e sdo limitadas, entdo

lim 7;,; =0. 33
Y 33)
Nesta situacdo, o método explicito é consistente com a EDP (14). Assim segue a andlise dessa afirmacao.

Seja T; ; = 0 uma equacéo que aproxima a EDP no ponto (¢, j) da malha. Para o método explicito
definido na equacéo (19), define-se T; ; por

Uijt1 = Uiy Uip1,5 = 2Uij + Ui,
k h2

T;; = =0 (34)
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O valor de T; ; no ponto (i, ). Utilizando-se o desenvolvimento em série de Taylor, pode-se obter a
ordem do erro local cometido.

Exemplo 3.1 Verifique a consisténcia do método explicito definido na equacgéo (19).
Resolugdo: O ETL para este método é dado na equacdo (34). Utilizando a série de Taylor, tem-se

1 k2 k3
EJZE U+kUt+§Utt+§Uttt+---_u

]

1 h2 3
—72 (u—khum—i—aum—k gu:v:v:v‘F) —
i,J
h2 h3
—2U + <U — hU, + EU” — yUmx + ) (35)
! ! .
k K h? 4 13
Ti;(U) = ue + U+ 5 Ut = Usa — 15 Usava + O(h*, k). (36)
Conforme a equagéo (14), U; — Uy, = 0, T; ;) torna-se
k ka h2 4 1.3 2
n,j = §Utt + gUttt - EU$$$$ + O(h ,k ) = O(h ,]{)) (37)

Note que este método apresenta baixa ordem na discretizacéo temporal. Além disso, a parte principal de
T;;é
k h?

a - Tq Yz 38
5Un — 35U (38)

Para que um esquema de diferencas finitas seja consistente com uma EDP, ele deve satisfazer a
condicédo
T;; — 0, quando h—0 e k—0.

A partir da equagdo (37), admitindo-se que as derivadas existem e séo limitadas, nota-se claramente
que o método explicito é consistente com a equacao de conducao de calor definida em (14) OJ.

Exemplo 3.2 A equagéo
ou 00U
I

é aproximada no ponto (4, j) pelo esquema de diferencas finitas:

(39)

Wigar = Wig—1  Wigrj = 200uijn + (L= O)uija] +uia
2k h?

=0 (40)
onde 6 é um parametro entre 0 e 1. Estude a consisténcia desse esquema.

Resolucao:
Tem-se que:

Uij+1 =Uijor Uiy = 2[00 j41 + (1 = 0)U; j—1] + Uimnj

2% hZ =0

Tij = Fiy(U) =
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Por expanséo em Série de Taylor:
1 k2 K3 k2 K3 4
ﬂ’j 2k U+kUt+ Utt"’ Uttt"’O(kj ) U"’kUt - gUtt‘{‘?Uttt _O(kj )
! ! i

1 n2 03 , K2k ,
U+ hU, + Um+ 'Ummm+0(h)—29 U+kUt+§Utt+§Uttt+O(k3) +

h2

k2 k3 h? B3
—2(1-0) (U + kU, + gUn + gUm + O(k4)> +U— hUxaUm — gUm + O(h4)}

/[:7.7

1 k3 2kP 1 2nt
=55 <2k:Ut + —Uwy + —Uttttt + O(k:7)> -3 {hQUm + TU”” + O(hY)
,] :

K3 2
—(49 — 2)kUt — k‘QUtt — (49 — Q)EUttt - EkflUtttt ‘|‘ O(kﬁ5)}

2 3

k
=U; —Up + —= 2 (46 2)kU; + —

h2

Up + = <k2 (49—2)22

> Uit +

h2 et iz B
_EUmmmm + WUtttt + aUttttt +0 (ﬁ’ k*, I >

k2 h? 2k
— Ut - Umm + EUttt - _U:m::v:v + ﬁ(29 - 1)Ut +

12

k Ko
thtH—O(ﬁ,k h)

(41)
Ha dois casos a analisar, quando k& = 7k e quando k = rh?.

e Casol: k=rh
Nesse caso,

r2p? n2 2
T’i,j =Up —Ups + TUttt —Uszaz +

5 h( 20 — 1)Uy + 72Uy + O(rh, rh% BY)  (42)

Quando h — 0 e k — 0, tem-se:

2r
ﬂ,j — Ut U:m: + — h (29 - 1)Ut +r Utt (43)

1 . oo 1 «
Sed #£ o1 o terceiro termo tende ao infinito, e se § = 3 entéo

T'2h2 5
T, = TUttt + 77Uy (44)
e, portanto,
E,j — TQUtt (45)

Portanto, o esquema numérico (39) é sempre inconsistente com a EDP (40), quando k = rh?.
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e Caso2: k = rh?
Nesse caso,

2h4 h2
Tpj = U — Upp + —— Uttt = 5 Usase +20(20 = DU, + r°W2Uy + O(Ph" v, 1Y) (46)

Quando h — 0 e k — 0, tem-se:

1
Sefd = 1 entao

e 0 esquema (40) é consistente com a equagdo (39). Caso contrario,
e 0 esquema (40) ndo é consistente com a equagdo (39), mas sim com a equagao:

Nesse caso, 0 esquema numérico (39) ndo é consistente com a EDP (40). [

Exercicio 3.1 Verifique a consisténcia do método implicito de Crank-Nicolson definido na equacao (30).

3.2.2 Estabilidade pelo Critério de Von Neumann

A estabilidade esta relacionada ao crescimento ou decaimento dos erros decorrentes das varias ope-
racBes aritméticas associadas com a solucdo das equacdes algébricas. Em tese, estas relacdes algébricas
admitem uma solugéo; entretanto, esquemas instaveis podem impedir sua obtengdo por ndo convergirem.

Para verificar a estabilidade de um esquema numérico, tém-se como ferramentas matematicas 0s
critérios da matriz e de Von Neumann. Neste minicurso, ndo é apresentado o critério da matriz (ver
referéncia [25]), pois esse critério € pouco utilizado na pratica. J4, o critério de Von Neumann é simples
e bastante utilizado na determinagéo da estabilidade de um esquema numérico. Com esse critério obtém-
se condicBes necessarias e suficientes para a estabilidade do esquema de diferencas.

O critério de Von Neumann €é baseado no principio de superposicdo, isto &, o erro global é a soma
de erros mais simples, também conhecidos por harmonicos. Esse método expressa os valores iniciais
nos pontos da malha ao longo de ¢t = 0 em termos de uma série finita de Fourier, e entdo considera o
crescimento do erro global de uma funcéo que se reduz para essa série em ¢t = 0, por um método de
separacdo de varidveis idéntico aos comumente usados para resolver EDPs. A série de Fourier pode
ser expressa em termos de senos e cossenos e também em termos de exponencial complexa, o que
facilita os célculos. Assim, > a,cos(nmx/l) ou > bysen(nmz/l) sd0 substituidos equivalentemente
por 3> A,e @/l onde i = \/—1 é a unidade imaginaria e [ é o intervalo em = em que a fungio é
definida. Convenientemente, a notacéo usual u; ; deve ser substituida por w, , = u(ph, gk). Em termos
dessa notacéo,

Z Aneinwx/l — Z Aneinﬂ'ph/Nh — Z Aneiﬁnph (50)
onde 3, = nm/Nhe Nl = h. Os valores inciais nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0 s&o definidos
como

N .
up,0 = u(ph,0) :ZAnezﬁ”ph, p=0,1,---,N. (51)
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Esta equacéo constitui em um sistema de N + 1 equag0es lineares a N + 1 incognitas Ay, Ay, -+ , An
cuja matriz dos coeficientes é do tipo Vandermonde ([22]) e, portanto, ndo singular. 1sso mostra que 0s
valores iniciais pode de fato ser expressos na forma da equacdo (51). Desta forma, é possivel investigar
a propagacdo de um Gnico valor inicial (ou um Gnica harménico) do tipo e*#»Ph. Para investigar a
propagacao desses termos, quando ¢ aumenta, faz-se:

Up g = ezﬂxeat _ ezﬂpheaqk _ eiﬁph(eozk)q7 (52)

definindo ¢ = %, tem -se

Up,q = e'rhed, (53)

em que ¢ é denominado fator de amplificagdo, i = \/—1, 3 = m/Nh, N é o nimero de espagamentos h
da malha computacional.

Resumidamente, o critério de Von Neumann expressa os pontos da malha w,, = u(ph,gk) em
termos de uma seérie finita de Fourier por (53).

Definicéo 3.2 Pela definicdo de Lax e Ritchmyer [25], a equagdo de diferenca é estavel se |u,, ,| perma-
nece limitado V¢ < J quando h, k — 0, em que J é 0 nimero de espacamentos . da malha computaci-
onal. Desta forma, a condi¢éo para a estabilidade é || < 1.

Exemplo 3.3 Investigue a estabilidade do esquema numérico dado por

k h?

(up,qul - up,q) _ (upfl,qul — 2up g1+ up+1,q+1) (54)

Resolucgo: Substituindo w, , = €*’P"¢4 na equagdo (54), tem-se

(eiﬁphgq—H _ ezﬂphgq) (ez‘ﬁ(p—l)hgqﬂ — 2¢iPphgatl 4 6iﬁ(p+1)h£q+1)
k o 12
(elﬂphgq)@ — (eiﬁphgq) (e_iﬁhg - 25 + ewhg)
k 2
E—1 = ré(e P — 24 hhy, (55)

em que = k/h2. Considerando a relago trigonométrica dada por:

—iBh | iBh
cos(h) = ——, (56)
substitui-a em (55), e a equacdo resultante é
& —1=r&(2cos(Bh) —2) = 2r&(cos(fh) — 1) (57)
Sabe-se que cos(Bh) — 1 = —2sen?(Bh/2). Substituindo esta relagdo trigonométrica em (57), tal
equacdo torna-se
2 [ Bh
E—1=—-2r&( 2sen 5 ) (58)
que é reescrita por
¢ e — (59)

1 + 4rsen2(ﬁ—2h)
e, portanto, 0 método é incondicionalmente estavel.[]

Exercicio 3.2 Verifique a estabilidade do método implicito definido na equagéo (30).
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3.2.3 Convergéncia

Em geral, a equagdo de diferencas é dita ser convergente se o erro de discretizagdo tende a zero
guando as malhas h — 0 e k — 0. O problema de convergéncia ¢ dificil de ser resolvido pois a
expressao final do erro de discretizacdo é usualmente conhecida em funcdo de derivadas incognitas, para
as quais nenhum limitante pode ser estimado. No caso linear, o teorema de equivaléncia de Lax garante
a convergéncia.

Teorema 3.1 Teorema da Equivaléncia de Lax: Para um problema de valor inicial e de contorno, linear,
e um esquema de diferengas finitas que satisfaz a condigé@o de consisténcia, uma condi¢do necessaria e
suficiente para a convergéncia é a estabilidade numérica.

Em resumo, o Teorema 3.1 pode ser expresso pelo famoso slogan:

Convergéncia = Consisténcia + Estabilidade

3.2.4 Exercicios

Exercicio 3.3 Implementar o método explicito para resolver a equacédo do calor U; = U,, Sujeita as
seguintes condices iniciais e de contorno

U=2zx, 0<z<05 t=0
U=21-2z), 05<z<1, t=0
U=0, =0, t>0
U=0, z=1, t>0

usando:
e r=0.01;
e r=0.1;
e r=0.5;
o r=1;

e comparar com a solugdo analitica dada pela equacao (22).

Exercicio 3.4 Implementar o método de Crank-Nicolson, aplicando-o a equagéo do calor Uy = U,,
sujeita as seguintes condicdes iniciais e de contorno

U=2zx, 0<z<L05 t=0

U=2(1-2), 05<z<1, t=0
U=0, =0, t>0
U=0, =1, t>0

usando:
o r=0.1;
o r=0.5;
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e compare com a solugdo analitica dada pela equacao (22).

o . O0U U : o
Exercicio 3.5 Resolva a equagéo = 92 satisfazendo as seguintes condic@es iniciais e de con-
torno: X
U=1, 0<z<1, t=0, (60)
au
— =U, z=0, t>0 (61)
dr
du
— =-U, z=1, t>0 (62)
dx
usando um método explicito e empregando diferencas centrais para as condi¢fes de contorno. Consi-
dere:
o r =0.25;
o r=0.5;

Exercicio 3.6 A equacdo U; — U,, = 0 é aproximada no ponto (ih, jk) pela equagéo de diferenca:

Ui j+1 — Uij—1 Ujj — Uij—1 1
0 (J*Q—kf> +(1-6) (%) ~ ﬁégui,j =0

onde 62 = w41 — 2u;j + u;—1;. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto é dado por
1

T = —gk(l - 0)Uy — EhZUmm + O(k, h?) e encontre o valor de § que reduz esse erro para

O(k%, h*).

Exercicio 3.7 Mostre que o erro de truncamento local no ponto (ih, jk) da aproximacao de Crank-

Nicolson para U; = U, € O(h?, k?).

Exercicio 3.8 Aequacdo aU;+ U, — f(x,t) = 0, « constante, & aproximada no ponto (ih, jk) no plano
xt pelo esquema de diferengas finitas:

% Ujj+1 — W] + <%> - fij=0

Investigue a consisténcia desse esquema para:

e k=rh;

o k=rh?
com r > ( constante.
Exercicio 3.9 A equagdo U; = aU,, — pU, 0 <z <1, ¢ > 0,0nde ae [ sdo constantes reais
positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferencas explicito

1

a
EAtuiJ = ﬁég - Bum

Dado que U tem valores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < x < 1,quadt = 0, valores
de contorno conhecidos em z = O e x = 1 e que Nh = 1, encontre um limitante para r = h—’z de
estabilidade.
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Exercicio 3.10 A equagdo U; = aU,,, 0 < x <1, t > 0, ondea > 0, é aproximada no ponto
(ih, k) pelo esquema de diferencas regressivas completamente implicito (backward Euler):

Ui g1 = Ui = Ta(Uio1 g1 = i1 + Uil j41)
onde r = % e Nh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno séo conhecidos, prove que:
e 0 esguema € incondicionalmente estavel;

e 0 erro de truncamento local é O(k, h?).

Exercicio 3.11 A equacdo U; = U,,, 0 < x < 1, t > 0, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo
esquema

i1 — tig = T[0(io101 = 2ui 541 + vipr 1) + (10— 0) (i1 — 2uij + tivj)

k

72,0 <6 < 1eNh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno séo conhecidos,

onde r =
prove que:

e 0 esquema € incondicionalmente estavel no sentido de Lax-Ritchmyer para 0.5 < 6 < 1 e estavel

1
0<6<0.5 d <
para 0 < 6 < 0.5 quan 07“_2(1_29)

e 0 método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.
Exercicio 3.12 Use o método de série de Fourier para provar que:
e A aproximagao progressiva explicita
Up,g+1 — Up,g = T(Up—1,g — 2Upg + Upt1,q)

para a equacdo U; = U, é estavel para r < %;

e A aproximacdo central explicita (Método de Richardson)

Up,g+1 — Up,g—1 = 27 (Up—1,g — 2Upg + Up+1,q)

para a equacdo U; = U, é instavel parar > 0;

e A aproximacao implicita

1

2
Up,g+1 — 2Upg + Up g1 = 57” [(up—1,g = 2Upg + Upt1,g) + (Up—1,9-1 — 2Up g1 + Upt1,4-1)]

para a equacao hiperbodlica Uy, = U, é estével parar > 0, r =

SN

Exercicio 3.13 A equacdo U; = Uy, + %Ux, 0 <z <1, t>0Eéaproximada no ponto (ph,qk)
pela equacéo de diferencas

1 1 1
EAt“p,q ﬁém“p,q + ﬂ(Axup,qvw“p,q)
use 0 método de Von Neumann para mostrar que as equacgdes de diferengas sao estaveis para = > 0
guando
k - 2
h? — 4+ p-1

Em 2 = 0, avalie esta equagdo dado que U, = 0emxz =0, ¢t > 0e U é constante em = = 1.
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3.3. EDP Hiperbdlicas

As equacdes hiperbolicas, geralmente, originam-se de problemas onde as descontinuidades dos dados
podem persistir no tempo, tais como choques em escoamentos compressiveis. Como representante desse
tipo de EDP considera-se a equacao linear de adveccdo. Essa equacdo modela o transporte de escalares
e é dada por

ou ou

—_ = al_7

ot ox
em que a > 0 é uma constante (velocidade de conveccdo). As condi¢des auxiliares para a solucao desta
equacdo sdo

(63)

— Condicdes iniciais:
u(z,0) = uo(z) (64)
— Condicdes de contorno:
u(zr,t) =0, u(zp,t) =0, (65)

comzx € [zr,zR], t 0tempo e u = u(x,t) a varidvel transportada.
A solucéo exata da equacéo (63) é dada por

u(z,t) = up(x — at). (66)

A expressdo (66) diz que a solugdo em qualquer tempo é uma copia da funcéo original deslocada para
direita (ou esquerda se a < 0). As retas x —at sao constantes e denominadas caracteristicas e o parametro
a € chamado de velocidade de propagagdo ao longo da caracteristica. A solugdo do problema de valor
inicial e de contorno (63)-(64)-(65) pode ser considerada como uma onda que se propaga com velocidade
a, que ndo muda a forma (dependente das condic@es iniciais e de contornos) e que ndo perde amplitude.
Neste trabalho considera-se a = 1.

A derivacdo de métodos numéricos para as EDPs hiperbdlicas ndo pode ser feita de maneira analoga
a que foi feita em EDPs parabodlicas. Na discretizagdo por diferengas finitas de equacdes hiperbdlicas,
devemos ter cuidado e isso pode ser constatado no préximo exemplo.

Exemplo 3.4 Aproximacao instavel para EDPs hiperbdlicas:

Considerando a EDP (63), discretizando a derivada temporal por diferencas para frente e a derivada
espacial por diferencas centrais no ponto (i, j) da malha, assim obtém-se

Ouj _ Ou (Wige1 —wig) | (ip1j = viz1g) _ 0. 67)
otlij Oxlij k 2h
Na forma explicita, tem-se
1k
Uil = Uij 53 (Wit1,j — Wi—1,5) (68)
considerando R = % obtém-se
1
Uit = Uij + 57 (Ui, — Uio15) (69)

Usando o critério de estabilidade de Von Neumann, verifica-se a estabilidade do método (68). Para isso,
considera-se _
Up g = elﬁphfq. (70)
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Substituindo (70) em (68), tem-se

1 /.
£ = 1-gr(e” 1)
1
= 1- o7 (cosfh + isenfSh — 1)

1 1
= (1 + 57“(1 - COSﬁh)) - §m'senﬁh,

assim,

)? = [1+ %7"(1 - cosﬂh)]2 + [%rsenﬂh]z
= 1+ (3r)° (1~ cosBh)? + r(1 — cosph) + (5r)” sen®gh
= 1+ (%7“)2 2(1 —cosfh) +r (1 — cosBh) + (%T)Q
- L2 () (32 ),

1—cos(26)

>, assim

lembrando-se sen26 =

h (1
I€> =1+ 2rsen2% <§T’ + 1> > 1.

Portanto [£|? > 1, assim este esquema ¢ instavel. (]
Exemplo 3.5 Aproximagao condicionalmente estavel para EDPs hiperbolicas:

Agora considerando um a qualquer em (63), uma outra forma de discretizacdo é dada, considerando
diferengas para frente para derivada temporal e espacial, assim obtém-se

1 a
7 (Wigs = uig) = = (uij — ui-1;), (71)
considerando r = a%, tem-se

Ui g1 = Uij — 1 (Ui = Uie15) (72)

analisando a estabilidade tem-se

£= (1 —7)+re#h (73)
(1 —r) + (cosBh — isenfph)r (74)
€2 = (1 —7)2+ (r2cos?Bh) + 2(1 — r)rcosfh + (r)*sen?Sh (75)
= 2rcosh — 2r2cosBh + 1 + (1 —1)? (76)
= 1+ 2r2 (ﬂ) —2r (ﬂ) (77)
= 1+ 4rsen2% (r—1), (78)
assim
ox

r<1=t<—.
a

Assim esse esquema é condicionalmente estavel. Este tipo de discretizagdo é de primeira ordem no
tempo e no espaco. Nas proximas sessfes sdo apresentados outros exemplo de de aproximacéo para as
EDPs hiperbdlicas que sdo estaveis e com ordem < 1. [J
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3.3.1 Meétodo Explicito de Lax-Wendroff

O método de Lax-Wendroff é derivado baseado na formula de Taylor e pode ser usado para aproximar
(63) por uma equacdo de diferencas explicita de segunda ordem de precisdo. A seguir, apresenta-se a a
sua derivacao.

Por expansdo em série de Taylor, tem -se

. ou 1., (0%u
ui,jJrl:u(za]‘i‘k):ui,j‘i‘k(E)ij‘Fak <w>”+

A equacdo de adveccdo (63) pode ser utilizada para eliminar as derivadas de ¢

0%u 0%u
—5 = Uy = (—aug)y = —a(uy)y = —a(—aug), = a*Uyy = a*——

ot
ou 1.5 5 (0%
Ui7j+1:Ui7j—ka a—x +§/<:a w +
1,] 2y

Substituindo as derivadas de = por diferengas centrais

assim

Uiy — 22Uy tui— 1,
u:m:)i,j = 72

Uit — Uij
(um)m — % e (

entdo, tem-se o seguinte esquema de diferencas explicito:

ka k2a?
Uil = Uig — o (Uil = Uim1) + S (Uit — 2 + Uim1j) (79)
ou
ar ar
Ui jp1 = 7(1 +ar)ui—1; + (1 — a®p*)u;j — 7(1 —ar)uit1, (80)
onde r = £.
A substituigdo de w,, , = "¢ em (80) conduz a
, o1 , 1 1
§=1-—2arsen §ﬁh — 2iarsen §ﬁh Cos §ﬁh (81)
assim
€]? = 1 — 4a®r%(1 — a*r?)sen’(Bh). (82)

Para que os erros ndo cresgam exponencialmente com j, [£]? < 1, isto é
0 < 4a*r*(1 —a*r?) < 1,
portanto, 0 < ar < 1. além disso, pode ser mostrado que o erro de truncamento local é de

k2 ah?
Tij =5 Ut + Voo + -

Assim, 0 método é convergente pelo Teorema de Lax.
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3.3.2 Esquema Implicito de Lax-Wendroff
Seja a EDP hiperbdlica

b— —c— =c¢, (83)

deseja-se aproximar essa equacgao no ponto P = (2 + %, J+ %) (ver figura 10). Para isso, aplica-se a
média dos pontos vizinhos, ou seja

ou 1 (0ou ou
— = —{— — 4
aCC‘P 2{8x‘F+6x‘H} (84)
ou 1 (0ou ou
et - -J=z= - 85
8y‘P Q{Qy‘G—i_@y‘E} (89)
(86)
aplicando diferenca centrada para as derivadas, obtém-se
b (uc—up up—uy c (up—uas uc —up
Z = = 7
2 { h + h } + 2 { k + k d (87)
reescrevendo
(¢ =br)up + (c+br)uc = (c+ br)ua + (¢ — br)up + 2kc (88)
substituindo os pontos A, B, C' e D, obtém-se 0 método implicito de Lax-Wendroff.
(¢ =br)ui i1+ (c+br)uipr jr1 = (c+br)u; j + (¢ — br)uipr j + 2ke (89)
D F C jHl
G P§ E )
B B g
A H B .
| J
. . 1 .
i t+3 i+l

Figura 10 — Diagrama esquematico para derivacao do método implicito de Lax-Wendroff.

Exercicio 3.14 Verifique a consisténcia e a estabilidade do método de Lax-Wendroff implicito.

3.3.3 Termos convectivos e Dificuldades Numéricas

Aproximacdo de termos convectivos presentes nas equagoes de transporte é uma &rea em constante
atividade em dinamica dos fluidos computacional. Embora esses termos seja definidos por uma derivada
espacial de primeira ordem, sdo responsaveis por muitas dificuldades numéricas. O efeito de difusdo
numérica se desenvolve devido a discretizagdo imprecisa das derivadas convectivas contidas nas equacdes
que transportam propriedades fisicas. A Figura 11 esboca os efeitos de difusdo numérica na simulacdo
de uma descontinuidade. Nessa figura, considera-se que (a) € a solugdo exata, em (b) representa-se
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(a) (b) ©

Figura 11 — Efeitos de difusdo numérica: (a) Solucéo exata; (b) Efeito de dissipagéo; (c) Efeito de dispersao

uma solucéo tipica obtida por esquemas de primeira ordem, que séo dissipativos, e como consequéncia,
“suavizam” gradientes. Em (c) considera-se uma solugdo tipica de esquemas de segunda ordem que sdo
dispersivos e, consequentemente, geram oscilages ndo fisicas na solugéo.

Para ilustrar esses efeitos considera-se os métodos (72) e (80), a equacdo de adveccdo definida em
x € [—1,5] e suplementada com as condicdes adicionais:

— Condicéo Inicial:

1 1
uwr=0)= o EETS (90)
0, caso contrario.

— Condicdo Contorno: Tipo Dirichlet homogénea, dada por
u(z = —1,t) = u(x =5,t) = 0. (91)

Para simulacdo considera-se 100, 200 e 400 células computacionais, 6 = g—i = 0.5 e tempo final
de simulagdo ¢ = 4. Os resultados s&o apresentados para x € [3,5], uma vez que para 0 tempo con-
siderado (¢ = 4) a condicdo inicial é transportada para esse intervalo (ver definicdo (66)). Na Figura
12 sdo ilustrados as solucOes exata e as numéricas obtidas com ambos 0s esquemas nas quatro malhas
anteriormente citadas.

Pode se notar, por essas figuras que os resultados numéricos obtidos com esses esquemas nao sao
satisfatorios: o esquema upwind de primeira ordem é dissipativo em regides de quinas e altos gradientes;
0 esquema de Lax-Wendroff apresenta comportamento oscilatério.

Para manter estabilidade, atingir alta precisdo e garantir convergéncia, o “remédio” tem sido 0 uso
de esquemas upwind de alta resolugdo que admitem, com o tempo, varia¢do limitada de propriedades
e que auto se ajustam de acordo com os gradientes locais. A idéia basica por tras desta estratégia é
usar um esquema numérico tdo preciso quanto possivel em regides suaves e, a0 mesmo tempo, adicionar
dissipacdo numérica controlada em regides de gradientes elevados.

3.3.4 Estratégia Upwind

Nesta secdo, é apresentada a estratégia upwind para aproximar 0s termos convectivos e em seguida
alguns esquemas upwind. Nas aproximagdes upwind as diferencas espaciais sdo aproximadas no sentido
upwind: isto é, o sentido em que o fluxo surge.

Para exemplificacdo, é utilizada a equacéo de Burgers 1D [4] adimensional definida por:

ou ou 1 9%u
R (92)
~~ ~— —_—

termo temporal  termo convectivo termo difusivo
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Lax-Wendroff Upwind

— Exata 1 — Exata
=-0 N =100 =-0 N =100
1k -0 N =200 oo N =200
<« N =400 <« N =400

3 05

Figura 12 — Comparagcdo entre a solugdo exata e os esquemas Lax-Wendroff e Upwind obtidas para a equacéo
de advecgdo, com condicdo inicial (90) e contorno de Direchlet homogénea.

em que Re é o nimero de Reynolds 2 e u, daqui para frente, é a componente da velocidade do fluido na
direcdo do eixo x (ver Figura 2).

Considerando o ponto P = (4, j) da malha computacional (ver Figura 1, aproxima-se o termo tem-
poral por diferenca avancada, o termo difusivo por diferenca central e para o termo convectivo aplica-se
a estratégia upwind, assim

— Diferenca avancada para o termo temporal:

ou  Ujji1— Uiy
— = 93
ot k ©3)
— Diferenca central para o termo difusivo (viscoso):
P w1y — Ui+ U1
I — 2 2 2 94
Ox? h? (%4)

— Estratégia upwind para o termo convectivo: inicialmente aplica-se diferenga central utilizando os pon-
tos (Z + %7]) € (Z - %7])

ou 0 (luu)
N = u— — -2 7
CONV (u) L - 5 - (95)
(4, (4,9)
uu —uu
1 (i+3.5) (i=3.4)
= 3 - (96)
D[ Wil gl — Uy 15U 1
_ 1 97
5 . 97)

*Re = % em que L o tamanho do dominio computacional, uo a amplitude da velocidade e v é a viscosidade do fluido
em unidades do S.I. Este nimero adimensional fornece a razéo entre as forgas inerciais e as forgas viscosas ou difusivas.
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As variaveis Ui 1 €U;_1 ;S30 calculadas por:
2 ) ? 27]

3 1

U1 = 5(uir1 +uig), (98)
1

U1, = 5 (Ui + ui-1,)- (99)

Aplicacao do esquema FOU para aproximar w; , 1 e
27 27

m 1 Qu—9¢r __ 5. Wi j—Ui—lj 3
e Se Uil >0eo¢py = op—or = Ui T urii—ug entdo

Uiply = Wij-

7. < i} o UWitl,jTU+2, 3
e Se uz+%7] < 0e€ iy, Ty entao

Uil = Uitlg

— ~ Uj—1,5—Ui—2j x
[ ] . . . L= )
Se ’LLZ %7] > Oe UZ_L] Uij—Ui—2; entao

ui_%7]~ = ui_Lj.

® Sew; 1,;<0ed;= Mg Uil entdo

1
2 Ui—1,j=Uit1,]

Ui 15 = Wij-
Utilizando as discretizagdes definidas nas equacdes (93), (94) e (97), é possivel determinar um método
numeérico explicito para resolver a equacéo de Burgers 1D dado por

Ui j+1 = —/{?CONV(U) + éuﬂrl?j + <7R€R€2T> Ui 5 + éui_w, (100)
emque r = k/h%? e CONV (u) ¢ definido na equagéo (97).

A Figura 13 ilustra a solu¢do numérica obtida com o método definido em (100) utilizando o esquema
FOU para o termo CONV (u). Percebe-se que o FOU capturou o choque (descontinuidade) sem apre-
sentar oscilagdes. Nessa simulacdo numérica foi adotada uma malha computacional com 1000 células
computacionais, Re = 1000, h = 0.00628 e k = 0.00314. A condicdo adicionais do processo numérico
foram:

— Condicéo inicial:
u(z,t =0) =1+ cos(z) (101)

— Condicéo de contorno:
u(0,t) =1+ cos(t) wu(l,t) = cos(t) + cos(2m). (102)

Os resultados numéricos forma gerados em intervalos de tempo de 0.25, com tempo final de simulagdo
t=3.25

Além do esquema de primeira ordem FOU, existem importantes esquemas de alta ordem na literatura.
Como exemplos, podem-se citar os esquemas descritos abaixo (em todos os casos considera-se ¢y =

¢¢(dp, U, ¥R) ):
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Figura 13 — Solugdo numérica obtida pelo esquema convectivo FOU.

— ADBQUICKEST [11]:

(2 - 16])u, 0< du < a,
R ) 1 _ — ) — L1 Zp2)(1 — & < b <
1—10] + |0]ou, b< gy <1,
¢U, ¢U ¢ [Oa 1]a
com
" 2 — 3|0] + 62 ~ —443]0] 462
T —9|6] + 202 - —54 30| + 202’
em que 6 é o numero de Courant;
- TOPUS [23]:
2 " 5a—10\ 71 —a+10\ 7
P { adly + (=20 + e + (272) o, + (=22)du, 0 <oy <1, (104)
¢U, ¢U ¢ [0, 1]’
em que « € [0, 2]. Em todo esse texto emprega-se « = 2 (ver Queiroz [23]);
— CUBISTA [1]: R X
%QbU, 0< ¢U < %’
. 1 3 3 <4 3
gy ={ BT, g <y (105)
;3+¢U)’ ZASQSUSL
du, ou, ¢ 10,1];
— Superbee [3]:
2¢U7 0 S ¢U < %7
~ %(A1+¢U)a %S?Uﬁ%a
=1 2ov, 1<du<? (106)
1a % < ¢U < 1a
du, ou ¢ [0,1].
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- FDPUS-C1 [18]:

Or+ (0p — OR) | —40, + 146% — 1663, + 607 + ou |, v € [0,1],
op = ) (107)
¢U, ¢U ¢ [0, 1]’

~ SDPUS-C1 [18]:

Or + (60 — OR) [(—24 + 47) % + (68 — 127)7, + (—64 + 137) o},

du, QASU ¢ [0’ 1]'

Em particular considera-se os esquemas ADBQUICKEST e FDPUS-C1. No caso da equacédo de
Burgers, a variavel ¢ é a velocidade u, assim a variavel normalizada é dada por

N Uy —UpR
Uy = ————.
Up — UR
A discretizacdo do esquema ADBQUICKEST para aproximar o termo convectivo dado em (97) €
dada por

o Set; 1 ;> 0ed; ==t entdo
2

Ui 1,j—Ui—1,j

2= Cuij — (1= Cuimry, Uiy € (0,0),

woL - apUit1,;j + QUi — Arui-1,5, Ui € [a,b],

it3.] (1 - C)uiJrLj + Cui,j ﬂi,j S (b, 1).

Ui j, ;5 ¢ [0, 1],

e Se ai%’j <0ediyr; = % entdo

(2= Cluir; — (1 = Oy, iyr; € (0,a),

w1 = Qpu;j + QUlit1,j — QRU2.5, Uir1j € [a,b]
it (1- C)um + Cuit1,j Uig1,5 € (b,1).
Uit1,, i+1,; ¢ (0,1],

e Se 1> 0ed;_1, = % entio
(2 — C’)ui,l,j — (1 — C)uz;g,j, ﬂz;l,j S (O,CL),
L apU;j + QUli—1,j — CRU—-2,j, U1, € [a, ],
L RY) (1 — C’)ui,j + CUZ;L]', Ui—1,5 € (b, 1).
WUj—1,55 Zlz‘fl,j ¢ [0, 1]

e Sew; 1,<0edw;= _UigTlitly entdo

1
2 Uim1,j=Uit1,j

(2 — C)um — (1 — C)uiJrLj, ﬂi,j S (0, CL),

wu.- 1 . — aDui_l?j + aUu%] - aRuZ+1,]7 r&z’] S [a, b],
i—3J (1—-C)uj—1; + Cu, j, i ; € (b,1).
Ui, g, ai,j ¢ [O, 1],
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A discretizacdo do esquema FDPUS-C1 para aproximar o termo convectivo dado em (97) é dada por

Uiyj—Ui-1,5
Uit1,j—Ui—1,j

® Sew; 1,;,>0eu; = , entdo
27

—

- ui_Lj—l—(uiHJ—ui_l,j)(—4zl?]+14ﬁ4U—1622%]—1—6@%—1—22(]), uy € [0,1 ,
g Wi, 5, ay ¢ [07 1]7

7 7. L Wit1,5—Ui42,5 3
Se Uit L <0etiy1; = R entao

w. _{ui+27j+(u,~7j—ui+27j)(—4ﬁ‘;}+1422‘5—1622%4—622%—%&@, Uy € [0,1],
+5.

Uit1,5, ay ¢ [0,1],
e Se U1 > 0ed_1;= % entdo
u :{ui27j+(ui7j—uiQ,j)(—4a5U+14a4U—16@3U+6a2U+aU), ay € [0,1],
1—35,] Ui—1,j, aU ¢ [07 1]7
e Se U1 <0ed,; = % entdo

-

- ui+1,j—i—(ui,1,j—ui+1,j)(—4@‘;’]+14ﬂ‘é—16@%—#6@%—#@[}), Uy € [0, 1],
=2 Us 5, ﬁU ¢ [07 1]7
3.3.5 Exercicios

Exercicio 3.15 A fungdo U satisfaz a equagdo U; + U, =0, 0<zx < oo, ¢ >0 comcondi¢des de
fronteira e iniciais dadas por:
U,t) =2t, t>0

U(z,0) =2z(x—2), 0<x<2
U(z,0) =2(x—2), x>2
Calcule:

e uma solucdo analitica;

e uma solugdo numérica usando o esquema explicito de Lax—Wendroff.

e Use 0 método de Von Neumann para mostrar que o método de Lax—Wendroff é estavel para 0 <
ap < 1.
.. , k2 ah?
e Mostre que a parte principal do erro de truncamento local € T; ; = FUM + TUIII )
i,
e Prove que a solucéo de U; = al,,, com a constante, é a solu¢do da aproximagéo de Lax—Wendroff
quando ¥ = 1

a’
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3.3.6 Leis de Conservacdo 1D: Outros Exemplos (Equaces Lineares e Ndo-Lineares)

Muitos problemas em ciéncia e engenharia envolvem quantidades que se conservam e que conduzem
a certos tipos de EDPs denominadas leis de conservagdo hiperbolicas. Essas leis sdo geralmente ndo
lineares e dependentes do tempo. No caso 1D sdo definidas por

o¢  OF(¢)
54_ ox

em que ¢ = ¢(z,t) : R x R — R™ é um vetor m-dimensional de quantidades conservadas e F(¢) =
F(¢(x,t)) : R™ — R™ é denominada funcdo fluxo. Nesta se¢do sdo apresentados casos particulares
das leis (109), a saber: equacdo de adveccdo de escalares (ou simplesmente equacdo de adveccao);
equacdes ndo lineares de Burgers (com ou sem viscosidade) e Bucley-Leverett. Essas leis sdo definidas
em dominios fechados (z € [z, zR]) e suplementadas com condigdes iniciais e de contorno.

Assim como ja mencionado nesse trabalho, problemas numéricos podem ser encontrados de acordo
com a escolha do esquema para aproximacao dos termos convectivos. Nas leis de conservacdo o termo
convectivo é representado por 8?—9. As leis de conservagdo 1D s&o aproximadas, no contexto do mé-
todo de diferencas finitas (aplicando diferenca avangada no tempo e centradas no espago), pelo método
numérico

=0, (109)

Ot
Gij+1 = Pij — 5 (F(¢)Z~+%,j - F(¢)i—%7j) ; (110)
em que ¢;; = ¢(id,,j6;) € a solugdo numérica no ponto de malha (¢,j) = (ids,jo;). sendo J, e
d; os espacamentos da malha (uniforme) nas diregdes = € ¢, respectivamente. Os termos F'(¢),, 1 ;e
5
F(gb)ii;j sdo os fluxos numeéricos nas interfaces f = ¢ + % eg=1-— % das células computacionais.

Esses fluxos numéricos sdo estimados (interpolados) por esquemas upwind, neste trabalho considera-se
os de alta resolug&o.

eEquacdo de Adveccao
A equacdo linear de adveccéo é o representante mais simples das leis (109) (veja, por exemplo, [17]),
porém apresenta dificuldades semelhantes a aquelas encontradas em sistemas mais complexos. Nesse
contexto, o0 modelo é formulado por (109), em que o vetor das variaveis conservadas e a funcédo fluxo séo
dados, respectivamente, por

b=u (111)

F(u) = au, (112)

O fluxo é aproximado no ponto (7, j) da malha pela combinagdo F(¢) — F((b)i_%’j e entdo
aproximada por

i+1.j

F(@)iys; —F(@)iy ;= (@)l —(au)liy = azp1 o1y —a; 15w 1, (113)

em que a velocidade convectiva a (aqui considerada igual a 1) € constante para todo ponto do dominio e a
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