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Resumo. Notas de um rascunho antigo, é mais para divulgar a aplicabilidade
da logica modal em Ciéncia da Computagdo.

Apresentamos no¢oes bdsicas sobre a 16gica modal proposicional e aspectos
elementares que a tornam interessante para o uso em ciéncia da computagdo.
Em particular, destacamos o uso desta logica na construgcdo de sistemas que
capturam a no¢do de conhecimento.

1. Introducao

As linguagens das [dgicas ndo cldssicas sao freqlientemente representadas por
modificacdes ou extensdes da linguagem cldssica, pela remocdo de alguma propriedade
ou adi¢do de novos operadores. A l6gica modal enquadra-se nesse dltimo caso, € uma
extensdo da ldgica proposicional cldssica pela a inclusdao de operadores modais. Esses
operadores expressam a modalidade gramatical de uma sentenga, ([Mints, 1992, pag.
1w]), isto é, qualificam como verdadeira ou falsa uma proposi¢ao de acordo com o que
distinguem: necessidade, possibilidade, conhecimento, crenca, obrigacdo, propriedades
temporais e outras modalidades.

A expressividade da linguagem modal, dada a diversidade de leituras dos ope-
radores modais, permite sua utilizacdo sob diferentes enfoques, por exemplo, no
tratamento de questdes de cardter filosofico!' ([Girle, 2000]), no estudo da Logica
da Prova®> ([Boolos, 1993]), na andlise de questdes envolvendo a gramdtica de
Montague ([Montague, 1963] e [van Benthem, 1988]), em aplicacdes em economia
([Milgrom, 1981]), em programacdo ([Pratt, 1976], [Pratt, 1979] e [Pratt, 1980]), em
programagdo concorrente ([Henessy, 1984], [Henessy and Milner, 1985], [Milner, 1981]
e [Park, 1981]), no tratamento formal de protocolos em sistemas distribuidos
([Fischer and Immerman, 1986], [Fagin and Vardi, 1986] e [Halpern and Y., 1990]), nos
métodos de especificacdo e verificagdo formal ([Massacci, 1998]), em bancos de da-
dos ([Emerson, 1990]), em lingiiistica computacional ([Morril, 1996], [Carpenter, 1997]
e [van Benthem, 1988]), no estudo da computagdo quantica ([Chiara, 1986]) e
em construcdes de sistemas baseados em conhecimento ([Faginetal., 1995] e
[Yamamoto, 2003]).

2. A Logica Proposicional Classica

Descrevemos de modo breve o sistema formal LP para a légica proposicional
classica. Um dos objetivos da construg¢do de um sistema como LP é obter uma descriciao

'0s argumentos podem ser vistos como modalidades ([Girle, 2000, cap. 1]).
2The Provability of Logic em [Boolos, 1993].



sintdtica de |= (consegiiéncia semdntica) em que se tenha bem definida a relacdo - (con-
seqiiéncia sintdtica) e tal que as propriedades operacionais de - espelham as de |=. Resu-
mindo, o que desejamos ao elaborar qualquer sistema formal € que ele seja, pelo menos
correto (F = =) e (se possivel) completo (= = F).

A constru¢do de LP é como segue: seja ® = {po, p1,pe,...} 0 conjunto das
proposicoes atémicas e =, \, V, —> € < 0s conectivos 16gicos, chamamos de férmulas
de LP qualquer elemento de ® ou uma expressdo da forma: —p, 0 A, p V1, p — P
e p < 1, com @ e 1 elementos de . LP(P) é o menor conjunto contendo todas as
féormulas obtidas de ®. As férmulas de LP(®) sdo manuseadas por meio de esquemas
de axiomas e de uma tnica regra de inferéncia. Para quaisquer férmulas ¢, 1) e y sao
esquemas de axiomas de LP (ha diversas axiomaticas possiveis):

1LP) Y — (d} - 90)

2) (= (W —=x) = ((p—=¢) = (¢ = X))

3ip) (FY = =) = (p = ¢).
Cada instincia de um dos esquemas de axioma é um axioma, por abuso chamamos os
esquemas de axiomas de axiomas. A regra de inferéncia modus ponens (M P) é dada por:
se p e p — 1, entdo 1, para ¢ e 1 em LP(®). Esquematicamente: %;1? .

Ha um processo, que chamamos prova, pelo qual podemos obter formulas de um
determinado tipo em LP. Uma prova em LP ¢ uma seqiiéncia finita ¢, . . . , ¢,, de formulas
tal que para cada j, 1 < j < m, ou p; é teorema de LP ou ¢; é obtido por modus ponens
a partir de férmulas anteriores. Qualquer férmula ( obtida através de uma provaem LP é
chamada de teorema de LP, denotamos tal fato por F .

Ap6s definirmos o conceito de -, a nog¢do de consegiiéncia sintdtica, necessi-
tamos construir uma semdntica para os elementos sintaticos de LP. Uma semaéntica se
estabelece, em geral, a partir da no¢do de interpretacdo que correlaciona elementos de
®a{T, L}, com T denotando verdadeiro e L falso. Em LP, esta correlagao ¢ feita por
uma funcdo de valoragdo* m de ® para {T, L}. Dizemos que ¢ é verdadeiro sob uma
valoragdo 7 se () = T. Uma férmula ¢ é dita satisfativel se, e somente se, existe 7 tal
que 7(¢) = T. Diz-se que ¢ é vdlida (tautologia) se () = T para qualquer valora¢do
7, denotamos a validade de ¢ por = ¢. Um resultado imediato é que ¢ é vdlida se, e
somente se, ¢ nado € satisfativel. Ainda, vale o seguinte teorema:

Teorema 2.1
Para qualquer férmula ¢ de LP F ¢ se, e somente se, = ¢.

O teorema acima diz que as propriedades operacionais de - espelham as de |=, ou seja,
em LP, os conceitos de verdade e validade podem ser tratados operacionalmente. Esta é
uma das principais razdes para se buscar a correcdo e a completude, poder mecanizar via
manipulagdo sintdtica o que se deseja retratar semanticamente.

3. A Légica Modal Proposicional

A 16gica modal costuma ser caracterizada como a ldgica da necessidade e pos-
sibilidade por serem estas as modalidades mais investigadas, os simbolos usuais para

3Note que — é um sfmbolo de LP e que =, utilizado no pardgrafo anterior, nio.

4Pelo critério da Composicionalidade, de Frege, (grosseiramente, a semantica do todo é determinada
pela semantica das partes. Por exemplo, saberei o valor de 7 para p A pa, se souber os valor de p e p2.)
podemos estender o dominio de 7 para LP(®), pois a semantica de uma férmula depende unicamente da
semAntica atribuidas as suas partes, por exemplo, a semdntica para a formula (¢ A ¢) depende tnica e
exclusivamente da semantica atribuida a ¢ e .



representar tais modalidades sdo O e <, respectivamente. Tais operadores ndo sdo como
os conectivos de LP, pois, em geral, ndo se pode determinar a semantica de uma expressao
da forma O ou Oy, unicamente a partir da semantica atribuida a ¢, sdo excecgoes: se ¢ é
verdadeira, entdo < também é verdadeira, e se p é falsa, entdo Oy também é. Logo, 0s
operadores modais ndo podem ser caracterizados a partir dos conectivos cldssicos e sua
semantica difere da do célculo proposicional cldssico.

Definimos os elementos sintdticos da 16gica modal proposicional (LM) como ex-
tensdo de LP(®). Considerando a linguagem de LP e o operador O definimos LM(®)
como sendo o menor conjunto contendo LP(®) e tal que se ¢ € LM(®), entdo
(Ogp) € LM(®). Os esquemas de axiomas de LM sdo: todas as tautologias de LP e
O(p — ) — (dp — ), para ¢,y € LM(P). Além da regra MP (adequada a LM),
temos a regra de generalizacdo modal (GM): ]j% Esta regra pode ser entendida como
tudo que é derivdvel de verdades necessdrias é necessariamente verdadeiro, isto €, teore-
mas sdo verdades necessdrias. Os conceitos de prova e teorema em LM sdo introduzidos
mutatis mutandis, como feito em LP.

3.1. A semantica dos mundos possiveis

Em geral, adota-se a semdntica dos mundos possiveis® (semdntica de Kripke) para
as diversas aplicacdes da 16gica modal proposicional, por ser mais intuitiva e oferecer
recursos tais que qualquer mudanca na axiomadtica pode ser capturada pelas diferentes
leituras do termo mundo possivel.

Basicamente, a semantica atribuida aos elementos sintdticos de LM deve preservar
as caracteristicas de LP e ser adequada ao operador 0. Entende-se que um fato ¢ é neces-
sariamente verdadeiro se, e somente se, este fato se verifica sob qualquer interpretacao.
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Figura 1: O fato ¢ é verdadeiro em w se, e s6 se, ¢ & verdadeiro em todas as
interpretagdes possiveis, a partir de w. Ou seja, Oy é verdadeiro em w
se, se e so se, o é verdadeiro sob qualquer interpretacao, a partir de w.

Em termos de mundo possivel dizemos que Oy é verdadeiro num mundo w se, se € s6 se,
¢ € verdadeiro em todos os mundos w’ acessiveis a partir de w - graficamente exposto na
Figura 2.

A formalizacdo dessa semantica, portanto das nocdes de satisfatibilidade e validade, se
d4 por meio das estruturas de Kripke. Note que a seméantica de LP era apenas uma fungdo
de verdade T, isto é, dada qualquer férmula em LP ou ela é verdadeira ou € falsa. No
caso de LM isto nao ocorre, a seméntica é uma estrutura relacional na qual a funcdo de
verdade T € apenas uma das componentes.

%jdéia da semantica dos mundos possiveis é devido a Leibniz.
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Figura 2: Um mundo onde O¢ é verdadeiro.

Uma estrutura de Kripke M é uma 3-upla (W, my,, R), com 7y, conjunto de todas
as interpreta¢oes modais referentes aos mundos em W e R relagdes sobre W. A relacdo
de satisfatibilidade (=), em LM, associa uma férmula a uma estrutura ¢ um mundo do
seguinte modo:

1) (M,w) = pcomp € D se,esése, m,(¢) =T,

2) (M, w) = g se, e so se, (M, w) £ ¢,

3) (M,w) ¢ — 1 se,esdse, (M,w) = ¢ ou(M,w) E v,

4) (M,w) = Ogp se, e s6 se, (M, t) = o para todo ¢ tal que (w,t) € R.

As trés primeiras cldusulas da defini¢do sdo andlogas as de LP, a dltima cldusula formaliza
a idéia descrita anteriormente (vide figuras 1 e 2).

Para caracterizar as propriedades do operador modal defimos o conceito de
férmulas vdlidas em relagdo a uma estrutura M e férmulas vdlidas em relacdo a uma
classe M de estruturas. Fixado ® denotamos por M a classe de todas as estruturas de
Kripke sobre ® sem nenhuma restri¢do sobre as relagcdes R. Assim, dizemos que uma
férmula ¢ é satisfeita em (M, w) se, e s6 se, (M, w) |= . Uma férmula ¢ é dita ser satis-
fativel em relagdo a M se (M, w) = ¢, para algum mundo w em W de M. Uma férmula
@ € satisfativel em relagdo a uma classe M se ¢ € satisfativel em alguma estrutura M de
M (M, M) E ¢). Dizemos que ¢ é vdlida em relagdo a uma estrutura M (M = ¢),
se (M, w) [= ¢, para todo w (w € W). A validade de uma férmula ¢ em relagdo a uma
classe M (M [= o), ocorre se ¢ for valida em todas as estruturas M de M.

Veja que a semantica para LM, caracterizada pela nogdo de mundo possivel, € uma
estrutura relacional e engloba a semintica de LP. Some a essa semantica a variedade
de leituras atribuidas ao operador modal O, o resultado € a diversidade de aplicacdes
da 16gica modal. Por exemplo, em PDL ( Program Dinamic Logic - [Pratt, 1980])
um mundo possivel pode ser interpretado como sendo o estado de um programa, ja na
logica modal temporal um mundo possivel pode ser considerado um ponto no tempo
([Fagin and Vardi, 1985, pag. 2] e [Rijke, 1992, pdg. 2]). Para capturar a nocio de con-
hecimento de uma sentenca devemos entender o significado do termo ”“conhecer” por
afirmar as condicdes sob as quais a sentenga é verdadeira, ou seja, € saber como seria o
mundo se a sentenga fosse verdadeira. Essa correlagdo, em termos de mundos possivelis,
fornece a seguinte idéia: o conhecimento corresponde a uma relacdo da qual se pode
determinar em qual mundo nos encontramos ([Halpern and Y., 1992, pag. 323]). A secdo
seguinte trata da 16gica modal e a no¢do de conhecimento, num proximo artigo publicare-
mos sobre o uso da l6gica modal aplicada a programacao e a banco de dados temporais.

4. Conhecimento e representacao de conhecimento

A utilizacdo da semantica dos mundos possiveis para representar conhecimento
foi primeiro® formalizada por Hintikka ([Hintikka, 1982, p4dg. 93]) e pode ser resumida

6Kanger em 1957 explicitou uma seméntica (standard) para a 16gica modal ([Hintikka, 1982, pag. 93]).



do seguinte modo (veja a Figura 1): considere um agente 1, localizado em um mundo
w (este é o mundo real de 1). Seja W o conjunto de todas as interpretacées (mundos’)
possiveis de w. Se W' (W' C W) é o conjunto das interpretagcdes possiveis de w segundo
a percepgdo de 1, entdo i conhece p, em w, se, e somente se, p se verifica em todas as
interpretacdes w' de W',

A noc¢do de conhecimento, como descrito anteriormente, pode ser formalmente
caracterizada pela nogdo de interpretacdo modal (m,), que estende o conceito de
interpreta¢do (m) em LP, pois uma fungdo de bivaloragcdo pode ser entendida (intuiti-
vamente) como sendo uma certa descri¢do da realidade (um mundo possivel). Assim,
uma interpretag¢do modal é uma fungéo de ® em { L, T} referente a um mundo . Note
que ao nos referirmos a um mundo possivel w estamos nos referindo a uma possivel
interpretacdo modal que identificamos por 7, isto €, dizer que existe um mundo possivel
w significa dizer que existe uma possivel interpretagdo T, das proposigcoes primitivas que
compde w que pode ser qualquer uma entre as 2\®! existentes. Evidentemente, se W é
um subconjunto do conjunto de todos os mundos possiveis referentes ao dominio de P,
entdo 1V possui |IV| referéncias e cada uma delas com 2!® possibilidades de escolha.
Finalmente, a nocdo intuitiva de conhecimento se efetiva através do conceito de validade,
para isso sdo cruciais as relacdes K; (K; € W x W, i € A) entre o "mundo real” w, e
suas possiveis descri¢Oes alternativas, de acordo com a visao de 7 sobre w,.

A formalizacdo dos sistemas de conhecimento € obtido através da releitura de LM
e pela inclusdo de outros axiomas obtemos diferentes sistemas de conhecimento. Mas
isso fica para outra ocasido.
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