Notas de aula de MAC 5758 - Introducao ao
Escalonamento e Aplicacoes

Alfredo Goldman (gold@ime.usp.br)

7 de dezembro de 2009



Este texto tem como objetivo servir como referéncia ao curso de
Introdugao ao Escalonamento e Aplicacoes. Neste curso damos uma
uma ligeira énfase a area de especialidade do professor, a computagao
paralela.

Caso seja encontrado algum erro, ou problema no texto, envie um
e-mail para gold@ime.usp.br.

Estou colocando abaixo os tépicos abordados no decorrer do curso. Como
o programa ¢ interdisciplinar (por exemplo, existem cursos inteiros que sao
voltados para heuristicas), talvez a apresentacdo de alguns dos tépicos abaixo
tenha que ser bem resumida, ou mesmo estendida.

Roteiro do Curso

1. Introdugao

e exemplos de problemas - “insights” de solugoes;
e Notagao a|f]y, definicio e nomenclatura;
e Nocoes de complexidade

— algoritmos polinomiais

— programagao dinamica

— branch and bound

— heuristicas
e Problemas classicos

— Escalonamento em uma maquina

— Escalonamento em maquinas paralelas

— Problemas “shop”

2. Aplicagoes
e FEscalonamento em computagao paralela
— Modelos
— Atraso de comunicagao
— Escalonamento dinamico
e Estudo de problemas reais (durante o curso...)
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Capitulo 1

Motivacao

Apesar da definigdo de escalonamento (scheduling em inglés) nao ser de dificil
compreensao, optamos por comegar com uma defini¢ao informal para em seguida
introduzirmos alguns exemplos.

Definigao informal 1 Um escalonamento € uma alocagao, no tempo, de re-
cursos a tarefas, considerando algum critério de otimizacdo.

1.1 Fabrica de tintas

No problema a seguir poderemos ver véarios exemplos de escalonamento, con-
forme as restrigoes que serao introduzidas.

Problema 1 Fadbrica de tintas: Em uma fdbrica hipotética existem m mdquinas
capazes de fabricar tintas. Conforme uma lista de pedidos, devem ser produzidas
n latas de tinta com tamanhos respectivos l1, . . ., l,. Para simplificar o problema
supomos as latas e as matérias primas mecessdrias para a producdo de tinta
estejam disponiveis em quantidades e tamanhos suficientes.

Em um primeiro passo podemos relacionar as latas as tarefas e as maquinas
aos recursos. Além disto, também podemos impor alguns critérios, intrinsecos
ao problema:

e Cada maquina sé pode fabricar um tipo de tinta por vez.
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e Vamos supor inicialmente que as maquinas sao idénticas e podem produzir
um litro de tinta por minuto.

e Um pedido sé pode ser entregue quando todas as tintas pedidas estejam
prontas. A partir desta restri¢cdo, o critério de otimizacdo “natural” é
minimizar o tempo total de fabricacao das tintas, isto é, procurar uma
solucao na qual a iltima lata seja produzida no menor tempo possivel.

A seguir vamos analisar varias possibilidades para modelar (e talvez resolver)
o problema.

1.1.1 Um problema simples?

Para comecgar, vamos supor que exista apenas um tipo de tinta, isto é, todos as
latas vao ser preenchidas com a mesma tinta. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1 Fabrica com duas mdquinas, m1 e ms e um pedido para fabricar
5 latas com tamanhos 10, 9, 8, 4 e 3.

A representacdo de um escalonamento possivel pode ser dada pelo seguinte di-
agrama de espago-tempo (diagrama de Gantt). O tempo estd representado no
eixo horizontal (no caso em minutos) e as diferentes maquinas estdo represen-
tadas no eixo vertical.

m, 10 EEN

Tt
9 10 14 17

Figura 1.1: Diagrama de Gantt para o exemplo 1.

Da representacao da figura 1.1 podemos deduzir que a maquina m; fabrica as
latas de tinta com 10, 4 e 3 litros, nesta ordem. A lata de 10 litros é preenchida a
partir do comego (instante zero) durante 10 minutos, isto é, até o instante 10. A
maquina my fabrica as latas com 9 e 8 litros. O tempo total deste escalonamento
é de 17 minutos.

Definicao 1 Denomina-se makespan o instante de tempo em que a ultima ta-
refa termina de ser erecutada.
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Um alternativa para a representacao espaco-tempo é a representacao tarefa-
tempo (ver figura 1.2). Existem problemas de escalonamento onde este segundo
tipo de diagrama pode ser mais 1til do que o primeiro.

9 m, %

1

o

Figura 1.2: Diagrama de tarefa-tempo para o exemplo 1.

Os retangulos hachurados correspondem aos instantes em que as respectivas
tarefas nao estao alocadas a nenhuma das méaquinas disponiveis.

Observando o exemplo 1 e a solucao da figura 1.1 nao é dificil de deduzir
que esta é 6tima. Intuitivamente, as maquinas estao ocupadas do inicio ao fim
do escalonamento. Mais exatamente, o tempo minimo para o problema com m
maquinas e n latas com tamanhos l1,...,[, é o mdximo entre o trabalho total
dividido pelo nimero de maquinas e o tamanho da maior lata. Se denotarmos
este tempo por LB, temos:

LB = max{r?:alx Ui, Z li/m}.

=1

Logo para o exemplo 1, LB=17, que é o makespan do escalonamento da
figura 1.1.

Observando que na busca por um escalonamento 6timo, é mais “dificil”
encontrar a alocagao para latas maiores podemos deduzir a seguinte idéia: alocar
primeiro as maiores latas. Como a alocagdo consiste também da escolha do
recurso e do intervalo de tempo, é interessante alocar cada tarefa no primeiro
intervalo de tempo disponivel. A partir destas idéias podemos propor o seguinte
algoritmo:

1. Ordene as latas em ordem decrescente de tamanho (I1,...,0,);
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2. Parai=1atén

3. aloque [; na maquina que possa executa-la mais cedo.

Este tipo de algoritmo onde as tarefas sao primeiro ordenadas para em se-
guida serem alocadas segundo um critério dado sao conhecidos como algoritmos
de lista. No caso, o algoritmo que ordena as tarefas em ordem decrescente e
aloca as tarefas o quanto antes nas maquinas disponiveis é conhecido por LPT
(Longest Processing Time First).

Vejamos agora o seguinte exemplo:

Exemplo 2 Fabrica com duas mdquinas, m1 e ms e um pedido para fabricar
5 latas com tamanhos 9, 9, 6, 6 e 6.

Aplicando o algoritmo LPT obtemos o seguinte diagrama de Gantt da fi-
gura 1.3.

Ml e e ]

Figura 1.3: Diagrama de Gantt do algoritmo LPT para o exemplo 2.

Entretanto, observando a figura 1.4 podemos constatar que o escalonamento
fornecido pelo algoritmo LPT nao foi étimo. O escalonamento da figura 1.4 tem
makespan 3 minutos menor.

N

Figura 1.4: Diagrama de Gantt de uma solugao 6tima para o exemplo 2.

E interessante observar que nem sempre a existéncia de tempos de inativi-
dade caracteriza solugoes que nao sao étimas. Observe o exemplo seguinte:

Exemplo 3 Fabrica com duas mdquinas, m1 e ms e um pedido para fabricar
3 latas com tamanhos 4, 4 e 4.
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A solugao fornecida pelo algoritmo LPT, que no caso também é uma solugao
Otima, esta representada na figura 1.5.

m, 4

7
)
8

Figura 1.5: Diagrama de Gantt de uma solug¢ao 6tima para o exemplo 3.

Encontrar a solugao étima para este problema nao é facil, isto é, este pro-
blema é considerado computacionalmente dificil. Quando o nimero de maquinas
é igual a 2, o problema é equivalente ao problema de particionar um conjunto
de ntimeros inteiros em dois conjuntos cujas somas tenham o mesmo valor 1.

Também ¢é interessante notar que o algoritmo LPT, apesar de nem sempre

fornecer a solugao 6tima, garante que o makespan do escalonamento encontrado
é no maximo % — ﬁ vezes pior que o makespan de um escalonamento 6timo.

Nos também veremos como este resultado foi encontrado no decorrer do curso.

maior que o étimo. Caracte-
€ alcangado.

Exercicio 1 No exemplo 2 o algoritmo LPT ¢é %
rize situagoes para m > 3 em que o limite % -3
Dica: para m=2 uma solu¢do € (3,3,2,2,2), para m = 3 uma solug¢do €

5,5,4,4,3,3,3.

1.1.2 Interrupcao da fabricacao de uma lata - Preemption

Uma das formas de simplificar o problema anterior é permitir que uma lata
de tinta seja preenchida por diferentes maquinas. Na figura 1.6 vemos um
escalonamento que preenche uma das latas do exemplo 3 em duas maquinas
diferentes.

Neste caso, uma das latas comeca a ser preenchida em uma mdaquina, para
em seguida ser completada em outra maquina. Para este caso, o desempenho
do algoritmo LPT nao é bom, pois ele nao aproveita a possibilidade de se alocar
uma mesma lata em maquina diferentes.

Como temos que considerar o tamanho da maior lata, pois apesar de po-
dermos encher uma lata em duas méaquinas diferentes nao podemos fazer isto

I Formalmente este problema é A"P—completo, estudaremos este assunto mais para a frente.
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m,

Figura 1.6: Diagrama de Gantt de uma solugao 6tima para o exemplo 3.

simultaneamente, o tempo minimo para resolver este problema ainda é igual a
LB = max{max!_, l;,> ., l;}. Uma idéia para um algoritmo ¢ de ocupar as
maquinas, uma a uma até o limite LB. Caso alguma lata ultrapasse este limite,
resolvemos o problema fazendo com que esta lata seja pré preenchida por outra
maquina.

1. Ordene as latas em ordem decrescente de tamanho (Iy,...,1,);
2. LB = max{ max]"; l;;> ., li};
3. 5 =1;

4. Parai =1 atén

ot

aloque /; na miquina my;
6. se a quantidade de tinta produzida por m; > LB
7. aloque a quantidade de tinta em m; — LB em m1;

8. ji=7+1;

O algoritmo dado é linear no numero de latas da instancia. Entretanto o
tempo necessario para transportar uma lata de uma méaquina a outra nao é
considerado.

Exemplo 4 Trés maquinas e quatro latas de tamanho 6.

Na figura 1.7 podemos ver o resultado do algoritmo de escalonamento com
interrupcao. Por exemplo, na maquina m, quando da alocacao da segunda lata,
o tempo LB = 8 foi ultrapassado e a lata passou a ser pré preenchida pela
maquina ms.

Quando o tempo de transporte é considerado, nem sempre o algoritmo an-
terior fornece uma solucgao 6tima.
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my 6 i

Figura 1.7: Escalonamento com interrupcao para o exemplo 4.

Exemplo 5 Trés mdquinas, sendo o tempo de transporte entre duas mdquinas
igual a 2 minutos e o tamanho das latas 6,6,4,3,2.

m; 6 I

my

J‘s

o— N

Figura 1.8: Escalonamentos do exemplo 5. O da esquerda nao considera o custo

do transporte, logo nao é valido. O da direita considera um custo de transporte
2.

1.1.3 Cada maquina produz uma cor basica

Neste caso, as latas que devem ser preenchidas com cores compostas devem
)
passar por mais de uma maquina diferente.

Exemplo 6 Dadas trés mdquinas onde cada uma produz uma cor bdsica (ma-
genta, azul e amarelo) produzir 5 latas de tinta sendo: 2 litros de tinta azul, 1
litro de verde (amarelo+azul), 3 litros de marrom (magenta+azul), 2 litros de
laranja (magenta+amarelo) e 1 litro de preto (mistura de todas).

1.1.4 Cada maquina produz todos os tipos de cores

Apesar deste problema parecer inicialmente mais simples, com hipoteses rea-
listas, este problema é na verdade muito complicado (na verdade muito mais



10 CAPITULO 1. MOTIVACAO

dificil que o problema da secao 1.1.1. Se por exemplo, considerarmos que para
mudar a produgao de uma cor ¢; para uma cor ¢; o custo é de ¢;;, veremos que
este problema em uma sé méquina é equivalente ao TSP (Traveling Salesman
Problem).

Exemplo 7 Dado um pedido de 4 latas de 5 litros de tinta diferentes, com cores
C1, ..., Cq, € uma mdquina que produz todos os tipos de cores, onde o tempo para
mudar da producdo de uma cor ¢; para uma cor c; € ci;, QUETeMOs MINIMizar o
custo de produgdo de uma série destes pedidos.

No exemplo anterior, como s6 existe uma maquina e o tempo de producgao de
cada lata é o mesmo, o importante é determinar a ordem em que as cores serao
produzidas. O diagrama de Gantt de um escalonamento sera parecido com o
da figura 1.9, sendo que a cada vez o ciclo de produgao destas quatro tintas se
repete.

41 1 12 3 4

Figura 1.9: Formato dos escalonamentos para o exemplo 7.

Se as tintas sao produzidas na seguinte ordem de cor ¢;,, ¢;,, Ciy, Ciy, O Ma-
kespan deste escalonamento serd igual a 20 + ¢4, + Ciyi, + Cigis + Cigi,- LOgO
o problema de minimizagao se resume a encontrar uma ordem de fabricagao de
tintas tal que a soma dos custos de transigao entre uma cor e a cor seguinte seja
minimizada.

Observe agora o grafo da figura 1.10. Neste grafo temos 4 vértices, numera-
dos de 1 a 4, assim como arcos com peso c;; entre cada vértice i e cada vértice

Jri#
)
X
(o)

Figura 1.10: Grafo dirigido, onde o peso do arco do vértice ¢ ao vértice j é c;;.

Um circuito C = (iy,12,13,44) no grafo da figura 1.10 corresponde exata-
mente a producao das cores na ordem c¢;,, ¢;,, Ciy, Ciy. LOgo minimizar o peso
do circuito é equivalente a minimizar o tempo de escalonamento de um pedido.
Quando os pesos das arestas tém como significado a distancia entre duas cidades
o problema é conhecido por TSP (Traveling Salesman Problem).
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1.2 Escalonamento em computacao paralela

Uma aplicagao bem interessante do escalonamento é a elaboragao de programas
paralelos, a partir de algoritmos sequenciais. Dada uma aplicagao seqiiencial,
a mesma pode ser decomposta em tarefas, as quais obedecem relagoes de pre-
cedéncia. Qualquer alocacao em um unico processador que respeite as relagoes
de precedéncia, sem inatividade do processador entre as tarefas, terd tempo de
execugao seqiiencial 6timo.

Por outro lado, quando dispomos de varios processadores, devemos encontrar
uma atribuicao de processadores e intervalos de tempo para cada uma das tare-
fas. Um dos objetivos naturais é o de minimizar o tempo de execugao paralela,
isto é, minimizar o makespan. Para isto devemos encontrar entre as alocagoes
validas, a com o menor tempo de execugao.

Entre as varias dificuldades, antes mesmo de tratar o problema de esca-
lonamento, podemos citar: escolher uma aplicagao seqiiencial, encontrar uma
decomposicao conveniente da aplicagao em tarefas e encontrar um compromisso
no modelo para a maquina paralela entre o realismo do mesmo e a dificuldade
de trabalhar com o mesmo.

Exemplo 8 Multiplicacao matriz vetor.

Dadas uma matriz A, n X n onde n € par, e um vetor x de tamanho n,
calcular b = A x x. Particionando a matriz e o vetor em blocos temos:

(3 2)-(2)-(2)
Aoy Ag T2 by )

O grafo de precedéncia que representa as tarefas estd desenhado na figura 1.11.
Nao € dificil de ver que cada um dos quatro nés mais a esquerda, podem eles
mesmos, serem divididos em sub-drvores com o mesmo formato. Conforme o
tamanho de cada tarefa no grafo, define-se a granularidade do grafo de pre-
cedéncia.

Na figura seguinte temos um exemplo de escalonamento para o grafo da
figura 1.11. As tarefas que efetuam as multiplicagoes das sub matrizes sao
maiores que as que fazem a soma, que sao maiores do que a que une by e by em
um unico vetor.
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ON

o
Figura 1.11: Grafo de precedéncia do algoritmo de multiplicacao matriz vetor.
Os nds mais a esquerda correspondem as multiplicacoes A;; x by, os nés do meio

a somas parciais para a obtencao de by e by e 0 né da direita a jungao de by e
by para obter b.

x [ x [+
x 1+ 777772 |
W7/

Figura 1.12: Escalonamento do grafo da figura 1.11 em trés processadores.

1.3 Campeonato de Futebol

Nos dois préximos exemplos, veremos dois problemas de escalonamento dificeis
que nao possuem formas de modelagem padrao através de técnicas de escalona-
mento. Nos dois casos, um algoritmo que encontra uma solugao 6tima para os
problemas deve verificar todas as possibilidades, que sao em ntimero exponencial
no numero de entradas.

Dados varios campeonatos de futebol, cada um com o seu calendario de jogos
pré-determinado (ex: Copa do Brasil, Libertadores e Campeonatos estaduais),
determinar uma atribuicao de equipes a estas vagas de tal forma que a chance
de uma equipe jogar duas partidas em menos de 48 horas seja minimizada.

Por exemplo, no primeiro semestre de 2000 varios campeonatos e copas fo-
ram realizados, alguns times s6 participaram de campeonatos estaduais, outros
participaram dos campeonatos estaduais e da Copa do Brasil, poucas equipes
participaram de duas copas e do campeonato estadual respectivo. Sabendo que
as copas sao disputadas no sistema eliminatério com duas partidas, é facil co-
nhecer todas as datas possiveis de jogos segundo a chave em que a equipe é
alocada. O mesmo ¢é valido para os campeonatos, onde apds o turno e returno,
um sistema eliminatério é colocado em pratica para as quatro equipes com mais
pontos.

Varios jornais noticiaram no comego do campeonato que equipes como o
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Palmeiras e o Corinthias teriam partidas em datas conflitantes caso chegassem
ao final das trés competigoes. Sabendo-se que existem equipes com mais chance
de chegar a final das competicoes (por exemplo: a chance do Palmeiras chegar
a final de uma competigdo é maior do que a do Atlético Paranaense), pode-se
criar calendarios com pouca chance de conflitos?

Exemplo 9 Consideremos o sequinte exemplo: mo decorrer de um més 8 equi-
pes participam de uma copa, sendo que quatro delas também participam de um
campeonato. Na figura 1.13 vemos as fases da copa, as quartas de final devem
ocorrer até o dia 10, as semi-finais do dia 11 ao dia 20, e a final a partir do dia

21.

quartas
time 1 semi-final
final
time 2
time 3
ganhado
time 4
time 5
time 6
time 7
time 8

Figura 1.13: Copa com 8 equipes.

Por outro lado, para o campeonato da figura 1.14, a rodada i deve ocorrer
entre os dias 5% (i —1) +1 e 5*i. Como determinar as datas em que cada
equipe deve jogar?

time:lqt&:)rtas rodada 1 rodada 2 rodada 3 rodada 4 rodada 5 rodada 6
_ ®x® @x© ®Ox@ ®x® Ox® 0Ox®
tlme2

time3©

ines © ©Ox@ ®x@® ®xO ©Ox© ©Ox® Ox®
ime

Figura 1.14: Campeonato com 8 equipes.

Para resolver este problema podemos associar os jogos a tarefas e os times aos
recursos. Para o campeonato, cada tarefa é composta de 6 partes, cada uma
correspondendo a uma rodada. Como nao podemos conhecer de antemao quem
estara na final da copa, todos as tarefas serao compostas de 3 partes, sendo que
algumas delas, conforme o resultados dos jogos nao serao executadas.

Uma unidade de tempo natural para resolver o problema sao os dias, mais
especificamente os dias do més. Dado um escalonamento, a sua pontuagao
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pode ser dada pelo nimero de méquinas (no caso equipes) que sdo utilizadas
mais do que uma vez por periodo de 3 dias. Finalmente, a execugao de uma
tarefa fora das datas pré-fixadas pode ser penalizada com +oo. Claramente, um
escalonamento com custo zero respeita as 48 horas de descanso necessarias para
os jogadores.

Uma forma de resolver este problema, sem enumerar todas as solugoes possiveis,
é a partir de vérias solugoes iniciais, algumas talvez com custo oo, procurar
solugbes melhores. No caso esta procura é feita localmente, observando as
solugoes vizinhas. Sendo estas caracterizadas ou por uma mudanca de data
de entre jogos de uma mesma equipe, ou através da mudanga de posicao de
duas equipes na tabela de uma das competigoes. Veremos mais adiante em
detalhes a aplicagao deste método.

Um exemplo de escalonamento do exemplo 9 pode ser visto na figura 1.15.
Além de respeitar os critérios originais do problema, este escalonamento também
maximiza o nimero de dias com jogos de futebol no més. Os quadrados com
C representam jogos da copa e os quadrados com R jogos do campeonato, para
saber a fase de cada uma das competi¢oes basta contar o niimero de jogos da
competicao a partir do inicio do més. E interessante ressaltar que apesar de
apenas duas equipes disputarem a final da copa, foi necessario “alocar” a data
no calendério de todas.

time 1 [CAZIRI VARV J207AR 7724 AR A 27AR )70 AC 27AR )
tme 2 |\CYZIRVJ7170 AR VAR 474 AR 2400 ARV J7AC 007AR]
time 3 ] ClZ7] RUZARV AR A 7R AR 2 J7AC 007AR]
tme 4 7] ClZ7Z]RZVAR VAR 72247 J7AR 30 ARV J7AC QAR
tme 5 17]C 707078 A C 7074 04 070 4 A C 00723
time 6 17 C 707078 A C 7074 A 070 A 4 A C 07
time 7. 1777 C U A C 7074 A4 0 4 A C 7
time 8 %%%%?E%%%E%%%%%%%%%%%%%%%?n%%%?

Figura 1.15: Calendério com as datas dos jogos.

1.4 Atribuicao de carga didatica

Como, neste exemplo, as modelagens podem ser bem variadas, vamos ape-
nas apresentar o problema e sugerir alguns fatores que devem ser levados em
conta. Dados um elenco de disciplinas e um quadro de docentes, encontrar uma
alocagao de docentes aos cursos, que também devem ser alocados a uma grade
horaria que maximize as prioridades iniciais de escolha das disciplinas pelos
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docentes.

Naturalmente para o problema acima algumas configuracées devem ser pe-
nalizadas com +oo, entre elas podemos citar: alocar o mesmo docente para
disciplinas diferentes com interseccao de horario e alocar disciplinas para os
alunos de uma mesma turma em horérios conflitantes. Outras configuracoes
também podem ser penalizadas, como alocar mais do que um maximo, ou me-
nos do que um minimo de carga horaria por docente e deixar “buracos” entre
as disciplinas da mesma turma.

Outros critérios interessantes sao: permitir aos docentes que digam qual as
disciplinas que preferem ministrar e permitir também a escolha do periodo de
aulas. Como nem sempre vai existir um escalonamento que respeite todas as
condigoes dadas, no caso da busca de uma solugao para o problema, é bem in-
teressante a participagao interativa de um programador, que colocard critérios
adicionais para resolver o problema (ex: senioridade dos docentes e conside-
rar as disciplinas para quais os docentes sao capazes de ministrar, ao invés da
preferéncia dos mesmos).
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Capitulo 2

Introducao

Apos termos visto alguns exemplos, assim como sua defini¢do informal, neste
capitulo apresentaremos escalonamento formalmente. Primeiramente veremos
a definicao e em seguida a classificacao de trés campos, a qual é muito utilizada
na literatura.

2.1 Definicao

Antes de podermos definir escalonamento, precisamos definir algumas notagoes
relativas aos recursos e as tarefas. Na maior parte dos problemas consideramos
0s recursos, representados por um conjunto de m maquinas, denotamos cada
méquina por m; e o conjunto das maquinas por M = {myq,...,m,,} e n tarefas
T ={t1,...,tn}.

Associadas as tarefas temos as seguintes caracteristicas:

tempo de execugdo (p;;): Tempo necessdrio para a execugdo completa da ta-
refa t; na maquina m;. Caso as mdquinas sejam idénticas este tempo é de-
notado apenas por p;. No caso de méquinas especializadas, isto é, quando
a tarefa t; s6 pode ser executada em um subconjunto M; de M, p;; s6 é
definido para i € M;.

data de disponibilidade (r;): Corresponde ao instante em que a tarefa ¢;
estd disponivel, isto é, o primeiro instante em que a tarefa ¢; pode comecar
a ser executada.

data devida (d;): Instante de tempo no qual a tarefa ¢; deve estar pronta.

17
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Conforme o problema, o término da execugao da tarefa t; apés d; é per-
mitido, mas existe uma penalizacao associada no critério de otimizacao.

A partir destas caracteristicas podemos definir um escalonamento:

Definicao 2 Um escalonamento é uma atribuicao de tarefas a recursos, no
tempo, que obedece as sequintes propriedades:

e cada tarefa € atribuida a wma mdquina por vez, isto é, uma tarefa nao
pode ser executada por mais do que uma mdquina simultaneamente;

e cada maquina executa no mdximo uma tarefa por vez;

a tarefa t; ndo € executada antes da sua data de disponibilidade (r;);

todas as tarefas sao executadas por completo.

7

A definicdo anterior é bem geral e é valida para a maioria dos problemas de
escalonamento cldssicos. Geralmente, conforme as condi¢ées do problema, um
escalonamento deverd obedecer propriedades adicionais. E interessante ressal-
tar que também existem problemas de escalonamento para os quais algumas
das propriedades da definicao anterior nao sao validas; por exemplo, existem
alguns modelos mais recentes nos quais uma mesma tarefa pode ser executada
simultaneamente em méquinas distintas.

2.2 Notacao

Com o objetivo de se criar uma classificagao dos problemas de escalonamento,
uma nomenclatura béasica, que classifica os diversos tipos de problema de escalo-
namento, foi introduzida por [1]. A notagdo é composta por trés campos «|8|y,
onde o primeiro campo descreve os recursos, o segundo as tarefas e finalmente
o tltimo o critério de otimizagao.

2.2.1 Recursos - campo «

Os tipos mais comuns de recursos sao as maquinas paralelas e as maquinas tipo
“shop” (especializadas). No primeiro caso as tarefas podem ser completadas por
uma uUnica maquina. Para o segundo caso existem tarefas que podem precisar
ser executadas em maquinas distintas.
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MaAquinas paralelas

Existem, com relagao as maquinas paralelas, trés parametros principais: a quan-
tidade, o desempenho e a especifidade. O nimero de méquinas pode variar de
uma a tantas quantas forem necessdrias (geralmente denota-se este ultimo caso
através de uma quantidade infinita de méquinas). O desempenho das maquinas
pode ser idéntico ou existirem maquinas com velocidades diferentes. O desem-
penho pode inclusive depender da tarefa a ser executada. Finalmente, podem
existir tarefas que necessitem de um tipo de maquina especifico para serem
executadas. As principais variagoes estao descritas abaixo:

1: Uma maquina;

P,, ou P: m maquinas idénticas. Todas as méaquinas podem executar todas
as tarefas com a mesma velocidade. Caso existam restricoes quanto a
maquina onde a tarefa t; pode ser executada, por exemplo em um sub-
conjunto M; de P,,, estas restrigbes farao parte do segundo campo ().

P, ou P: numero ilimitado de maquinas idénticas;

Q.mn: m maquinas com velocidades diferentes, onde a velocidade de cada maquina
é chamada de v;. Logo a velocidade de execucao nao depende da tarefa
executada. Se uma tarefa t; é executada em uma maquina m; o seu tempo
de processamento p;; € igual a p;/v;. Este ambiente também é conhecido
por maquinas uniformes;

R,,: Neste caso, as velocidades de processamento das tarefas nas m maquinas
néo obedecem & mesma razdo. A execucdo de uma tarefa depende ao
mesmo tempo da méaquina e da tarefa. A maquina m; pode executar a
tarefa t; com velocidade v;;. Logo o tempo de execucdo da tarefa ¢; na
méquina m; ¢ igual a p;/v;;.

E interessante observar que o ambiente P,, é um caso particular do ambiente
Qm, 0 qual também é um caso particular do ambiente R,,. Também podemos
encontrar os ambientes do tipo @) e R com um ntimero nao limitado de maquinas.

Maquinas Shop

Em sistemas de producao as maquinas sao consideradas como dedicadas, ao
invés de paralelas como anteriormente. Veremos os trés principais modelos de
sistemas de producao.

Flow-shop - F,,: No modelo flow-shop, todas as tarefas tém o mesmo nimero
de operacoes as quais sao executadas na mesma ordem, por todas as m
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méquinas em série. Apds a execucao em uma maquina, a tarefa entra na
fila para execugao na proxima méquina. Geralmente, as filas respeitam a
disciplina FIFO (first-in, first-out);

Open-shop - O,,: Neste modelo as tarefas também devem ser executadas por
todas as m maquinas; entretanto, alguns dos tempos de execucao podem
ser nulos. Nao existem restrigoes quanto a ordem das méaquinas onde cada
uma das tarefas deve passar;

Job-shop - J,,: Neste modelo cada uma das tarefas possui um roteiro pré-
determinado. O numero de maquinas, como nos modelos anteriores, também

é m. Um tipo especial de job-shop onde uma tarefa pode visitar uma

méaquina mais do que uma vez, é denominado por recirculacdo (com a

palavra recrc no segundo campo).

2.2.2 Tarefas - campo [

Nés ja vimos na introdugao algumas das caracteristicas das tarefas, como tama-
nho (tempo de execugdo), data de disponibilidade e data de término. Veremos
agora algumas das outras possibilidades mais comuns:

Tempo de preparacao da maquina - s;;: Dadas duas tarefas t; e tg, s
corresponde ao tempo de preparacao de uma maquina que executou uma
tarefa t; e vai executar uma tarefa t;. Caso este tempo também dependa
da maquina m; em questao, usa-se a notagao S;jx. No caso de t; ser a
primeira (ou ultima) tarefa executada na méquina, o tempo de preparagao
e denotado so; (s50)-

Relagoes de precedéncia - prec: Quando existe, a ordem para a execugao
de tarefas geralmente é representada por um grafo orientado, onde os
vértices correspondem as tarefas e os arcos as relagoes diretas de pre-
cedéncia. Uma arco de uma tarefa t; a uma tarefa ¢ faz com que a tarefa
t;, possa iniciar sua execugao apenas apés o término da tarefa t;. Caso o
grafo de precedéncia pertenca a uma familia especifica, ao invés de prec
coloca-se 0 nome da familia no segundo campo. Os mais comuns sao:
intree, outree, chains, split-compute-merge, entre outros.

Tempo de comunicacao entre maquinas - c;;: Esta possibilidade estd sem-
pre ligada a algum tipo de relagao de precedéncia entre as tarefas. No caso
de uma relagao direta de precedéncia entre duas tarefas t; e ¢y, se a tarefa
t) finaliza a sua execucdo no instante ¢ na maquina m;. A tarefa t nao
pode iniciar a sua execugao antes do instante ¢, na mesma maquina m;,
ou do instante ¢ + ¢j; em qualquer outra maquina.

Interrupgao - prmp: Quando é possivel interromper uma tarefa, ela nao pre-
cisa necessariamente terminar na mesma maquina em que comegou a sua



2.2. NOTACAO 21

execucao. O tempo de execucao utilizado até a interrupcao nao é per-
dido. Quando a tarefa volta a uma maquina, ela sé precisa ser executada
durante o tempo restante apds a tultima interrupcao.

Restricoes de escolha de maquina - M;: Este item aparece no segundo
campo quando a tarefa t; s6 pode ser executada em um subconjunto
Mj Cc M.

Além das possibilidades anteriores, também existem varias possibilidades
para algoritmos do tipo flow-shop, como: permutagao (prmu) - quando a fila
ndo é necessariamente FIFO, bloqueio (block) - quando a fila tem tamanho
limitado e sem espera (nwt) - quando a fila tem tamanho zero.

No caso de novos problemas de escalonamento, que nao se adaptem as va-
riagoes precedentes, pode-se definir novos parametros para os campos, desde
que os campos recursos, tarefas e critério sejam respeitados.

2.2.3 Critério de otimizagao - campo v

Para podermos definir os principais critérios de otimizagao, precisamos antes
denotar o instante em que cada tarefa ¢; termina a sua execucao. Este instante
¢ normalmente chamado de C;. Para cada tarefa é associada uma fungao custo
f;(C;). A fungdo de custo total para a maioria dos critérios de otimizagao
correspondem ao maximo,

max{ f;(C;)|1 < j < n},

ou a soma de todos os custos

> H(C).
j=1

O problema de escalonamento consiste em encontrar uma solugao que mini-
mize a funcdo de custo total. As fung¢oes mais comuns sdo:

Makespan - Ciax:  definido como o instante de tempo em que a tltima tarefa
é finalizada,
Chnax = max{Cy,...,Cyp}.
Neste caso o critério corresponde ao méximo e as funcoes f;() sdo fungdes
identidade.

Tempo de total de término - > C;: definido como a soma dos instantes
de término de cada tarefa,

Y oi=> ¢
j=1



22 CAPITULO 2. INTRODUCAO

Tempo de total de término ponderado - Y w;C;: definido como a soma
dos instantes de término de cada tarefa com peso wyj,

ch = ijCj.
j=1

Outras fungdes comuns sao:

L; =C; —d; lateness (grau de atraso, pode ser negativo)
E; = max{0,d; — C;} earliness (grau de “adiantamento”)
T; = max{0,C; — d;} tardiness (grau de atraso efetivo)

< d
U; = { 0se Cj < d penalidade unitaria por atraso

1 caso contrario

A melhor forma de visualizar o comportamento das fungoes acima é através de
uma andlise grafica. Na figura 2.1 podemos ver cada uma das curvas.

Figura 2.1: Graficos de diversas fungdes comuns em escalonamentos.

Entre os critérios mais comuns estao os seguintes critérios:

e Tardiness total ponderada - (> w;T;);
e Total ponderado de tarefas atrasadas - (> w;U;);

o Atraso méaximo - (max L;).
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Da mesma forma que o makespan max C; é denotado por Chax, 0s critérios
de minimizagao também sao denotados por Lmax, Pmaxs Imax € Umax-

Exercicio 2 Podemos ver que existem fungées que penalizam o atraso (Lj) ou
o término antes do tempo (E;). Escreva uma fungdo que penaliza ao mesmo
tempo o término adiantado, ou atrasado. Modifique a fungao anterior, de forma
que um intervalo de tolerancia de € da data d; ndo seja penalizada.

2.3 Exemplos

Com o intuito de facilitar o aprendizado das diversas notagoes para os problemas
de escalonamento, veremos alguns exemplos.

2.3.1 P,|prec;pj = 1|Chax

E o problema de escalonar tarefas com tempo de execugao 1 e relagoes de pre-
cedéncia arbitrarias em m méquinas idénticas, de forma que o makespan seja
minimizado.

Uma instancia do problema corresponde a um grafo e uma quantidade de
maquinas. A figura 2.2 mostra um grafo de precedéncia: uma instancia do
problema corresponde a este grafo e um numero determinado de maquinas.

P

Figura 2.2: Um possivel grafo de precedéncia para problema P, |prec;p; =
1|Cmax-

Na figura 2.3 podemos ver um escalonamento vélido em duas méquinas com
makespan 5.

Na figura 2.4 podemos ver um escalonamento, para o mesmo grafo, agora
em trés maquinas. O escalonamento em trés maquinas tem makespan 4. E
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m, ) 2| 477

myi1]3] 5 g 7

5

Figura 2.3: Escalonamento do grafo da figura 2.2 em duas méaquinas.

m, 7] 47
m, 7] 2[5

myl1]3[6]7

4

Figura 2.4: Escalonamento do grafo da figura 2.2 em trés maquinas.

interessante notar que com o uso de uma maquina adicional foi possivel en-
contrar (facilmente) um escalonamento melhor. Mas qual é o escalonamento
com o menor makespan, para o grafo da figura 2.27 Observando que o maior
caminho entre uma raiz e um vértice terminal (folha) é 4, podemos deduzir
facilmente que nao é possivel encontrar um escalonamento melhor (mesmo com
mais méquinas). Este limite inferior, que pode ser encontrado para qualquer
grafo de precedéncia e é denominado caminho critico.

Além do caminho critico também é interessante observar no grafo o nimero
maximo de tarefas que podem ser executadas simultaneamente, também deno-
minado largura de um grafo. No caso desta instancia, a largura é 3 (os seguin-
tes subconjuntos de tarefas podem ser executados simultaneamente: {4,5,6} e
{4,5,7}). E importante notar que dois vértices tj et podem ser executados ao
mesmo tempo se e s6 se ndo existe um caminho orientado entre t; e tx.

Antes de passarmos para o préximo exemplo, um pouco mais de notacao. De-
notamos os sucessores diretos de um vértice v1 por succ(vy), os seus predecesso-
res sao denotados por pred(vy). No grafo da figura 2.2 temos: succ(3) = {4, 6},
pred(6) = {3} e succ(4) = {0}.
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2.3.2  Pylprec;dup;p; = 1; cjr, = 7|Crnax

Escalonamento de n tarefas com relagoes de precedéncia em um ntmero ili-
mitado de maquinas. Todas as tarefas tém tempo de execucao 1, podem ser
duplicadas e o tempo de comunicacao entre quaisquer duas maquinas é sempre
~. O objetivo é de minimizar o makespan.

Veremos trés escalonamentos diferentes, conforme o valor de v para o grafo
split-compute-merge da figura 2.5.

(O~
G~—~0—
()=
()

Figura 2.5: Grafo split-compute-merge.

Conforme o custo da comunicagao, um escalonamento com makespan 6timo
duplica mais ou menos tarefas. A figura 2.6 apresenta um escalonamento para
v = 0.5. As c6pias de uma tarefa sdo indicadas por indices linha. Podemos ver
que a duplicagao para poder executar as tarefas 9 e 10 no instante 3 sempre
¢é interessante, independentemente do custo da comunicagao. Uma eventual
duplicacao das tarefas 5, 6 ou 7 nao permitiria que a tarefa 8 fosse executada
mais cedo.

Figura 2.6: Escalonamento do grafo da figura 2.5 para v = 0.5 em quatro
maquinas.

Podemos ver na figura 2.7 um escalonamento onde o custo de comunicagao é
maior, neste caso v = 3. A tarefa 8, nao pode comecar antes pois a tarefa 7 foi
executada em outra méquina, e a comunicacao sé ficou disponivel 3 unidades
de tempo ap0ds o término da tarefa 7.
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1 3 6
1] 4 7
1|4 |7
1 2

Figura 2.7: Escalonamento em trés maquinas do grafo da figura 2.5 para v = 3.

Finalmente quando v = 10 o uso de uma comunicagao entre quaisquer duas
tarefas implicaria em um makespan de ao menos 12. Logo a duplicagao acaba
substituindo a comunicagao.

1| 4 7 9

Figura 2.8: Escalonamento em trés maquinas do grafo da figura 2.5 para v = 10.

2.3.3  1|rj; prmp| Liax

Este é o problema de encontrar um escalonamento, em uma maquina, com
interrupcao e datas de disponibilidade. O critério de otimizagao é minimizar a
lateness maxima.

Na tabela 2.1 temos uma instancia do problema. onde para cada tarefa t;

i1 2 3 4
p; |2 1 2 2
T4 1 2 2 7
d; |2 3 4 8

Tabela 2.1: Instancia do problema 1|r;; pmitn|Lyax.

temos o seu tamanho, data de disponibilidade e data devida. Um escalonamento
possivel pode ser visto na figura 2.9. Neste caso Lyax = 4.

Para esta instancia, nao é dificil construir um escalonamento melhor, mas
para isto vamos construir um escalonamento passo a passo. No instante zero
nenhuma tarefa estd disponivel, logo a maquina nao é utilizada. No instante 1
apenas a tarefa t; pode ser executada. Ja no instante 2, trés tarefas podem ser
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J112] 3 |17 4|

Figura 2.9: Escalonamento para uma instancia do problema 1|r;; prmp|Lmax.

executadas: um pedacgo de t1, to e t3. Intuitivamente, vamos escolher a tarefa
com a data devida mais préxima, isto é, t;. Continuando com este raciocinio
chegaremos ao escalonamento da figura 2.10.

7 7
1 2 1 ) 4 4
7\ | A

T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.10:  Outro escalonamento para uma instancia do problema
1|rj; prmp|Lmax. As tarefas executadas apds a data devida estdo indicadas em
cinza claro.

Apesar do escalonamento da figura 2.10 ter o mesmo makespan que o escalo-
namento anterior, temos Ly =4—2=2,Ly=0;L3 =6—-4=2e L4 =9-8=1.

Exercicio 3 FEscreva o algoritmo que forneceu o escalonamento anterior. No
caso da instancia anterior, existe um escalonamento melhor? Poderiamos es-
colher, para cada tarefa disponivel, ao invés da tarefa t; com data devida mais
prozima o mdzimo da diferenca entre o melhor C; possivel e r; ? Qual critério
€ o melhor?

2.3.4  Js|pi; = Lirecrc|Cpax

Problema de minimizar o makespan de trés maquinas job shop onde as tarefas
tém tempo de execugao unitario e podem passar mais do que uma vez pela
mesma maquina.

Uma instancia do problema é:

ctapas

11 2 3 4
tl mq ms mo mia
t2 mo ms

t3 ms mi

t4 mi ms mq

t5 ms mi mo ms
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Um escalonamento possivel estd representado na figura 2.11.

mo[t, [t |t [t |t |t

11 I U R A O I

Figura 2.11: Escalonamento para uma instancia do problema J3|p;;
1;recre|Crmax.

2.3.5  Pu|rj; dj; My; pj| X w;T;

Ainda nao escrevi nada a respeito deste problema. A parte interessante é que
ele serve de modelo para o problema seguinte:

Atribuicao de terminais de embarque a avides:

“Dadas as caracteristicas dos avioes e seus horarios de partida, assim
como a capacidade de cada terminal do aeroporto, encontrar uma
atribuicao véalida de horarios e terminais para os avides, se possivel
respeitando os horarios de partida”.

O m corresponde ao niimero de terminais de embarque, o 7; a0 momento em
que o avido j estd pronto para o embarque (now boarding :)), d; corresponde
ao momento em que o aviao j tem que estar pronto para a decolagem, M; o
conjunto de terminais em que o avido j pode estacionar, e finalmente p; é o
tempo de embarque para o aviao j.

No critério de otimizagao cada aviao j tem um custo de penalizagao associ-
ado ao atraso na decolagem de w;. A penalizacdo sé é aplicada no caso de a
decolagem ser apés o horério d;.

Exemplo 10 Para um aeroporto com 3 terminais, temos os sequintes seis
avioes para escalonar:
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i1 2 3 i 5 6
v |2 1 3 3 2 ]
N 1 112
d |3 3 5 i 5 7
My {1}y {1.2,3p {12} {3} {3} {1,2}
w; | 10 2 5 2 2 5

Para o qual um escalonamento possivel é mostrado na figura 2.12. O valor
deste escalonamento é: 2, pois o Unico aviao atrasado é o 5, de uma unidade de
tempo e seu peso e 2.

Figura 2.12: Escalonamento possivel para o exemplo 10.

2.3.6 Um exemplo curioso

Este exemplo foi copiado de Pinedo [1]. Antes do exemplo, vejamos a seguinte
definicao:

Definicao 3 Um escalonamento vdlido é dito sem atraso se nenhuma mdquina
fica inativa quando ezistem tarefas disponiveis para serem executadas.

Exemplo 11 Intuitivamente, os escalonamentos sem atraso parecem os melho-
res. Considere a sequinte instincia de Pa|prec|Crax-

7 |1

2 3 4
pi |8 T 7T 2

5 6 7 8 9
3 2 2 8 8 15
Com o grafo de precedéncia da figura 2.183.

Um escalonamento 6timo com makespan 31 pode ser facilmente obtido. Para
isto podemos usar um algoritmo guloso, que escolhe a tarefa com maior caminho
critico. Inicialmente, sdo alocadas as tarefas 1 e 4; em seguida, apds a tarefa 4
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Figura 2.14: Escalonamento em dois processadores.

alocamos a tarefa 5, pois o caminho até a tarefa 10 tem peso maior do que os
outros. A alocagdo completa estd na figura 2.14.

O que acontece se diminuirmos o tempo de processamento de cada tarefa
em uma unidade? Podemos ver um escalonamento sem atraso na figura 2.15.
O escalonamento apesar de tarefas de tamanhos menores, ficou com makespan
maior.

Figura 2.15: Escalonamento, com tarefas menores, em dois processadores.

Fazendo a alocagao sem atraso em trés processadores temos como resultado
um makespan maior (no caso 36), ver figura 2.16.
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Figura 2.16: Escalonamento em trés processadores.

Finalmente na préxima figura (2.17), podemos constatar que a introdugao
de um tempo de inatividade (quadrado cinza) propiciou um makespan menor.
Este, como tem o mesmo tamanho que o caminho critico, é étimo.

- 7

X
m, 4‘ 5 77 2 ‘ 10 ‘

3
o
~
©

30

Figura 2.17: Escalonamento étimo em trés processadores.
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Capitulo 3

Nocoes de complexidade

Veremos neste capitulo alguns conceitos bésicos para classificar os problemas de
escalonamento segundo o seu grau de dificuldade. Apesar da teoria envolvida ser
bastante complexa e abrangente, vamos nos concentrar em alguns tépicos basicos
que serao uteis para a resolucao na pratica de problemas de escalonamento.

O objetivo principal deste capitulo é de fornecer a base necessaria para se
analisar problemas de escalonamento, para em seguida propor solugoes exatas,
ou nao, para os mesmos. Para uma descricao mais detalhada da area de com-
plexidade sugerimos o livro de Garey e Johnson [?].

3.1 Reducao entre problemas de escalonamento

Antes de vermos um apanhado da teoria de complexidade, vamos estudar as
relagoes de dificuldade entre alguns problemas de escalonamento. Para isto,
vamos definir uma relacao de reducao que, dados dois problemas, indica que
um nao é mais dificil do que o outro. Isto é se = se reduz a y sabemos que
um algoritmo que resolve y também resolve, sem grandes modificagoes, . Em
seguida veremos o significado formal destas eventuais modificagoes.

Vamos comecar analisando os tipos de maquina. Se temos um algoritmo A
que resolve R,,|0|v, este mesmo algoritmo também resolve Q,,|B|y; para isto
basta igualar v;; a v;. Da mesma forma, o algoritmo A também resolve Py, |37,
igualando v;; = 1. Finalmente, se resolvermos o problema para m = 2 este
algoritmo também serve para resolver Py|(|y. Estas relagoes podem ser vistas
na figura abaixo:

33
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Figura 3.1: Relacoes de complexidade entre os tipos de maquinas Py, Py, @y, €
Ry,.

Entretanto, olhando as relagoes acima, representadas por arcos vemos que,
na verdade, cada um dos problemas do pardgrafo anterior é um caso particular
do problema seguinte. Logo, a figura que representa as relagoes de dificuldade é
na verdade a figura 3.2. Esta, além de fornecer as informagoes da figura anterior
pois claramente a operacao de reducao é transitiva, também fornece a relagao
entre os problemas com maquinas P, P, € Q.

Cr—~—~(—®

Figura 3.2: Relagoes detalhadas de complexidade entre os tipos de méaquinas
P27vaQm € Rm-

De uma forma geral temos o grafo de precedéncia da figura 3.3. Nesta figura,
podemos ver que o caso com apenas uma maquina é um caso particular de todos
os problemas. Vemos também que o problema do flow-shop é um caso particular
do job-shop, pois basta assumir no segundo que o roteiro de todas as tarefas é
o mesmo, da primeira a tltima maquina.

E)—~(—®)
OmuOmO,

Figura 3.3: Relacoes de complexidade todos os varios de maquina.

Finalmente, podemos observar que existem problemas que nao estao relacio-
nados com outros. Isto é, nao se pode afirmar que um problema com maquinas
homogéneas qualquer nao seja mais dificil do que um problema job-shop qual-
quer.

Da mesma forma também existem relaces de dificuldade entre os proble-
mas de escalonamento quando variamos o campo das tarefas 5. Na figura 3.4
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vemos um exemplo do grau de dificuldade do problema com diversas relagoes
de precedéncia entre as tarefas.

©) @@

Figura 3.4: Relagoes de complexidade segundo as reagoes de precedéncia. O o
indica tarefas independentes.

Quando nao existem relagoes de precedéncia entre as tarefas, o problema nao
é mais dificil do que o problema onde as relagoes de precedéncia sao cadeias. O
primeiro caso, é um caso particular do segundo, no qual cada tarefa pertence a
uma cadeia unitaria. Da mesma forma, cadeias também sao um caso particular
de grafos split-compute-merge e de arvores. Finalmente, estes tltimos sao casos
particulares de grafos de precedéncia em geral.

Existem também, como para as maquinas, parametros para o campo 3 que
nao estao relacionados entre si, como por exemplo r;, s;;, prmp e M;. Nao
¢ possivel dizer que um problema com o campo M; nao é mais dificil que um
problema com o campo r;. Por outro lado, algumas destas condi¢ées apenas
complicam o problema, por exemplo o problema sem custo de comunicagao entre
as maquinas nao é mais dificil que o problema com o parametro c;;. Se existe
um algoritmo que resolve o segundo tipo de problema, basta zerar os custos de
comunicagao para resolver os problemas do primeiro tipo.

Até aqui, todas as relacoes de dificuldade vistas estavam relacionadas a clas-
ses de problemas contidas em outras classes mais genéricas. Em seguida veremos
relagbes que podem ser um pouco mais sofisticadas.

oL

Figura 3.5: Relacoes de complexidade segundo os critérios de otimizagao.

Também existem relagoes de dificuldade entre os critérios de otimizagao.
Como, pela primeira vez, nem todas as redugoes serao simplesmente casos par-
ticulares, veremos em detalhes os arcos da figura 3.5. Na figura, os problemas
de 1 a 8 correspondem aos seguintes critérios:
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1
Cm ax

2

Lmax

3
>-C;

4
U

5
2T

6
> w;Cj

7
> w;Uj

8
> w;T;

e (1 — 2). O primeiro critério minimiza o méximo de todos os C; e no
segundo o méaximo de todos os C; —d;; logo o primeiro é um caso particular
do segundo onde d; = 0;

e (2 — 4) e (2 — 5). No primeiro critério queremos minimizar o méximo
de C; — d; e no segundo e terceiro critérios queremos minimizar, respec-
tivamente a soma de max{0,C; — d;} e a soma de T; = {0, se C; — d; <
0; 1 caso contrario};

Veremos a reducao apenas para max{0,C; — d;}, pois a outra é andloga.
Se temos um algoritmo que resolve Y T, este mesmo algoritmo também
resolve o problema para d; = d; + z, onde z é um inteiro. Basta entao
aplicar o algoritmo para um valor de z suficientemente grande, onde ) T}
seja igual a zero. Em seguida podemos diminuir z de um em um até que
> w;T; seja diferente de zero ou z fique negativo. O z anterior fornece a
resposta ao problema C; — d;.

Neste caso, para encontrar a solugao o algoritmo foi executado até z vezes;

e (3 — 6). Como para o caso (1 — 2), se um algoritmo resolve Y T}, basta
fazer com que d; = 0 para que o algoritmo resolva ) Cj;

e (3—6),(5—8)e(4— 7). Nestes casos podemos ver facilmente que os
problemas sao casos particulares onde w; = 1.

Nesta secao vimos que existe uma relagao de dificuldade entre véarios pro-

blemas de escalonamento. A relacdo que usamos, através de redugoes, implica
que um problema nao é mais dificil do que outro. Nas préximas se¢oes veremos
a definicao de reducao assim como uma classificagao da dificuldade de resolver
problemas.

3.2 Complexidade

3.2.1 Motivacao

Muitos problemas de combinatéria possuem um nimero de casos exponencial
de possibilidades a serem analisadas de forma a encontrar a solucdo desejadal.
As vezes é possivel resolver um problema sem analisar todos os casos possiveis.

1No decorrer deste capitulo, denotaremos por solucdo um escalonamento valido e por

solucdo 6tima um escalonamento valido com o melhor valor possivel da fungdo objetivo.
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Conforme a quantidade de casos que devem ser analisados, o problema pode ser
classificado como facil ou dificil.

A andlise de complexidade permite determinar a classe de complexidade de
um dado problema. Dizemos que um problema é facil se existe um algoritmo
que resolve o problema em um tempo limitado por um polinémio no tamanho do
problema. Por outro lado o problema pode ser considerado dificil caso nao possa
ser resolvido por um algoritmo com tempo polinomial. Vejamos a importancia
desta classificagdo na seguinte tabela de 1979 (Garey&Johnson [?]).

complexidade tamanho
10 30 60
n 107 3 x107% 6 x1075s
nd® s 24.3s 13min
2 1073s 179 min  366séc
3" 0.059s 6.5 anos 1.3 x 103 séc

Tabela 3.1: Tempo necessario para se resolver um problema conforme o seu
tamanho em 1979.

Mesmo se em 1979 nao fosse possivel imaginar a enorme evolugao da in-
formética, a mesma tabela continua representativa. Exagerando um pouco, se
atualmente temos computadores 1 bilhao de vezes mais rapidos, isto é, o tempo
de processamento de uma instrucdo é 1 x 107, os tempos de resolucdo ficam:

complexidade tamanho
10 30 60
n 10~ 14s 3x107s 6 x 107 Ms
n® 10719 24x107% 7.8x1077s
2n 107125 1.8 x 1078s  19.23min
3" 5.9 x 10~s  0.20s 1.3 x 10% séc

Tabela 3.2: Tempo necesséario para se resolver o problema em maquinas extre-
mamente mais rapidas.

Vemos que em varios anos de evolugao dos computadores, ainda nao foi
possivel resolver todos os problemas exponenciais, os quais continuam impra-
ticdveis para instancias um pouco maiores. Também é interessante ressaltar que
se o principio de Moore 2 continuar valido, em 21 anos teremos computadores
“apenas” dois milhoes de vezes mais rapidos.

Na tabela 3.3 podemos encontrar um exemplo mais significativo. Dada a
complexidade de um problema e o tamanho da instancia que pode ser resolvida

2Segundo este principio, a cada 18 meses é possivel dobrar a quantidade de transistores em
um circuito integrado (a velocidade de processamento é aproximadamente proporcional esta
quantidade).
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complexidade velocidade
T 100z 10002 1210°%z
n Nl 100N1 1000N1 1x 109N1
n® Ny 25N, 3.98 Ny 63 N2
2n N3 N3+6.64 N3+9.97 N3+29.9
3" Ny Ny+419 Ny+6.29 Ny+18.9

Tabela 3.3: Tamanho do problema soltivel em 1 hora.

em uma hora em um computador com velocidade z, qual o tamanho da instancia
que pode ser resolvida com computadores mais rapidos, no mesmo tempo?

De uma forma geral o tamanho da instancia solivel por problemas poli-
nomiais cresce multiplicando-se fatores ao tamanho inicial, enquanto que para
problemas exponenciais o crescimento é logaritmico.

Em seguida veremos algumas notacoes para que as nogoes de redugao e de
complexidade de problemas possam ser formalizadas.

3.3 Um pouco de formalismo

Denotaremos por 7w os problemas de escalonamento, para cada m denotaremos
por I uma de suas instancias. Por exemplo, um problema 7 é Ps|p;|Cmax € uma
instancia deste problema é um conjunto determinado de tarefas {t1,...,t,},
cada tarefa t; com o seu peso p;. Dado um problema =, denotamos por D, o
conjunto de todas as suas instancias.

Definigcao 4 Dizemos que um algoritmo resolve um problema 7 se € capaz de
encontrar a solu¢do para cada instancia I € Dy.

Existem basicamente dois tipos de problema de combinatéria; os de oti-
mizagao e os de decisao. Em problemas de decisao a solucao consiste de uma
resposta: “sim” ou “nao”. Nos problemas de otimizacao, procura-se o valor
extremo de alguma fungao. Cada problema de otimizacao possui uma versao de
decisao, que é responder se existe uma solugao com um dado valor aceitavel da
funcao objetivo.

Exemplo 12 Para o problema Ps|pj|Cmax um problema de decisao associado
seria: Existe um escalonamento tal que Cax < 7
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A partir do problema de decisao podemos encontrar facilmente em um nimero
finito de passos o valor de Cax. Para isto podemos comegar perguntando se

. Pj . , s .
existe escalonamento para r = 5 2. se sim 0 Cpax ¢ este. Caso contrdrio z

deve ser incrementado, de um em um, até encontrarmos uma resposta positiva
(que corresponderd ao valor 6timo).

Como um algoritmo que resolve um problema de otimizacao 7 também re-
solve a sua versao de decisao, este nao é computacionalmente mais dificil que o
problema original 7. Quando um problema de decisao é dificil, o problema de
otimizagao associado também ¢é dificil. Logo, para o desenvolvimento da teoria
de complexidade podemos utilizar apenas os problemas de decisao.

A complexidade de um problema depende da relagao entre o tempo ne-
cessario para resolvé-lo e o tamanho da instancia I. Como a teoria de com-
plexidade independe do problema e do computador utilizado, usa-se em geral,
modelos de computagdo como a maquina de Turing e a RAM (Random Access
Machine). Em uma RAM, o tempo de um algoritmo pode ser medido através da
soma dos custos de operacoes basicas necessarias a execugao deste algoritmo.
O custo de cada operacgao basica é proporcional ao espago necessario para se
armazenar os operandos. E interessante ressaltar que no caso de analise de
complexidade, as maquinas de Turing e RAM séo equivalentes.

O tamanho da instancia I depende da codificacao utilizada (por exemplo, nos
computadores atuais, os nimeros inteiros sdo armazenados na forma bindria).
Mas qualquer codificagdo nao undaria, nao redundante e passivel de decodificagao
é valida. O tamanho de uma instancia I é definido como N(I), o tamanho da
string necesséria a codificacao. E interessante dizer que mesmo se o tamanho de
uma instancia depende, por exemplo, do niimero de objetos e de seus tamanhos,
na maioria dos casos o numero de objetos pode ser usado como tamanho da
instancia.

A medida do tempo de execugao de um algoritmo A, para um problema
de tamanho n, é o nimero maximo de operacgbes necessarias em uma RAM,
para qualquer instancia I € D, tal que n = N(I). Esta medida é denominada
complexidade do algoritmo A.

Um algoritmo A tem complexidade O(f(n)) quando a sua fungao de comple-
xidade ga(n) satisfaz: ga(N(I)) < Cf(N(I)), onde C é uma constante positiva.
Quando o ntimero de passos de ga(n) for limitado por um polindémio, dizemos
que o algoritmo é polinomial. Vejamos agora a definicdo das duas principais
classes de complexidade P e N'P.

Definigao 5 A classe P contém todos os problemas de decisdo soliveis em
tempo polinomial, isto €, para os quais existe um algoritmo com tempo polino-
mial em uma RAM.
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Existe uma classe ainda maior de problemas, para os quais uma RAM conse-
gue verificar, em tempo polinomial, se uma solu¢ao de um problema de decisao
estd correta ou nao. Esta solugao pode ser vista como uma dica ou uma consulta
a um oraculo. Por exemplo, no caso de problemas de escalonamento a dica pode
ser um escalonamento.

Definigao 6 A classe N'P contém todos os problemas de decisao, para os quais
dada uma dica apropriada, podem ser verificados em uma RAM em tempo po-
linomial.

Pode-se concluir facilmente que P C NP. Mas uma das questoes mais im-
portantes na computacao é saber se P = NP ou se P # N'P. Caso sejam iguais
entao existirao algoritmos polinomiais para um grande nimero de problemas
para os quais ainda nao se conhecem algoritmos polinomiais. Mas a conjectura
mais provavel é que P # NP e neste caso as classe de complexidade podem ser
representadas pela figura 3.6. Veremos em seguida as classe N'Pc e sNPc.

NP

@ NPe

Figura 3.6: Relagoes entre as classes de complexidade (supondo P # NP).

Um outro conceito interessante em teoria de complexidade é a redugao poli-
nomial. Com esta reducao podemos classificar problemas como nao mais dificeis
que outros.

Defini¢ao 7 Uma redugao de um problema ma para um problema m (g o 1)
é uma funcgdo f: Dy, — Dy, tal que:

1. VI3 € Dy, a resposta € sim se e sd se a resposta € sim para I; = f(I3).

2. VI € Dy, a fungdo f pode ser calculada em tempo polinomial em N(Ig).
Um exemplo, visto no comego do capitulo foi:
Exemplo 13 Ly.x — > U;. Os problemas de decisdo associados sdo:

1. Existe um escalonamento para o problema «|f|Lmax tal que Lyax < ¢
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2. Existe um escalonamento para o problema o|B|Y U; tal que > U; <y ?

Caso satbamos resolver o sequndo problema, o mesmo algoritmo pode ser uti-
lizado para o primeiro. Basta alterar d; para d; + x e verificar se existe uma
solugcao com y = 0.

Se existe uma reducgao de my para m; e w1 € P, entao claramente my € P.
Mas a operagao de reducao também serve para criar uma classe de equivaléncia

em NP.

Definigao 8 Um problema de decisio m1 é N'P—completo se m; € NP e Vs €
NP, my x 7.

Logo, se existir um algoritmo polinomial para um problema NP —completo,
todos os problemas NP—completos serao soluciondveis em tempo polinomial.
O primeiro problema NP —completo da literatura foi o problema da satisfatibi-
lidade (dados um conjunto de varidveis e uma colegao de cldusulas, existe uma
atribuigao de valores as varidveis tal que todas as clausulas sejam verdadeiras?).
Hoje sao conhecidos muitos problemas NP —completos, varios deles sao proble-
mas de escalonamento. Os problemas AP—completos mais importantes para
este texto introdutério de escalonamento sao:

Particao Dados n inteiros positivos s1, ..., s, existe um subconjunto J C I =
{1,...,n} tais que
icJ iel\J

3-Particao Dados 3n inteiros positivos a1, ..., as, e um inteiro b tal que:

b b 3n
Z<aj<§,j=1,...,3ne jzzlaj:nb.

Existem n conjuntos disjuntos de trés elementos tais que

E aj ="b, parai=1,...,n7
JES:

Circuito hamiltoniano Dado um grafo G(V, E), decidir se G contém um cir-

cuito hamiltoniano (um circuito hamiltoniano é uma ordem (v1,...,v,)
dos vértices de G, onde |V| = n, tal que (v;,v;+1) € Eparai=1,...,n—1
e (vp,v1) € E.

TSP Dado um grafo G(V, E), V = {v1,...,v,}, onde entre cada par de vértices
v; e v; existe uma aresta com valor w;; e um inteiro B, decidir se G contém
um circuito onde cada vértice é visitado exatamente uma vez, cuja soma
dos pesos das arestas seja < B.



42 CAPITULO 3. NOCOES DE COMPLEXIDADE

3.3.1 Exemplos de reducgao

A seguir veremos alguns exemplos de reducio entre problemas N P-completos.

Partigao o P2|p;|Crax

O primeiro passo para mostrar que Ps|p;|Cmax pertence a classe N'P —completo
¢ mostrar que o problema pertence a AP. Dada um escalonamento étimo é facil
de verificar em tempo polinomial que o makespan estd abaixo, ou é igual, a um
dado valor.

A reducgao de uma instancia qualquer do problema da particao também é
facil. Dada uma instancia I com n inteiros positivos si, ..., s,, podemos trans-
formar esta na seguinte instancia I’ de Pa|p;|Cmax: Sejam m = n tarefas com
pesos p; = sj. E facil ver que existe um escalonamento de I’ com makespan
igual a > p;/2 se e sé se existe uma partigdo do conjunto s1,...,s, de I.

3.3.2 3-Particao  Js|recrc, prmp, pj|Crax

Ja|recre, prmp, pj|Cmax pertence a NP, pois podemos verificar em tempo po-
linomial se um escalonamento dado tem makespan menor ou igual a um certo
valor.

Dada uma instancia I do problema da 3-particdo com 3n inteiros positi-
vos dai,...,as, e um inteiro b, vamos transformé-la na seguinte instancia I’ de
Jalrecre, prmp, p;|Cmax. Seja m = 3n+1 o nimero de tarefas, onde cada tarefa
t; é definida por:

t1 oty oo tj e e
Ml aq ag NN a; SN a3n
M2 aq a9 . a; N aszn

Isto é, cada uma das 3n primeiras tarefas, t;,1 < j < 3n, deve ser execu-
tada primeiro na maquina M; e em seguida na méaquina M, sendo o tempo de
execucao em cada mdquina a;. Finalmente, a tarefa t,, comeca a ser processada
pela maquina Ms e tem que alternar o processamento entre as duas maquinas
2n vezes, cada vez com execucoes de tamanho b. O tempo total da tarefa ¢, é
2nb e cada um dos tempos de processamento é b.

Se existe um escalonamento com makespan 2nb, a tarefa t,, é executada du-
rante todo o escalonamento. Além da tarefa t,,, cada maquina deve executar
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cada uma das 3n primeiras tarefas. Como o tempo livre em cada maquina é
nb e a soma do tempo de execucao destas tarefas também é nb, o escalona-
mento podera ter tempo de inatividade. Isto também implica que nenhuma
tarefa podera ser interrompida, pois neste caso teriamos tempo de inatividade
na maquina My 3.

Como para cada tarefa o tempo de processamento p; esté no intervalo ]%, %[
existem exatamente trés tarefas alocadas em cada intervalo de tamanho b.

Logo existe um escalonamento com makespan 2nb se e s6 se existe uma
3-Partigao para o conjunto I.

3.3.3 Algoritmos nao tao dificeis

Mesmo se nao conhecemos nenhum algoritmo polinomial para os problemas da
classe N"P—completo, existem, para alguns deles, algoritmos onde a complexi-
dade é limitada por um polinémio em N(I) e Max(I), o maior valor numérico
que ocorre na instancia I. Mesmo se estes problemas nao sao polinomiais, pois
Maz(I) nem sempre é menor que um polinémio em N(I) para todo I € Dy,
podem existir algoritmos pseudo-polinomiais para resolver estes problemas.

Vamos definir a seguir os problemas que sdo muito dificeis, isto é, a nao
ser que o tamanho da instancia seja pequeno, o tempo necessario para que um
algoritmo encontre a solugao exata pode ser impraticavel.

Os problemas fortemente NP —completos sao aqueles para os quais nao exis-
tem algoritmos pseudo-polinomiais que resolvem tais problemas, a nao ser que

P =NP.

Definicao 9 Seja m,, para o problema m e o polinémio p, o sub-problema de ™
obtido restringindo Dy as instancias onde Max(I) < p(N(I)). O problema 7 é
fortemente N'P—completo se 1 € NP e m, € NP—completo.

As complexidades das versoes de otimizacao dos problemas de decisao sao:

NP—completo (NPc) NP —dificil
fortemente N’P—completo  fortemente NP —dificil

3Logo ao mostrar isto temos por tabela que o problema Ja|prmp, pj|Cmax também é N'P-
completo.
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3.4 Exemplos

3.4.1 Exemplos de problemas soliveis

Quando um problema pertence a P (isto é a versdao de decisdo do problema)
entao é possivel encontrar uma solucao em tempo polinomial, o que geralmente
significa em tempo aceitdavel. Caso o problema seja pseudo-polinomial, pode-
se tentar resolver o problema por técnicas como a programagao dinamica, na
qual a solugao é construida a partir de solugoes de sub-problemas do mesmo.
Finalmente, quando o problema é fortemente NP—dificil, ou quando nao se
consegue propor um algoritmo pseudo-polinomial, temos duas possibilidades: o
uso de heuristicas ou o uso de técnicas “inteligentes” de enumeragao.

Nesta segao veremos alguns problemas para os quais é possivel encontrar a
solucao exata em tempo razoavel.

Um algoritmo polinomial

Exemplo 14 Resolver 1|p;| > w;C}.

Para a maior parte dos problemas de escalonamento soliveis em tempo po-
linomial, os algoritmos utilizados sao do tipo guloso. Mais especificamente,
algoritmos de lista, onde as tarefas sao ordenadas segundo alguma relagao de
ordem, para em seguida serem alocadas as maquinas.

Cada tarefa (¢;) do exemplo 14 acima possui duas caracteristicas: o tempo de
execucao (p;) e o peso de penalizacdo (w;). Observando-se que caso s6 existisse
uma das caracteristicas, seria interessante ordenar as tarefas em ordem crescente
de tempo ou em ordem decrescente de pesos. Um critério que considera tanto p;
quanto w; deve ser proporcional a w; e inversamente proporcional a p;. Nao é
dificil de deduzir que devemos ordenar as tarefas em ordem crescente de w; /p; *.

Algoritmos pseudo-polinomiais

Para resolver os dois préximos exemplos usaremos técnicas de programacgao
dinamica, onde a solucao é construida por etapas, a partir de solucoes para
sub-problemas.

4Notem que ndo demonstramos que esta solucdo é a Gtima. Faremos isto no capitulo
seguinte.
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Exemplo 15 Resolver Pz|p;|Crax-

Para resolver este problema, temos que encontrar um subconjunto do conjunto
das tarefas tal que sua soma seja LB = ) p;/2; caso nao exista este conjunto,
devemos encontrar um subconjunto com soma LB +1 (ou simetricamente LB —
1), e assim por diante.

Dada uma instancia t1, . . ., t,, com respectivos tempos de execucao p1, . . ., Pm,
uma forma de se resolver este problema é de verificar quais as somas possiveis
com j tarefas, j variando de 1 a m.

E claro que com apenas uma tarefa, por exemplo t1, as somas possiveis sao:
{0,p1}, com duas tarefas, t1,t2 as somas possiveis sdo: {0,p1,p2,p1 + p2}. O
nimero total de somas possiveis é no final 2™ (ja sabiamos disto pois a versao
de decisao problema pertence a classe AN'P—completo).

Mas, se f(j,c) denota a possibilidade de se obter com as j primeiras tarefas
o tempo de processamento c, isto é, se é possivel se obter o valor ¢ com as j
primeiras tarefas f(j,¢) = 1, f(j,¢) = 0 caso contrario. Existem duas possibi-
lidades para que f(j,c) seja igual a um, ou é possivel encontrar o valor ¢ com
as j — 1 primeiras tarefas, ou é possivel encontrar o valor ¢ — p; com as j — 1
primeiras tarefas. Logo, podemos escrever a seguinte relacao de recorréncia:

f(jac) = max{f(] - 156)7f(] - 1,C—pj)}-

Com as seguintes condigoes de contorno:

f(0,z) =0;0 < x;
f(4,0) =0;1 < j < m (Com zero objetos pode se conseguir soma zero);
f(4,2) =0;2 < 0 (Nao d4 para se conseguir somas negativas.)

Mesmo que nao exista solugao cuja soma seja LB, basta encontrar o maior
valor de x < LB tal que f(m,z) # 0 (ou simetricamente, o menor valor de
y > LB tal que f(m,y) # 0).

Apos ter encontrado o menor valor de Cp,ax a partigdo correspondente pode
ser encontrada por backtracking. As tarefas que devem ser alocadas ao outro
processador correspondem ao conjunto complementar.

Exercicio 4 Resolver o problema com p; = {7,8,2,4,1}.

Inicialmente, somando as tarefas vemos que LB = 11. Logo estamos inte-
ressados nos valores f(m,x) para x variando de 0 a 11. Na tabela seguinte, as
linhas correspondem ao numero de tarefas e as colunas ao valor possivel:
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m\az 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11
0 10 0 00 0 0 0 0 0 0 0
I(m=7) 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
2{=8) 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
S3=2) 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0
4fpa=4) 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
5(ps=1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A primeira linha da tabela contém apenas um valor um, pois ndo € possivel
ter nenhuma soma parcial com zero tarefas, a nao ser a soma zero. A sequnda
linha € construida a partir da primeira, usando-se a equacao de recorréncia, no
caso: f(1,¢) =max{f(0,c), f(0,c—"7)}. Como o tnico valor nio nulo da linha
anterior € o f(0,0), apenas os valores f(1,0) = f(0,0) e f(1,7) = f(0,¢ —7)
serao iguais a um. O mesmo raciocinio € vdlido para as linhas sequintes. Como
o valor de f(5,11) é um, existe uma particio do conjunto de tarefas do exemplo,
com a mesma soma.

Sabendo-se que existe um particdo, a mesma pode ser construida por back-
tracking. No caso o valor um de f(5,11) pode ter vindo de f(4,11) e/ou de
f(4,11—1): caso seja o primeiro, a tarefa t; ndo faz parte de um dos conjuntos;
caso seja o sequndo, a tarefa pertence a particao a ser construida. Escolhendo-
se um dos dois (pois caso os dois sejam possiveis a escolha € indiferente), por
exemplo f(4,10), a tarefa ts faz parte da particdo. A tarefaty nio faz parte deste
conjunto pois f(3,6) = 0. Logo, continuamos com f(3,10). Como f(2,10) =0,
a tarefa ts faz parte do conjunto, e continuamos com f(3,8), onde finalmente
descobrimos que a tarefa ty faz parte do conjunto. Chegando-se a f(2,0), sa-
bemos que um subconjunto € formado por ta,t3 e ts e o outro subconjunto € o
complementar. O caminho escolhido estd em negrito na tabela.

Exemplo 16 Resolver 1|p;;d; = d| Y w,;Uj;.

Este problema é equivalente ao problema da mochila, no qual devemos colocar
em uma mochila objetos que nao ultrapassem a capacidade total da mochila,
maximizando o valor total. Formalmente: dada uma mochila de capacidade c e
m objetos com tamanhos p1, ..., p,, e valores respectivos wy, . .., Wy, encontrar
um subconjunto dos objetos com tamanho total no maximo ¢, com o maior valor
possivel. Neste problema, cada objeto s6 pode ser colocado na mochila uma vez.

Para enxergar esta equivaléncia basta observar que para o problema 1|p;; d; =
d| > w;U; devemos escolher quais as tarefas devem ser completadas antes do
instante d, minimizando o peso das tarefas que serao executadas depois. No
problema da mochila maximiza-se o tamanho, ou peso, das tarefas a serem
completadas antes do instante d.

Dada uma instancia qualquer do problema, com um valor para d e
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t1 ta .ty . tm
pP1 P2 R 4] -eo DPm
w1 w2 w; Wm

Se denotarmos os valores dos sub-problemas por 7(j, z), onde j é a dltima
tarefa e x a data devida, a resolucao do problema estd baseada na seguinte
equagao:

W(j,I) = mln{ﬂ-(] - I,I) + wjaﬂ-(j - 1,I _pj)a

que significa que o valor do problema com j tarefas e data limite x corresponde
ao valor minimo entre o valor do problema, sem escalonar a tarefa t; antes da
data z, e o valor do problema escalonando a tarefa ¢;. Nao é dificil de ver que
as condicoes de contorno sao:

m(0,2) = 0;0 < x < d (sem tarefas, nenhuma acaba apés o prazo);
7(4,0) = >7_, wj;0 < j < m (todas as tarefas acabam apés o prazo);
7(j,y) = +00;y < 0 (datas negativas ndo existem).

Exercicio 5 Resolu¢cao do problema com 6 tarefas e d = 14:
t tg t3 tq t5 143

3 3 3 4 9 5
3 4 8 4 10 5

Como no exemplo anterior, vamos resolver o problema, linha a linha, a cada
vez adicionando um objeto.

i\Ne 0 1 2 3% 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13
0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 s 3 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 T 7 7 8% 8 8 0 0 0 0 0 0 0 0
3 10 10 10 6 6 6 8 &8 3 0 0 0 0 0
4 14 14 14 10 10 10 7 6 6 4 & 3 8 0
5 2/ 2/ 2/ 20 20 20 17 16 16 1/ 13 13 18 10
6 20 29 29 25 25 2/ 22 21 20 19 18 17 16 16

Logo, o valor minimo de Y w;U; é 14. Para saber quais tarefas estio alo-
cadas antes de d basta fazer o backtracking a partir de w(6,14).

7(6,14) = 7(5,14 — pg) = 7(5,9) (a tarefa ts estd alocada antes.)
7(5,9) = 7(4,9) — ws (a tarefa ts € executada apds d.)

7(4,9) = 7(3,9) — w4 (a tarefa ty € executada apds d.)

7(3,9) = 7(2,9 — p3) = 7(2,6) (a tarefa t3 estd alocada antes.)
7(2,6) = w(1,6 — p2) = 7(1,3) (a tarefa to estd alocada antes.)
7m(1,3) = 7(0,3 —p1) = 7(0,0) (a tarefa ty estd alocada antes.)
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Logo, executando-se as tarefas t1,ts,t3 e tg até o instante 14, a penalizacdo
serd paga apenas para as tarefas tqy e ts. Na tabela acima, também podemos ver
as solugoes para outros valores de d menores que 14.

3.4.2 Algoritmos para problemas fortemente NP —dificeis

Com relacao aos problemas fortemente AP —dificeis temos vérias possibilidades:
utilizar algoritmos simples como os de lista, usar heuristicas mais sofisticadas
ou enumerar as solugbes possiveis de uma forma conveniente.

Tanto os algoritmos simples, como as heuristicas podem nao encontrar a
solugao 6tima. Nesta secao, por um abuso de notagao, suporemos que sao
solugoes para o problema todos os escalonamentos validos, sendo o melhor
possivel denotado por solugao 6tima. A enumeragdo, mesmo que usando-se
o melhor algoritmo possivel, nem sempre tera tempo de execugao praticavel.

Outro ponto interessante é de se garantir algum critério com relagao a solugao
encontrada. Se um algoritmo é capaz, para um problema 7, de encontrar uma
solugao que seja no maximo k vezes pior do que a solugao étima, dizemos que
esta heuristica é um algoritmo de aproximacao com garantia de desempenho k.
E interessante ressaltar que para alguns problemas, a existéncia de um algoritmo
de aproximacao polinomial, implica que P = NP.

Além dos algoritmos de lista que podem ser usados com algoritmos de apro-

ximacao, temos também as heuristicas que sao variagoes de algoritmos de busca
local.

Considere o problema de minimizar uma fungao objetivo f sobre um con-
junto S de solugoes possiveis ou validas. Uma forma natural de se resolver o
problema é partindo de uma solucao vélida x € S, procurar solugoes melhores
vizinhas a x. Denota-se a vizinhanga de z por N(z).

1. Escolha uma solugao inicial x € S;
2. Repita

3. Procure a melhor solucdo =’ € N(z);

.~

Se f(z') < f(x) entdo

=2}
®
=
o
Q
e}
@
~
8
\_:
v
~
8
S~—
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Antes de continuarmos, temos que conhecer o significado de vizinhanga para
os problemas de escalonamento. Nao existe nenhuma definigdo, pois o con-
ceito de vizinhanca, além de ser dependente do contexto do problema, pode ser
também visto de formas diferentes por diferentes pessoas. Uma definicao que
pode ser utilizada para a maioria do problemas leva em conta escalonamentos
parecidos:

Definicao 10 Dois escalonamentos S1 e Sy de uma mesma instancia 1 sao
vizinhos se e so se:

e De todas as tarefas, apenas uma € executada em mdquinas diferentes nos
escalonamentos Sy e Sz, para todas as outras tarefas, exceto esta, a ordem
de erecucdao nas mdquinas € a mesma; ou

e Todas as tarefas de S1 sao executadas nas mesmas mdquinas no escalo-
namento Sz, mas a ordem de execugcao em uma das mdquinas € diferente
para apenas uma das tarefas.

Mas, infelizmente, ndo basta a cada etapa encontrar y € N(x) que minimize
a fungao f, pois pode-se ficar preso a minimos locais. De forma a evitar tais
situacoes, meta-heuristicas, as quais sao capazes de escapar dos minimos locais,
sao utilizadas.

Historicamente, as primeiras meta-heuristicas, baseadas em algoritmos evo-
lutivos apareceram na década de 60. Em 1983, foi proposto o simulated annea-
ling (recozimento simulado). Em 1986 foi proposta a busca Tabu. Depois disto,
outras meta-heuristicas como colonia de formigas, busca de harmonia e outras
foram propostas.

Veremos algumas das principais meta-heuristicas a seguir.

Meta-heuristicas

Busca Tabu Funciona basicamente como uma busca local. A melhor solugao
y € N(x) é escolhida como a préxima solu¢do. Entretanto, quando se
encontra um minimo local, isto é, uma solucao x tal que f(x) < f(y),y €
N (x), para se evitar que a heuristica ndo procure mais solugoes, uma lista
Tabu é usada. Esta lista Tabu é uma fila, que nao permite que a proxima
solucao seja uma das solucoes jé vistas.

1. Escolha uma solugao inicial z € S;
2. melhor=f(x);

3. ¥ =u;
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4. lista-tabu=0;

5. Repita

6. Possib(z) = {2/ € N(z)|z' ndo é tabu OU f(z') < f(x)};
7. Escolha uma soluc¢do Z € Possib(z);

8 T =T

9 atualize a lista-tabu;

10.  Se f(x) <melhor entao

11. ¥ =

12. melhor=f(x);

13. Até o critério de parada

Pode-se aprimorar este método com uma lista de boas solugoes iniciais,
que sera usada a cada vez que o método nao encontrar solucoes melhores,
depois de um certo periodo de tempo.

Simulated annealing Este método é baseado na equagao que modela o resfri-
amento lento de um sélido (Fisica). Uma solugdo y vizinha de uma solugao
x, y € N(z), é aceita como nova solugao se reduz o valor da fungéo obje-
tivo f. Por outro lado, se este mesmo vizinho aumenta o valor da fungao

objetivo em Af > 0, esta nova solucdo é aceita com probabilidade e °x
onde c; é um parametro de controle que corresponde a temperatura.

O método consiste em diminuir gradativamente o valor de ¢, isto é, a
probabilidade de se aceitar solugoes piores diminui quando o valor de ¢y
diminui. Logo, escapar de minimos locais ¢é ficil no comego do algoritmo.
No algoritmo abaixo, a funcao rand retorna um nimero aleatério entre 0
el.

k=0;
Escolha uma solugao inicial x € S;

melhor=f(z);

¥ =

Repita

Escolha aleatoriamente uma solugdo ' € N(x)

—Af
Se (rand< e °s ) entao

=21

© ® N o W

Se f(x) <melhor entao
¥ =

melhor=f(x);

Cit1 = g(ck);
k++;

— = = =
w =2
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14. Até o critério de parada

Busca genética O algoritmo de busca genética tenta imitar a natureza da
evolugao. Cada solugao possivel para o problema pode ser vista como
uma string, representando um gene. Boas solucoes do conjunto de solugoes
iniciais podem ser combinadas para obter um novo conjunto de solugoes.
A medida de qualidade de um conjunto de solugoes pode ser dada, por
exemplo, pela funcao objetivo. Existem trés formas classicas de obter
novas solugoes:

e Reproducao: Copiar solugoes para o conjunto das novas solugoes;
e Combinacao: Combinar duas solugoes em uma nova solugao;

e Mutacao: Modificar aleatoriamente solugoes dentro do conjunto de
solugoes.

Os novos conjuntos de solugoes sao obtidos iterativamente dos conjuntos
anteriores, até que um conjunto, ou individuo, satisfaca algum critério de
parada.

Branch and Bound

O principal método de enumeragéo é o Branch& Bound (B& B). Este método é
semelhante a Divisao e Conquista, onde segundo um critério dado, algumas das
conquistas nao precisam ser executadas, sem prejuizo ao resultado final.

O método pode ser descrito da seguinte forma. Inicialmente o espaco de
solugoes S é dividido em subconjuntos disjuntos Si,...,S;. Estes sao subdivi-
didos em subconjuntos até que o ponto em que os subconjuntos sejam unitarios.
O espaco inicial de solugoes S pode ser visto como a raiz de uma arvore, onde
os filhos de um né correspondem a subdivisoes do conjunto correspondente ao
né. A idéia bésica do Branch&Bound é de eliminar os subconjuntos que nao
tém a possibilidade de conter solugdes menores o quanto antes.

Um né da arvore pode deixar de ser analisado nas seguintes condigoes:

1. O subconjunto S; nao contém nenhuma solugao melhor do que a melhor
solucao conhecida até o momento.

2. O subconjunto S; nao contém solucoes validas.
3. Todas as solugoes contidas em S; nao sao melhores que as solugoes contidas

em outro subconjunto S;. Isto é, a melhor solugdo em .S; é no maximo tao
boa quanto a melhor solucao em 5.
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O mecanismo basico utilizado em B&B consiste em conhecer alguma esti-
mativa ou limite na funcao objetivo das solugoes em S;, de forma a compara-lo
com estimativas de outros conjuntos ou de alguma solugao. A solugao inicial
pode ser obtida por qualquer uma das heuristicas anteriores. Logo, um método
de B&B consiste de:

Branching: Escolha do método de divisao e busca nos subconjuntos;

Bounding: Alguma forma de estimar a funcdo objetivo das solugbes de um
subconjunto, de forma a eliminar os nés na arvore de busca.

O algoritmo B&B é dado abaixo:

—_

. Lista={S};

[\]

. Best= valor de uma solugao valida z;
. enquanto (Lista# 0)
Escolha e remova um né da v Lista;

Gere o conjunto de filhos de v: f1,..., fu,;

Para cada f;

3
4
5
6. Calcule o limite inferior para cada f;, LB;;
7
8. Se LB; <Best entao

9

se f; contém apenas uma solucao entao

10. Best=LB;;
11. T = fi;
12. senao

13. adicione f; a lista Lista



Capitulo 4

Escalonamento em uma
maquina

Veremos neste capitulo varios problemas relacionados ao escalonamento em uma
maquina. Estes problemas sao importantes, pois além de fornecerem idéias para
problemas de escalonamento em um nimero maior de maquinas, correspondem
a casos particulares de problemas mais complicados.

Mesmo que caracteristicas como a minimizacao do makespan (Ciax) ou a
possibilidade de interrupgao possam parecer a principio irrelevantes para o es-
calonamento em uma méquina, os seguintes exemplos demonstram o contrario:

e 1|p; = 1;8j4|Cmax’. Neste caso, como todas as tarefas tem a mesma
duragao, o makespan é dado pela soma do nimero de tarefas com o tempo
de preparacao da maquina. Logo para a minimizacao do makespan deve-
se encontrar a ordem de tarefas cuja soma de custos de preparagao seja
minima;

o 1iprmp;p;;7;; d;j|Lmax. Este problema é bem diferente do problema 1|p;;7;; d;| Lmax
onde as interrupgoes nao sao permitidas. Por exemplo, para o primeiro
problema caso, os escalonamentos 6timos sao necessariamente sem atraso
(ver definigao 3). O que néo é verdade para o problema onde a interrupgao
é permitida. Verifique isto no seguinte exemplo, com duas tarefas:

]

<
oo w o
W o= oS

d;

1 Mais detalhes podem ser vistos no capitulo de exemplos

93
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7

2 ‘ 1 ‘ 1 2 1

Figura 4.1: Escalonamentos 6timos, sem e com interrupgao, com valores de
Lnax respectivamente 1 e 0.

4.1 Tempo total de finalizagao ponderado (¥ w;C))

Nés ja vimos no capitulo anterior que o problema 1|p;| > w;C; é polinomial,
veremos agora como provar que a regra WSPT (weighted shortest procesing time
first - ordem decrescente de w;/p;) fornece escalonamentos 6timos. Esta regra
também é conhecida como regra de Smith.

Teorema 1 Para 1|p;| > w;C; a regra de Smith € étima.

Prova: Vamos provar por contradi¢gao. Suponha que para uma dada instancia
I do problema o escalonamento WSPT nao é 6timo. Logo, no escalonamento
otimo S, devem existir pelo menos duas tarefas consecutivas, t1 e to tais que

wtl < ’wt2 '
Dty Dto

Se chamarmos de ¢t o tempo em que a tarefa t; estd escalonada, o tempo deste
escalonamento 6timo S é igual a:

T+ (t + ptlwtl) + (t + Pty +pt2)wt27
onde T é o tempo ponderado de todas as outras tarefas.
Seja S’ o escalonamento obtido invertendo-se a ordem das tarefas t; e ts.

Como mais nenhuma tarefa tem o seu tempo de término (C;) alterado o valor
de > w;C; para S’ é

T+ (t + ptz)wtz + (t + Pty + Py )wtl'
Como o escalonamento S é 6timo, temos que:

T+ (t + p, )wy, + (E+ Dty + pro)wi, < T + (8 + proy)wi, + (E+ Pey + Dy Wiy
Pty Wi, + Piy Wiy + Piy Wiy < Piy Wiy + Pro Wiy + Doy Wy
Pty Wiy < Pry Wy,

O leva a uma contradigao.O

Vejamos agora um caso mais geral, onde existem dependéncias do tipo cadeia
entre as tarefas. Inicialmente, vamos supor que para o problema 1|p;; chains| > w;C},
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uma vez que uma cadeia comeca a ser executada, a mesma nao pode ser inter-
rompida. Veremos agora, dadas duas cadeias de tarefas, qual das duas deve ser
executada primeiro, de forma a minimizar > w;C}.

Lema 1 Sejam ty,...,tx e tgy1,...,tn, duas cadeias de tarefas, se

k
Doim1 Wi > Z?:kJrl W,
= n
Zf:l Pt Ei:kJrl b,

a cadeia com as tarefas t1,...,t, deve preceder a cadeia tiy1,. .., ty.

Prova: Vamos provar por contradigao. O tempo total ponderado de um esca-

lonamento onde a cadeia t1,...,t; estd escalonada antes é:
k k+1 n
Wy, Pty + o Wy, Zpti + wy, Zpti ot wy, Zpti-
i=1 i=1 i=1
Se a cadeia tgy1,...,t, estd escalonada antes o tempo total ponderado é:
n k+1 n
Wy, Pty + -+ Wy, Z Pt; + Wy (ptl + Zpti> + .. wg Zpti-
i=k+1 i=1 i=1

Caso o segundo tempo seja menor que o primeiro temos:

n n k k

Zi:kJrl ptiwtlk—i_ St Zi?kJrl bt Wy, — Zi:1 Pt; Wty q +.oF 21:1 P we,, > 07
n n

D i1 Phi i Wey > D i Pty D i joyq Wi

o que contradiz a hipétese.O

No caso em que a execugao de uma cadeia pode ser interrompida, devemos
decidir se, e quando, fazé-lo. Para isto introduzimos um novo conceito:

Definicao 11 Dada uma cadeia de tarefas, t1,...,t,, e " satisfazendo:

* l
Zi:l Wt _ max Zi:l Wi,
* b
Zli:1 Dt; 1si<k Zé:l DPt;

define-se por fator p o valor da razdo a esquerda.

Lema 2 Dada uma instdncia do problema 1|p;; chains| > w;C;, para cada ca-
deia t;,, ...t onde o fator p € dado pela tarefa l*, existe um escalonamento
otimo onde as tarefas t;,, ..., t;. sdo exvecutadas consecutivamente e sem inter-
TUPCAo.
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Idéia da prova: A idéia é de mostrar por contradigdao que nao existe um escalo-
namento melhor, onde esta sequéncia é interrompida. Supondo-se, por absurdo,
que existe um escalonamento melhor com uma tarefa sendo executada entre a
sequeéncia, isto é, t;,,...,t;,, v, i, 1, -, ti,.. Temos as seguintes desigualdades
(Lema 1):

*

l
Wy i Wy Wy D1 Wi
— < —u e — > “7
Po - XimaPr Po Nl Pa
Como o fator p é determinado por [* segue que:

*

l
Zi:qul We; > Z?:l Wy,
* = m .
Zi:u—i—l Pt; Zi:l Pe;

Como o escalonamento ¢;,,...,%,,v, %, ,,...,t;. ¢ melhor que o escalona-
mento ¢;,,...,t;,.,v entao:

*

1

Wy Dicuy1 W > D i Wi,
& =5

Po ) limut P i=1Pt:

o que nos leva a uma contradicao. Caso a cadeia seja interrompida por uma ou
mais cadeias, a prova é semelhante.

O

O lema precedente é utilizado no algoritmo seguinte:

1. Enquanto existirem tarefas a executar faga
2. encontre a cadeia ch com maior fator p

3. execute a cadeia ch até a tarefa [*

Além de grafos simples como cadeias, o problema também é polinomial para
arvores [1]. Podemos também estudar um problema semelhante, onde nem todas
as tarefas estao disponiveis no instante 0, isto é, o problema 1|p;;r;| > w;C;, o
qual é N"P—dificil mesmo quando todos os pesos sao iguais. Um outro problema
interessante pode ser obtido permitindo a interrupcao de tarefas para o problema
anterior.

Dada uma instancia de 1|p;;r;; prmp| > w;C; um algoritmo que parece re-
solver o problema é a versao com interrupgao do WSPT.

1. 7(p;) denota o quanto da tarefa ¢; ainda deve ser executado
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2. enquanto existirem tarefas a serem executadas faca
3. encontre a tarefa t; com a maior relacdo w;/r(p;)

4. execute t; durante uma unidade de tempo

Além deste algoritmo nem sempre encontrar a solugao 6tima, o problema 1|p;; 7;; prmp| > w;C;
também ¢é fortemente A'P—dificil. Por outro lado quando todos os pesos sao
iguais o problema pode ser resolvido pelo algoritmo acima.

Exemplo 17 Para a sequinte instincia de 1|p;;rj; prmp| Y. w,;C; a versdo com
interrupcao do WSPT nao encontra a solu¢do otima.

t to t3
w; 20 9 80

Figura 4.2: Escalonamento gerado pelo WSPT com interrupgao e 6timo, com
> w;C; respectivamente 264 e 258.

Na figura 4.2 temos os escalonamentos gerados pelo WSPT com interrupgao

e o otimo. Os valores de Y w;C; s@o respectivamente: 3*20+5*30+6*9=264 e
2%9+44*30+4+6%20=258.

4.2 1|pj; prec|hmax

Nesta se¢ao hmax corresponde ao méaximo de quaisquer fungoes nao decrescentes
hi,...,hy, isto é:
hmax = max{hi(C1),..., h,(Cp)}.

Entre as formas mais comuns para Amax, temos Limax, Tmax € Umax-

O algoritmo que resolve este problema pode ser deduzido a partir das se-
guintes propriedades:

1. O escalonamento 6timo nao possui tempo de inatividade, logo a tdltima
tarefa termina no instante Cpax = Z?:l Dj;
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. Comegando-se, do final ao inicio, a partir de do instante final Ci,.x, a tarefa
que minimiza hpyayx é t; tal que hj(Cmax) = min{h1(Cmax), - - - s in(Cmax) };

Para provar esta propriedade, suponha por absurdo que existe um escalo-
namento melhor S, onde a ultima tarefa nao satisfaca este critério. Isto
é, no escalonamento S, para tultima tarefa alocada j* temos hj+ (Cmax) >
min{A1(Cmax), - - - s in(Cmax) }. Sejat; a tarefa que minimiza hpay. Cons-
trua o escalonamento S’ a partir de S, de tal forma que a tarefa ¢, seja
executada por tltimo, sem alterar a ordem das outras tarefas. Em S’
todas as tarefas sao executadas antes, exceto t;. Logo o tnico custo que
aumentou foi o relativo a t;/, que é por defini¢do menor do que o custo de
hj«, portanto o custo de S’ é menor ou igual ao de S, contradicao.

A partir de um escalonamento parcial onde um conjunto 7' de tarefas ja
esta alocado, o préximo escalonamento parcial pode ser obtido alocando-se
a tarefa t; tal que

hy(Conax = > pi) = miny {h;(Conax = > p)}-
t; €T t; €T

A demonstragao é similar a anterior.

Logo um algoritmo de programacao dinamica resolve o problema:

—_

ST =0,TC = {1,...,n);
. T =conjunto de tarefas sem sucessor;
. enquanto (T # () faca

escolha j* tal que h;- (EtjeTC pj) = minjer {h; (EtjeTC pj)};

aloque j* no instante (ZjeTc pj) — pj=;
T=Tu{j"}
T¢ =T = {j*};

atualize T7;

A cada um dos n passos do lago no maximo n tarefas devem ser analisadas,
logo o algoritmo tem complexidade O(n?). Como para codificar uma instancia
do problema precisamos de n log x bits, onde x é o maior valor de p;, o algoritmo
é polinomial.

Um caso particular do problema é o 1|pj|Lmax, Para o qual a versdao com
data de disponibilidade é fortemente NP —dificil.
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Teorema 2 O problema de decisio associado a 1|p;;7j|Lmax € fortemente N'P—completo.

Prova: Redugao de 3-particdo para 1|p;; 7| Lmax-

1. O problema 1|p;; rj|Lmax pertence a NP pois pode se verificar em tempo
polinomial se um escalonamento dado tem Ly,,x menor ou igual a um valor

dado B.
2. Dada uma instancia {ay, ..., as;} e um valor B do problema da 3-particao,
tais que B/4 < a; < B/2 e Ej’il a; = tB, a seguinte instancia de

1|p;; 7| Lmax pode ser construida. Sejam n = 4¢ — 1 tarefas tais que:

pj=1 Pj = Qj—t41
TJ:]B—F(j—l) TjZO
dj=jB+] dj =tB+ (t—1)

Se existe um escalonamento com L.y = 0, entao cada uma das ¢t — 1
primeiras tarefas deve ser executada nos intervalos de tempo entre r; e
d; =r;+1 (ver figura 4.3). As tarefas remanescentes estao alocadas em ¢
intervalos de tamanho B. Logo, existe um escalonamento com Ly,x = 0
se e sO se existe uma solugao para a 3-partigao.d

000

| 1 1
B B+1 2B+12(B+1) 3B+2 3(B+1)

T
1B+(t-1)

(t-1)B+(t-2) (t-1)(B+1)

Figura 4.3: Alocagao das tarefas t;, j =1,...,t —1 em um escalonamento com
Lax = 0.

Por outro lado, a técnica de Branch & Bound se adapta bem para a resolucao
deste problema. Como metodologia para a divisao em sub-problemas (Branch)
podemos usar a alocacao de tarefas a partir do instante zero. Cada nivel cor-
respondendo a alocacao de mais uma tarefa. Se a raiz corresponde a nenhum
no alocado, a mesma terd n filhos. Em cada nivel k£ da arvore as k primeiras
tarefas estao alocadas logo estes nds terdo (n — k) filhos. A altura da drvore é
n—+ 1.

Um né da arvore, no nivel k — 1, corresponde a k — 1 tarefas alocadas:
t1,...,tk—1. Se t denota o makespan deste escalonamento parcial e T' o conjunto
de tarefas a escalonar, entdo uma tarefa t; € 1" deve ser considerada como filho
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deste né se 7¢; < minjer{max{t,r;} + p;}. Pois caso contrério, a escolha das
tarefas [ que satisfazem ry, > max{t,7} + p; para o escalonamento no instante
t nao altera o menor tempo possivel para escalonar a tarefa tj.

Limites para o Bound podem ser obtidos com heuristicas como a EDD (Far-
liest Due Date) onde as tarefas sdo ordenadas em ordem crescente de datas
devidas. Como a heuristica EDD nao fornece um limite inferior usaremos o
algoritmo EDD com interrupgao. E interessante observar que o limite inferior
assim obtido nao é necessariamente atingivel por um escalonamento sem inter-
rupgao. Caso o algoritmo EDD com interrupgao forneca um escalonamento sem
interrupcao, este pode ser o novo limite superior do problema.

Exercicio 6 Resolva por Branch & Bound a seguinte instancia com 4 tarefas:

12 3
b, 4 2 6 5
T 0 1 3 5
di 8§ 12 11 10

Na figura 4.4 estd esquematizado um rascunho da resolucao do problema.

OWE

LB=5 m LB=7 /I\_m Solugoes descontinuadas

(pode se alocar a tarefa 2 ar
do inicio da 3 ou da 4)

LB=6 LB=5

(solucao com LB=5 e sem interrupcao)

Figura 4.4: Exemplo de resolucéo de 1|p;; ;| Lmax por Branch&Bound.
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4.3 Y U; - Numero de tarefas atrasadas

Neste caso como todas as tarefas tem o mesmo peso queremos maximizar o
numero de tarefas que é completado antes das datas devidas. Para isto o es-
calonamento pode ser construido tarefa a tarefa através da regra EDD. Caso a
tarefa escolhida nao possa ser completada a tempo, a tarefa com maior tempo
de execugao é retirada e a construgao continua. No algoritmo abaixo T" denota
as tarefas escalonadas, TP as tarefas que foram descartadas e TC as tarefas a
escalonar.

1. T=TP =0, T ={1,...,n};

2. enquanto (T¢ # () faca
escolha a tarefa j* tal que d;» = min;cpc d;
T=T+75%
TC = 7C — j*;

seja k* a maior tarefa em T (pg- = max(j € T)p;;

3
4
)
6. se (D_jcp > dj-) entdo /* a tarefa t; acaba apds o prazo */
7
8. T=T\k"

9

TP =TP + k*;
Teorema 3 O algoritmo acima contrdi um escalonamento étimo para 1|p;| > U;.

idéia da prova: Sem perda de generalidade supomos que as tarefas (1,...,n)
estao ordenadas em ordem crescente de data devida dy < ds < ... < d,. Seja
T, C {1,...,k} tal que:

1. T} tem o maior numero de tarefas, Ny, completadas antes da data devida;

2. Entre todos os subconjuntos de {1,...,k} com Nj tarefas completadas
antes da data devida, as tarefas em T} tem o menor tempo de processa-
mento.

Observando que T,, corresponde ao maior escalonamento possivel a prova é feita
por inducao:

1. O algoritmo constréi Ty. trivial;
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2. A partir de T}, o algoritmo constréi Tyq:

caso 1: Se a tarefa k 4+ 1 é adicionada, Nx4+1 = N + 1 que por indugao
é 0 nimero maximo de tarefas. Como a tarefa k+ 1 € T o tempo
é minimo;

caso 2: Caso contrdrio Ny = Nj41, mas a tarefa com o maior tempo de
execucao ¢ retirada, o que faz com que o tempo de execugao de Ty
seja menor ou igual ao tempo de execucao de Tj.

Exemplo 18 Dadas as 5 tarefas abaixo:

12 8 4 5
p; 7 8 4 6 6
di 9 17 18 19 21

Um escalonamento dtimo tem a sequinte seqiiéncia de tarefas (3,4,5,1,2)
com Y U; =2.

Conforme ja vimos no capitulo de complexidade, a generalizacao deste pro-
blema 1|p;| >~ w;U; é equivalente ao problema da mochila.

4.4 Atraso total X T}

Ao invés de se minimizar apenas o nimero de tarefas atrasadas, neste caso
também queremos minimizar a soma deste atraso. O problema 1|p;|> T é
NP —dificil mas existe um algoritmo com tempo pseudo polinomial que encontra
a solucao 6tima.

Sem perda de generalidade, vamos supor que a ordem das datas devidas das
tarefas é crescente, isto é dy < do < ... < d,. Seja Ty C {1,...,k}. Se px =
max{p1,...,Pn}, isto é a k-ésima tarefa tem o maior tempo de processamento
o seguinte lema é vélido:

Lema 3 Euxiste um inteiro § entre 0 e n — k tal que existe um escalonamento
otimo S onde a tarefa ty € precedida pelas tarefas t; com j < k+ 6 e sequida
pelas tarefas t; com j >k + 9.

Logo para construir um escalonamento 6timo de um conjunto de tarefas
{1,...,1} a partir do instante ¢ podemos usar programagao dindmica. Seja k tal
que pr = max{pi,...,pi}, a partir de lema anterior sabemos que para algum &
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(0 <6 <1—k) existe um escalonamento 6timo que corresponde a concatenagao
de 3 subconjuntos:

1. das tarefas {1,2,...,k—1,k+1,...,k+J} em alguma ordem comegando
no instante t;

2. da tarefa ty;

3. das tarefas {k+ 6+ 1,..., Kk} em alguma ordem.

O instante de término da tarefa k (Cx(d)) é dado por t + 37,4, 5pj. Mas
0 processo € recursivo pois para encontrar a seqiiéncia 6tima as sub-seqiiéncias
dos itens 1 e 3 também devem ser 6timas.

Para apresentar o algoritmo de Lawler utilizaremos as seguintes notagoes:

e J(j,1, k) asub-seqiiéncia com as tarefas de j a l que tem tempo de execugéo
menor do que pg (seguindo o raciocinio da divisdo em subconjuntos, py
nao pertence aos conjuntos dos itens 1 e 3);

e V(J(4,1,k),t) atraso total do subconjunto J(j,l, k) para uma seqiiéncia
otima que comeca no instante t.

Algoritmo:

1. condigoes iniciais:
2. V(0,t) =0, sem tarefas o atraso é nulo;

3. V{j},t) = max{0,¢t+ p; — d;}, atraso com apenas uma tarefa alocada
no instante ¢.

4. recorréncia:

5. para o célculo de V(J(j,1,k),t) seja k' a tarefa com o maior tempo de
execucio (py = max(py|j’ € J(5,1, K))):

6. V(J(j, 1, k), t) = ming(V(J(j, &'+0, &), t)+max{0, C (8) —dy }+V (J (k' +
§+1,1,K)), C (6)).

o valor étimo de YT é dado por V(J(1,n,tx),0) onde to corresponde a
uma tarefa com um tempo p,, maior que o maior tempo de execugao entre as
tarefas de 1 a n. A complexidade deste algoritmo é O(n*>" p;).
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Exemplo 19 Apresentaremos a idéia de execugao para o sequinte exemplo com

cinco tarefas. As tarefas do exemplo jd estao ordenadas em ordem crescente de
data devida.

1 2 8 4 5

p; 121 79 147 88 130
d; 260 266 266 336 337

Como o maior tempo de execucdo é o da tarefa 3, logo:

V(J(1,3,3),0) + (347 — 266) + V(J (4, 5, 3), 347);

V(J(1,5,2),0) = min 4 V(J(1,4,3),0) + (430 — 266) + V(J(5,5,3), 430):
V(J(1,5,3),0) + (560 — 266) + V' (0, 560).

Pelas condigoes iniciais sabemos que V(0,560) = (J( 5,3), 430)

560—337. Em sequida os valores de V(J(1,3,3),0),V(J ( ,5,3),347),V
e V(J(1,5,3),0) devem ser calculados recursivamente.

4.5 Atraso total ponderado

Nesta secao veremos que este problema é fortemente NP —dificil e proporemos
um algoritmo de Branch and Bound.

Teorema 4 O problema de decisio associado a 1|p;| 3. w;T; é fortemente N'P—completo.
Idéia da Prova:

e Dado um escalonamento é facil verificar em tempo polinomial (no caso
linear) que o valor de ) w;T; ¢ menor ou igual a um valor L dado.
e Reducgao do problema da 3-particao:

Dada uma instancia do problema da 3-particao a1, ..., as:, B, considere o
seguinte problema com 4t — 1 tarefas:

tij=1,...,3t t;,j=3t+1,... 4t—1

dj 0 (j—3t)(B+1)
P aj 1
’LUj 1 2

Seja L = Zj & Q0K + %(t — 1)tB. A prova se baseia nas seguintes cons-
tatacoes:
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— Caso as tarefas tj,j = 3t + 1,...,4t — 1 estejam escalonadas nos
intervalos [B, B+1],[2B+1,2B+2],...[(t—1)(B+1)+B, (t—1)(B+
1)] e as tarefas t;,5 = 1,...,3t estejam escalonadas nos intervalos

[0,B],[B+1,2B+1],...[2B+2,3B + 2] (isto s6 é possivel se existir
uma 3-parti¢do!), o atraso total ponderado serd exatamente L;

— Caso contrario, basta verificar que alguma das particoes terd tamanho
maior do que B, o que faria com que o escalonamento tivesse atraso
total ponderado maior do que L.

Este problema também pode ser resolvido por Branch and Bound, para eliminar
parte das solugoes usaremos o seguinte lema:

Lema 4 Se existem duas tarefas j e k com d; < di,p; < pr e w; > wy, existe
um escalonamento otimo onde a tarefa j aparece antes da tarefa k.

Para o B&B vamos alocar as tarefas do final ao inicio:

Branch alocacao de uma nova tarefa;
Bound baseado no problema de transporte:
e cada tarefa j com tempo de execucao p; é dividida em p; tarefas
unitérias;
e a varidvel de decisao x;; ¢ 1 se uma unidade da tarefa j é executada
no intervalo de tempo [k — 1, k], e 0 caso contrério;

e as variaveis de decisao devem obedecer as seguintes condicoes:

kc;"'f" ik =pi,J=1,...,n (todas as tarefas sdo executadas completamente)
Z?Zl zjk =1,k =1,...,Cnax (a cada instante apenas uma tarefa é executada)

Uma solugao para o problema de transporte, nao é necessariamente um
escalonamento valido para 1|p;| > w;T; pois as tarefas podem ser inter-
rompidas.

Seja c;i, os coeficientes tais que

1
Z cik <wjmax{l —d;,0},j=1,...,n,0=1,...,Cpax. (4.1)
k:lfijrl

Uma solucao com custo minimo é um limite inferior, pois para qualquer solugao

do problema de transporte com z;; = 1 para k = C; —p; +1,...,C; temos
Cmax Cj
Z CikTjk = Z Cik S wy Inax{Cj - dj 0}
k=1 k=Cj—p;+1
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A equacao 4.1 é vélida para os seguintes valores de c;j:

oo — 0, para k < dj;
&= wj, para k > dj.

Exemplo 20 Estudaremos o comportamento desse algoritmo de BB para o
sequinte exemplo com 4 tarefas.

1 2 3
w, 4 5 3 5
p; 12 8 15 9
d 16 26 25 27

Somando-se os tempos de execucdo das tarefas sabemos que o makespan € 44.
Usando-se o lema 4 devemos considerar apenas as tarefas 3 e 4 como candidatas
para terminar a execug¢do no instante 44 (p1 < ps,d1 < ds ewy > ws, a mesma
relagdo é vdlida entre as tarefas 2 e 4). Logo, devemos calcular o limite inferior
para estes dois casos. Ver figura 4.5

29 44 35 44
12 20 29 12 18 26 35
LB=2.5+19.3= 67 LB=10.3+17.5=11F

Figura 4.5: Exemplo de resolucéo de 1|p,| > w;T; por Branch&Bound.

Quando a tarefa 4 € alocada por ultimo obtemos wm limite inferior para
| > w;T; de 115, por outro lado quando a tarefa 8 é a dltima, o limite inferior
€ 67. Como a resolugao do problema de transporte na obtencao deste limite
forneceu um escalonamento sem interrupgao, esta solu¢ao € uma solu¢do otima.



Capitulo 5

Maquinas paralelas P,

As principais fungoes de minimizagao para méaquinas paralelas sao: makespan
(Cmax), tempo total de término (3 C;) e atraso maximo Lyax.

5.1 Pm\pj|0max

Conforme j4 vimos anteriormente o problema para m fixo igual a 2 j4 é NP —dificil
(P2|pj|Cmax) ¢ equivalente ao problema da particdo). Também ji vimos a
heuristica LPT:

1. Ordene as tarefas em ordem decrescente em p;;
2. =1,

3. Enquanto (j < m) faca

4.  Aloque a tarefa t; na maquina onde ela puder ser alocada antes.

Em seguida veremos como medir o quanto a solugao produzida por este
algoritmo estd longe da solucao 6tima. Para isto vamos usar a razao entre uma
solugdo LPT (Ciax(LPT)) e uma solugao 6tima (Ciax(OPT)). Veremos que é
possivel conhecer esta razao, mesmo sem o conhecimento do makespan de um
escalonamento 6timo.

67
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Teorema 5 Para P, |pj|Cmax temos que

Conax (LPT)
Crnax(OPT)

1
3m’

<

L W~

Prova por contradigcao: Suponha por absurdo que existe pelo menos um
contra-exemplo onde
Cmax(LPT) _ 4 1

Coun(OPT) ~ 3~ 3m’

Seja S = {t1,...,tn} um contra-exemplo com o menor nimero de tarefas: n.
Observando a politica LPT, a ultima e menor tarefa, t,, é a Gltima a comecar a
sua execucao. Mas como S é um contra-exemplo com o menor niimero de tarefas,
t, também ¢ a tltima a terminar, pois caso contrario S’ = {t1,...,t,_1} teria
o mesmo makespan que S logo:

Crax(LPT(S"))
Cmax(OPT(S"))

4 1 Cmax(LPT(S)) CmaX(LPT(S/))
37 3m " Com(OPT(S))  Cone(OPT(9))

O que implica que a tarefa t,, comega no instante Cpax (LPT(S)) — pp, como
neste instante as outras maquinas ainda estao ocupadas temos
Zr‘:f Py
Cmax(LPT(S)) — Pn S ]Tv

logo

-1
Z;'l:1 bj 1 Z;'l:1 pj
m

Cunan(LPT(S)) < pr + —pal- )+

m
mas como o makespan étimo é maior ou igual ao trabalho total dividido pelos
processadores,
n
> Ej:l pj

m

Chax(OPT(S))

)

combinando as duas equagoes temos:

n

Pj

41 Canx(LPT)(S) _ pull = 5p) + =5
3 3m  Coax(OPT)(S) = Comax(OPT)(S)
logo
11 pl-g)
3 3m  Coax(OPT(S))
n 1 -1
Crnax(OPT(S)) < w = 3p,,
37 3m

que implica que no escalonamento étimo existem no méaximo duas tarefas por
maquina.
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Pode se mostrar que dado um escalonamento 6timo com no maximo duas
tarefas por maquina este pode ser transformado em um escalonamento LPT
com o mesmo makespan. Idéias:

As seguintes alteracoes no escalonamento nao aumentam o makespan:

t; t; t; tJ
t; t; t ty
com p; > pj € py > pj =
t; t; t;
t; t; t
com p; > pj = !
t; t t t;
! com p; < pj = !

usando-se estas propriedades pode-se construir um escalonamento que seria
o mesmo produzido pelo algoritmo LPT, desta forma chegamos a

Cinax(OPT(S)) = Crax(LPT(S)), — | — .
Além disto, este limite é o melhor possivel pois para m médquinas o seguinte

conjunto de pesos de tarefas: (p1,...,pr) = (2m — 1,2m — 1,2m — 2,2m —
2,...,m+1,m+1,m,m,m) onde r =2m + 1 temos:

ty ton-z

ty ton-z

ty ton-a

tos thee

n tha

ton ‘ tont

LPT

otimo
Como 0 Cpax do escalonamento LPT é 4m—1 e o makespan do escalonamento

6timo é 3m. A razao entre os dois é:

1
3m’

Ll ¥~

Vejamos agora o caso onde existem relacoes de precedéncia.
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5.2  Pylprec; pi|Cmax

Primeiro supondo que o ntimero de processadores nao é limitado (por exemplo
m > n) temos o seguinte algoritmo:

1. seja F' o conjunto de tarefas sem predecessor;
2. enquanto (F # ()
3. escalone todas as tarefas em F;

4. atualize o conjunto F;

O makespan deste algoritmo corresponde ao caminho critico, logo é 6timo.
Para descobrir em um grafo quais tarefas fazem parte do caminho critico pode-
mos:

1. Descobrir o menor tempo possivel de alocacao para cada tarefa;

2. Executar o passo anterior no caminho inverso, e descobrir qual o maior
tempo de alocacao possivel para cada tarefa.

As tarefas para as quais os dois tempos de alocagao forem iguais fazem parte
do caminho critico.

Exercicio 7 Descubra quais tarefas fazem parte do caminho critico no exemplo
da figura 5.1. Os tempos de processamento de cada tarefa estdo listados abaixo:

2 8 4 5 6 7T 8 9
9 8 &8 6 8§ 8 12 6

o¥o
O oSO

1
pi 4

Figura 5.1: Grafo de precedéncia de exercicio 7.

Quando o numero de méquinas é limitado os algoritmos de lista tem garantia
2— L.

m



53 PM|R];PRMP|CMAX 71

5.3  Pulp;; prmp|Crax

Para a minimizagao do makespan com interrupgoes, vamos supor, sem perda de
generalidade, que as tarefas estao ordenadas em ordem decrescente de p;.

Para a resolucao deste problema, poderiamos primeiramente observar um
problema de programacao linear equivalente:

minCipax
Yo xi; =pj,J =1,...,n (as tarefas sdo totalmente executadas)
sujeito a Chax — Z:’;l zi; <0,7=1,...,n (o tempo de processamento de cada tarefa é < Crax)
Cmax — Z?Zl zi; <0,i=1,...,m (cada mdquina executa < Cyax tarefas)
zi;>20,0=1,....m,j=1,...,n.

onde a varidvel x;; representa o tempo gasto pela tarefa j na maquina ¢. Apesar
deste problema ser polinomial, existe uma solucao mais simples para resolver o
problema de escalonamento com interrupgao.

Lema 5 O limite inferior de um escalonamento Py, |prec; pj|Cmax €

LB = max {pl, {#—‘ } .

Usando este lema obtemos o seguinte algoritmo:

1. Aloque as tarefas em um tnica maquina, uma apds a outra, sem inter-
rupgao. Esta alocacdo terd makespan Z?:l p; que é < mLB;

2. Corte este escalonamento em m partes, a primeira [0, LB], a segunda
[LB,2LB] e assim por diante. Aloque cada parte em uma méquina.

Como a maior tarefa é menor ou igual a LB este escalonamento é valido. Um
outro algoritmo possivel é o LRPT (longest remaining processing time) onde
sao alocadas a cada instante uma unidade de execugao de cada tarefa.

1. i=0;
2. Enquanto existirem tarefas a executar faga
3. Aloque uma unidade de tempo das m maiores tarefas no instante i;

4. =i+ 1;
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Apesar do algoritmo LRPT também produzir um escalonamento valido o
ntimero de interrupgoes pode ser bem maior do que m — 1 (niimero méximo de
interrupgodes do algoritmo anterior).

Exemplo 21 Para a sequinte instancia com 8 mdquinas e § tarefas com pe-
sos respectivos: (4,4,3,3,2,2,2) o algoritmo LRPT pode produzir um escalona-
mento com até 18 interrupgoes (ver figura 5.2).

Figura 5.2: Exemplo de escalonamento gerado pelo algoritmo LRPT.

5.4 Soma do tempo de término

Nesta se¢io estudaremos o problema Py, |p;| > C;. J4 sabemos que o problema
1p;|>° w;C; é polinomial, logo o problema 1|p;| >~ C; também é polinomial e
o escalonamento 6timo é obtido alocando-se as tarefas em ordem crescente de
tempo de execugao.

Este resultado também pode ser visto através das permutagoes I = (i1, ..., %)
de (1,...,n). Um escalonamento pode ser representado pela ordem das tarefas,
isto é, por uma permutagao. Dada uma permutacao I temos que:

n
> Ci =i+ (i + i) + iy +Pis +Pig) + D P,
k=1

=npi, +(n—1)pi, + (n = 2)pis + ... +pi,,-

De forma a minimizar esta soma, vemos que p;, deve corresponder ao menor
valor de p;, ps, ao segundo menor, e assim por diante. Logo os p; devem estar em
ordem crescente. Com este tipo de argumento provaremos o seguinte teorema:

Teorema 6 A regra SPT (shortest processing time) é étima para o problema
Plp;| 22 Cj-
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Idéia da Prova: Suponha inicialmente que n é miltiplo de m (caso contrario
acrescente m —n%m tarefas de tamanho zero). De forma a minimizar os termos
com grandes coeficientes multiplicativos devem ser alocadas n/m tarefas por
méquina (caso contrario teriamos méquinas com coeficiente > (n/m)+1 e outras
com coeficiente < (n/m) — 1). As m maiores tarefas devem ter coeficiente 1,
as segundas m maiores tarefas devem ter coeficiente multiplicativo 2, e assim
por diante. Como a regra SPT contréi um escalonamento desta forma, este é
6timo.O

O problema P,,|prec; p;| >~ C; é fortemente N'P—dificil, e o problema P, |p;| > w;C;
¢ N'P—dificil mas pode ser resolvido por um algoritmo pseudo-polinomial.

5.5 Atraso maximo

O problema P, |prmp; pj|Lmax ¢ um dos poucos problemas para miquinas pa-
ralelas com data devida que é polinomial.

Se existe um escalonamento com Ly.x = z temos que para cada tarefa t;
o seu tempo de término C; é menor ou igual a d; + z. Podemos encontrar, se
existir, um escalonamento onde C; < d; + z da seguinte forma:

Aplique a regra LRPT, comegando de tras para frente, na tltima data devida
(j& levando em conta o valor de z). As datas limites do problema original serao
as datas de disponibilidade deste problema. Se o escalonamento obtido for
valido com todas as tarefas alocadas a partir do instante zero, entao existem
um escalonamento para Pp, [prmp; pj|Lmax com Lmax < z.

Exemplo 22 Verifique se existe um escalonamento com Luyax = 0 para a se-
guinte instancia em duas mdquinas:

pj
dj

B WO~
v Qo
G o Co
© Co B~

Comegando de trds para frente trocamos d; por rj =9 —d;.

Ezxercicio: verificar que se a tarefa 1 tivesse tempo de execuc¢do 4, nao seria
possivel encontrar uma solu¢cdo com Luyax = 0.
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Figura 5.3: Solugao com Ly.x = 0.



Capitulo 6

Escalonamento com atraso
de comunicacao

Este problema esta diretamente relacionado aos computadores paralelos com
memoéria distribuida. Os processos que compoe uma aplicacao paralela corres-
pondem as tarefas, e a comunicagao entre processos executados por maquinas
diferentes aos atrasos de comunicacao.

Trés caracteristicas principais serao estudadas:

e A duplicagdo de tarefas: possibilidade de se executar uma mesma tarefa
mais do que uma vez, com o objetivo de reduzir os atrasos de comunicagao;

e Quantidade de maquinas: como estes problemas sao geralmente dificeis
uma outra forma de reduzir o impacto dos atrasos é de se utilizar um
nimero nao limitado de maquinas;

e Atraso de comunicagdo: neste caso estaremos interessados na razdo en-
tre os tempos de comunicacgio e execugdo das tarefas (também conhe-
cida por granularidade da aplicagdo paralela). Usa-se a seguinte razdo:
p = maxc;jr/ minp; onde p < 1 denota os problemas com pequenos tem-
pos de comunicagido (SCT) e p > 1 os problemas com tempo de comu-
nicacao grande (LCT).

Como uma das caracteristicas possiveis é a duplicagao, usa-se a seguinte notagao:

Definicao 12 O escalonamento de uma cépia de uma tarefat; em uma mdquina
m; no instante t € indicado pela tripla (t;,m;,t).
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Um arco no grafo de precedéncia da tarefa t;, a tarefa t; implica que a tarefa
t; necessita dos dados produzidos pela tarefa t;. Logo um escalonamento vélido
deve satisfazer:

1. Cada tarefa t; é executada ao menos uma vez;
2. A cada instante uma méquina executa apenas uma tarefa;

3. Se existe um arco de ¢ & t; entdo cada cépia de t;, (t;,m;,t) necessita
dos dados de uma cépia de ty, (tg, my,t') tal que t > t' +p, se i =14’ e
t>t +pj+ckjsei#i.

Usaremos também as seguintes notacoes:

pre(t;) predecessores diretos da tarefa t;;
suc(t;) sucessores diretos da tarefa ¢;;
Pmins Pmax tempos de execucao da menor e maior tarefa;

Cmins Cmax tempos da menos e da maior comunicagao.

Estudaremos os problemas de minimizacao do makespan Py, |prec; p;i; ¢jk; dup|Cmax-
Veremos também alguns problemas onde a duplicagao nao é permitida. Veremos
os problemas em ordem crescente de dificuldade.

6.1 Py|prec;pj; ¢jk; dup|Crax

6.1.1 SCT

Primeiramente estudaremos o problema assumindo que os tempos de comu-
nicagao sao pequenos (Pmin > Cjmaz). Neste caso existe um algoritmo polino-
mial que escalona todas as copias no menor instante possivel (b;). Para calcular
estes tempos usamos o seguinte procedimento:

0, se pre(t;) =0
bj =< bs+ps, se pre(t;) = {ts}
mintsepm(t].){bs + ps, maxy, epm(tj)\{ts}{bk +pr +ckj}, caso contrario.

Um arco (t;,tx) no grafo de precedéncia é denominado critico se b; + p; +
cjr > bg, neste caso uma copia de t; deve ser executada na mesma maquina
onde a tarefa t; serd executada. Para obter o escalonamento removemos os
arcos nao criticos e alocamos os caminhos remanescentes, um por processador.
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Exemplo 23 Dado o grafo de precedéncia da figura 6.1, assim como os tempos
de processamento e de comunicagdo (localizados abaizo das tarefas, ou junto dos
arcos). Os instantes minimos para alocagdo sdo:

Figura 6.1: Grafo de precedéncia com atraso de comunicagao.

1 to t3 ty4 ts te tr  tg tg
b, 0 0 4 4 3% 7 6 6 11

Os arcos nao criticos foram removidos da figure 6.2. Basta agora alocar cada
caminho em um processador (o que vai implicar na duplica¢io da tarefa t1) a
partir do instante b;.

Figura 6.2: Arcos critico do grafo de precedéncia da figura 6.1.

Observe que no exemplo anterior pmin < Cmax, Mas o algoritmo continua
vélido sob a seguinte hipdtese: para cada tarefa ¢;, max{cy;[ty € pre(t;)} <
min{pg|pr € pre(t;)}. O algoritmo anterior fornece um escalonamento étimo,
mas nao minimiza o nimero de processadores utilizado. A minimizacao do

nimero de processadores, sem alterar o makespan minimo, é um problema
NP —dificil.
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6.1.2 LCT

Antes de analisarmos o problema Py |LCM; p;; ¢ji|Crmax veremos um problema
um pouco mais simples, mas equivalente: Poo|p; = 1;¢jr = T > 1|Crax. Esta foi
a abordagem de Papadimitriou e Yannakakis em um dos trabalhos mais impor-
tantes para o escalonamento em maquinas paralelas. Neste trabalho, além de
mostrar que o problema é dificil, os autores também encontraram um algoritmo
de aproximagao com razao 2.

Na primeira parte os autores mostrarm que decidir se existe um escalona-
mento de P |pj = 1;¢j5 = 7 > 1|Crax para um dado Crax é NP-completo.

A prova é uma redugao do problema CLIQUE.

Dado um grafo G(V, E) e um inteiro k, sendo que G tem ao menos (%)

arestas. Vamos construir um grafo de precedéncia D(U, A) e dar um valor para
a comunicagao 7 tal que D pode ser escalonado em tempo Chax se e s6 se G
tem um clique de tamanho k.

D é construido da seguinte forma:

e para cada v € V existe em D um caminho (dy1,...,dyy|2) com arcos
(dviadv,i-l-l)u 1=1,..., |V|2 -1

e para cada aresta e = [u,v] em E existe um vértice ¢y, em D também
existe um noé t em D;

e os arcos de D sdo definidos da seguinte forma. Existe um arco de (dy|v2, c.)
do udltimo vértice no caminho para os vértices correspondentes a aresta e,
onde v € ¢;

e para todo e € E existe um arco (¢, t);

o sejaT=|V[]*(k—1)+ (%) e Crax = |V|?k + |E| + 1.

Suponha agora que exista um escalonamento onde o né ¢, , ¢ executado no
processador p antes do tempo d = |V |* + (g) Mas, para isto é necessario que
as cadeias correspondentes a u e v também sejam executadas em p, pois nao
hé tempo para efetuar uma comunicacao. Por outro lado, o vértice ¢t também
precisa ser executado no mesmo processador que todos os vértices que forem
executados apds, ou no instante, d. Isto implica que existem no méximo | FE|— (%)
arestas executadas em tempos maiores ou iguais a d.

Cada uma das (%) arestas restantes devem ser executadas no mesmo pro-

cessador que executa os caminhos dos seus nés. Como para estas nao é possivel
fazer comunicagoes, todas estas arestas, assim como ¢t devem ser executados no
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mesmo processador. Além disto, este processador pode executar no maximo
Cmax — 1 — |E|/|[V]? = k caminhos. Enretanto, isto implica que existem k
vértices em V' que sao adjacentes a (%) arestas, logo um clique de tamanho k
existe.

Por outro lado, se existe um clique de tamanho k, um escalonamento possivel
é o seguinte: execute cada caminho fora do clique em um processador, e os cami-
nhos do clique e suas arestas em outro. Finalmente, execute os vértices remanes-
centes neste mesmo processador (exatamente quando chegarem as comunicagoes
dos outros caminhos), e finalmente .

Ver figura na pagina 72 do livro Scheduling Theory and its applications.

6.1.3 Um algoritmo de aproximagao
Dado um grafo de precedéncia G(V, A) e um inteiro 7 seja a seguinte fungao:

1. se v é origem, entdo e(v) = 0;

2. caso contrario, sejam os ancestrais de v, ordenados em ordem decrescente
de e(u), (e(u1) > e(uz) > ... > e(up)). Seja k = min{r + 1,p}, e(v) =
e(u) + k.

Lema 6 Nao existe escalonamento onde o vértice v € escalonado antes do tempo

e(v).

Prova: Por indugao. Ok para vértices origem. Suponha que um vértice v pode
ser escalonado em ¢ < e(v). Sejam seus k ancestrais (ug,...,u) (conforme
acima). Por indugdo, cada vértice u; foi escalonado em, ou apds, e(u;) > e(ug).
Como t < e(v) = e(ug) + k < e(ug) + 7 + 1, cada vértice u; é escalonado
a menos de 7 4+ 1 antes de v, logo devem estar no mesmo processador que v.
Como existem k deste nds entre e(uy) e t, temos ¢t > e(ug) + k, ou t > e(v),
contradigao.

Lema 7 Eziste um escalonamento onde cada vértice € alocado no instante 2e(v).

prova: Novamente por indugao, na profundidade de v. Claramente, os
vértices origem podem ser escalonados no instante ¢ = 0. Para o passo de
inducao suponha primeiro que v tem p < 7+ 1 ancestrais. Entao, todos po-
dem ser escalonados, incluindo v até o instante e(v) + 1 < 2e(v) no mesmo
processador.
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Finalmente, assuma que v tem p > 7 4 1 ancestrais. Ordene-os em ordem
decrescente de e(): e(u1) > e(uz) > e(us) > e(up). Como e(v) = e(ur41) +7 +
1), temos que e(v) — 7 — 1 > e(u;) para j > 7 + 1. Logo, por inducdo, todos
os ancestrais de v exceto os T primeiros podem ser escalonados até o instante
2e(v) — 27 — 2. Isto implica que a partir do instante 2e(v) — 7 — 1 os primeiros
T vértices podem ser escalonados (em ordem reversa), e portanto v pode ser
escalonado no instante 2e(v).

Falar da generalizagao.

6.2 Numero infinito de maquinas, sem duplicacao

Neste caso, mesmo grafos de precedéncia simples correspondem a problemas

NP —dificeis.

Exemplo 24 O problema P |SCM;p;, ¢jk|Cmax € N'P—dificil.
idéia da prova: Reducdo do problema da particio {a1,...,an} € > a; = 2B,
com o sequinte grafo de precedéncia:

Figura 6.3: Grafo para a redugao do problema da particao.

onde os tempos de execugao de cada tarefa sio dados abaizo e todas as co-
municagoes valem C (¢, = C):

Po = pnt1 = A (inteiro)
pj=aj,j=1,...,n;
C € max{B — amin + 1,...,B — 1}, onde apin = mina,.

Eziste uma particdgo do conjunto {ay,...,a,} com soma B se e sd se existe um
escalonamento com makespan 2A+ C'+ B. Esta propriedade pode ser verificada
observando-se a figura 6.4.
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tO tl """"""""""" tn tn+1

A 2B+A  2(A+B)

7 .
tO Pl /

A A+C A+C+B  2A+C+B

Figura 6.4: Melhor tempo de execugao possivel para o escalonamento em uma
e duas maquinas.

Na figura 6.4, P1, Py denotam uma parti¢io do conjunto {a1,...,an}. No
caso do uso de mais mdquinas 9m) o melhor caso corresponde a particionar o
conjunto {ay,...,an} em m conjuntos com o mesmo tamanho. Como o tempo
de comunicagao € grande, podemos ver que o menor makespan € obtido com duas
mdquinas (nao é dificil de mostrar que o melhor makespan com m mdquinas é

24 + 2C 4 max{a;, 22} ).

Por outro lado, para grafos mais simples como o send (uma tarefa corresponde
a raiz e todas as outras sao nds folha) o problema é polinomial.

Vejamos a andlise do seguinte exemplo: Sem perda de generalidade podemos

Figura 6.5: Grafo de precedéncia do tipo send.

supor que os vértices estao ordenados de tal forma que p; 4+ cg1 > p2 + co2 >

. > Pp + con. Primeiramente podemos verificar que em um escalonamento
6timo somente o processador que executa a raiz tem que executar mais alguma
tarefa. Em seguida podemos ver que se a tarefa t; nao é executada na mesma
maquina que a tarefa to, as tarefas {¢;;1,...,%,} também podem ser executadas
cada uma em uma méquina, sem um aumento do makespan.

Observando estes dois fatos, o algoritmo tem apenas que encontrar a tarefa
t; que minimiza max{d>_}_, pj, pj+1 + Co,j+1} para j entre 1 e n.
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Exercicio 8 Encontre o escalonamento étimo para o grafo send com os parametros
abaizo:

to 11 to t3 ty4 ts te t7 ts
p, 1 1 2 2 8 2 4 2 2
o 0 6 5 4 2 3 1 2 1



Capitulo 7

Escalonamento Dinamico

O escalonamento dinamico ocorre quando alguma das condi¢Ges do escalona-
mento muda com o tempo, por exemplo, o grafo de precedéncia pode nao ser
conhecido por completo, ou mesmo a alocagao de uma tarefa pode sofrer al-
teragoes. O primeiro é bastante comum em computacgao paralela, quando tarefas
sendo executadas podem criar subtarefas que até entao nao eram conhecidas até
o momento. Esta drea é bem recente e a maioria dos resultados estao ligados ao
escalonamento em computacao paralela, logo vamos nos restringir a este caso.

Neste caso, existem duas possibilidades, ou todas as tarefas criadas sdo en-
viadas a um escalonador central, ou as mesmas sao criadas localmente. No
primeiro caso, cabe ao escalonador central a distribuicao das novas tarefas. Isto
geralmente é feito utilizando-se de algoritmos simples e rapidos. Os algoritmos
que melhor se adaptam neste caso sao os algoritmos de lista. Quando se trata
de escalonamento dinamico em méquinas paralelas nao é interessante a procura
pela melhor solugao, pois a chegada de uma nova tarefa, que pode acontecer a
qualquer instante, pode fazer com que a solugao calculada ja nao seja a melhor
possivel.

Quando as tarefas sao geradas localmente, pode ocorrer uma diferenca de
carga entre duas maquinas, por exemplo, uma muito carregada, e a outra ociosa.
Nestes casos aplicam-se técnicas de balanceamento ou partilha de carga, onde
tenta-se fazer uma redistribuicao do trabalho durante a execugao das mesmas.
No caso de balanceamento procura-se fazer com que a quantidade de trabalho
nas maquinas seja aproximadamente igual, ou seja que existe uma faixa de
valores tal que a carga de cada uma das maquinas esteja nesta faixa. Com
relagao a partilha de carga o objetivo é mais simples, deseja-se garantir que
nenhuma das maquinas fique ociosa enquanto existirem duas ou mais tarefas
em outra maquina.
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Novamente, podemos ter um controle de distribuicao centralizado, que con-
trola o nivel de carga de cada maquina. Verifica os eventuais desbalanceamentos,
e encontra as tarefas que se migradas vao corrigir as diferencas de carga. Ou
podemos ter um controle distribuido, onde as médquinas monitoram as condigoes
das maquinas vizinhas, e encontram eventuais diferencas de carga. Mesmo no
controle distribuido temos duas possibilidades, as maquinas com mais carga po-
dem transferir tarefas as maquinas com menos carga, ou mesmo as maquinas
ociosas podem roubar tarefas das outras (work stealing).

Também existem duas opgoes com relagao a migracao, caso seja possivel
migrar uma tarefa sendo executada, interrompendo-a, temos a migragao pre-
emptiva. Caso contrario sé tarefas prontas, mas ainda nao alocadas podem ser
migradas.

7.1 Um pouco de teoria

Geralmente, os algoritmos de partilha de carga (mesmo os mais simples como
os gulosos, ou de lista) permitem a obtencao de tempos de execu¢do muito
proximos ao 6timo, isto fica ainda mais evidente em programas com alto grau
de paralelismo. Observe o teorema abaixo:

Teorema 7 Seja uma mdquina paralela com processadores idénticos sem custo
de comunicacao. Seja T7 o tempo de execucao sequencial e T, o tempo de

execucdo em wm nimero infinito de processadores .

Todo escalonamento com partilha de carga em p processadores tem duragao
T, limitada por:

max{LL, T} <T, <L+ T

Prova: a prova consiste em limitar o tempo inativo dos processadores pelo
caminho critico do grafo de precedéncia. Seja t; uma tarefa que termina no
makespan de T}, seja d;, a sua data de inicio de execugao.

Existem duas possibilidades, ou nao existem processadores inativos antes de
d (caso trivial), ou existem processadores inativos antes de d.

Neste segundo caso, existe ao menos um processador inativo. Mas, como t;,
nao foi alocada antes, temos que havia um predecessor ¢;, de t;,. Isto pode ser
feito de forma recursiva até chegarmos ao primeiro caso.

INeste capitulo ndo estamos considerando os custos de comunicacéo.



7.1. UM POUCO DE TEORIA 85

Seja tj, a tarefa onde o primeiro caso ocorre, de tal forma que tenhamos a
sequéncia t;, precede tj, , que precede ...que precede ;.

Seja o tempo de inatividade I = pT, — T (4rea total menos a soma de todas
as tarefas), temos que I < (p—1) 2521 pj,, logo

k
pT, <Ti+(p—1)) ;.
=1

Mas ao mesmo tempo T, é maior ou igual a soma das tarefas no caminho
critico, logo:

T, < = 4+ T..

O teorema anterior mostra que os algoritmos de partilha de carga fornecem
uma execucao eficaz, quando os tempos de comunicagao nao sao considerados.
Isto é, o tempo de inatividade esta limitado por pTs, que é geralmente pequeno
comparado ao tempo seqiiencial. Este é um argumento muito forte em relagao
aos algoritmos de partilha de carga, que sao mais simples e realizam menos
migracoes que os algoritmos de balanceamento de carga.

Em seguida, veremos mais um resultado interessante, ele mostra que o uso de
estratégias mais inteligentes de escalonamento, ou mesmo o uso de preempgao
nao sao muito tteis para a obtencao de algoritmos de escalonamento dinamico
mais eficientes.

Teorema 8 Se o tempo de comunicagdo ndo é considerado um limite inferior
para o tempo de um algoritmo de escalonamento que nao conhece a duragao das
1

tarefas é 2 — 5, mesmo quando a interrup¢ao de tarefas € permitida.

prova: Seja uma instdncia com uma tarefa de tamanho p e p(p — 1) tarefas
com duragao unitaria. O melhor escalonamento é obtido colocando-se a tarefa
grande em apenas um processador e as outras divididas entre os outros proces-
sadores. Por outro lado, sem conhecer a duracao das tarefas, um escalonador
pode escalonar as tarefas da pior forma possivel, isto é, dividir as p(p—1) tarefas
entre os p processadores, e em seguida alocar a tarefa com tamanho p.
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7.2 Alguns Ambientes de Escalonamento Dinadmico

Nesta secao veremos alguns dos ambientes para programacao paralela que fazem
alguma forma de escalonamento dinamico. Os dois primeiros de balanceamento
de carga e os seguintes de partilha de carga.

7.2.1 GTLB - Generic Threads Load Balancer

Corresponde a um nicleo balanceador de processos leves (threads) para méquinas
com memoria compartilhada, faz parte do ambiente PM? desenvolvido pela Uni-
versidade de Lille. Neste as tarefas se executam de forma assincrona, sendo o
sincronismo fornecido através de acessos a memoria comum.

As tarefas criadas sdo imediatamente colocadas como prontas para serem
executadas, e enviadas a um processador com menos tarefas. Como as ta-
refas podem ter duragoes diferentes (desconhecidas antes do término de sua
execucdo), o ambiente também prové mecanismos de balanceamento de carga,
onde um deamon local controla as diferencas de carga. Este deamon é execu-
tado concorrentemente com a aplicagao. Mais especidficamente, cada maquina
controla o nimero de tarefas em sua fila de execug@ao, sem considerar os seus
tamanhos. Quando o nimero de tarefas chega a um valor dado, esta informacao
é repassada a um vizinho (em uma topologia do tipo anel). No caso de dife-
rencgas importantes ocorre a migragao, caso contrario a mensagem é repassada
ao proximo vizinho.

7.2.2 DPC++ - Distributed Programming in C++4

O DPC++ é um ambiente para proramagao paralela em aglomerados desenvol-
vido na UFRGS. O ambiente permite a criagao de objetos remotos em maquinas
distantes. A troca de mensagens entre os objetos pode ser sincrona, quando o
método retorna algo, ou assincrona no caso de métodos void. SupGe-se que
todos os objetos sao synchronized para minimizar problemas de concorréncia.

A distribuigao de carga funciona a nivel dos objetos, os quais sdo alocados
de forma a nao sobrecarregar alguma maquina da rede. Em caso de sobrecargas
(dar exemplo) objetos também podem ser migrados.

O controle é feito por um né central que armazena tabelas com os niveis de
carga de cada maquina. A atualizagdo destas tabelas é feita através do uso de
objetos espides que informam ao né central eventuais mudancas de carga.
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7.2.3 Cilk

Cilk é uma linguagem paralela baseada na linguagem C com suporte para pri-
mitivas do tipo join/fork. A criagdo de tarefas é explicita, e as mesmas acessam
um espago de memoria comum.

Uma palavra chave spawn antes da chamada de uma funcao faz com que uma
nova tarefa seja criada para executar esta funcao. Mas, a execugao continua,
sem interrupgao na tarefa onde ocorreu a chamada. Para o uso de sincronizagoes
deve ser usada a instrugao sync que faz com que a fungao mae espere o término
das tarefas filhas iniciadas. Nao existe nenhuma restri¢cao com relagao ao acesso
concorrente a meméria. Também é possivel criar uma fungao callback a ser
executada ao término das tarefas.

Cilk supoe o uso de memoéria compartilhada acessivel por todos os proces-
sadores, mas versoes mais novas oferecem suporte a maquinas com péaginas de
memoéria virtualmente compartilhada. Cilk é baseado em politicas de roubo de
trabalho. Além disto, em cada maquina o escalonador usa uma politica que pri-
oriza a profundidade, isto é, a tarefa mae sempre é bloqueada. Cada maquina
mantém uma pilha com as tarefas prontas para serem executadas. Caso uma
maquina fique inativa, a mesma “rouba” uma tarefa da base da pilha de outra
maquina qualquer. Em maquinas com memdria distribuida sao usados meca-
nismos que procuram tarefas de memérias que estejam mais préximas, ou mais
acessiveis.

7.2.4 Jade

Jade é uma extensado da linguagem C desenvolvida em Stanford. A linguagem
C é expandida com a nog¢ao de bloco de instrugoes. Para cada bloco é necessario
especificar os dados acessados e a forma de acesso. Para cada bloco encontrado
é criada uma nova tarefa, onde devem ficar claros os dados de entrada e de
saida, assim se cria um grafo de fluxo de dados. Existe uma garantia de que a
execucao paralela terd os mesmos resultados do que uma execugao seqiiéncial,
para isto o ambiente geréncia um grafo de precedéncia distribuido, logo é ne-
cessaria uma forma de acesso a memoria compartilhada para maquinas com
memoéria distribuida.

As tarefas sdo criadas durante a execucdo do programa localmente, mas
informacoes sobre as mesmas sao enviadas a um escalonador central, quando as
mesmas estao prontas para serem executadas. Quando um processador termina
a execucao de uma tarefa uma nova tarefa é escolhida, preferencialmente uma
que dependa dos dados gerados pela tarefa recém terminada.



88 CAPITULO 7. ESCALONAMENTO DINAMICO

7.2.5 Andlise

Todos os ambientes vistos possuem politicas de distribuicao de carga extrema-
mente simples, e rapidas. Vé se na pratica o interesse por algoritmos simples, ao
invés de algoritmos sofisticados, onde uma analise parcial mais cuidadosa pode
nao ser vantajosa.
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