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O Problema

e Seja f uma funcao continua definida em [a,b] e G
uma familia de funcoes definidas por expressoes
da forma

c191(x) + cago(x) + - - - + cngn(x)

Nosso problema consiste em aproximar f por uma
funcao da familia G.

e Exemplo: Aproximar f(x) = arctan(z),—1 <
x < 1, por um elemento da familia de polindmios

G={g(x) = clzc—|—02w2—|—03a:3 . c1,¢0,c3 € R}




Algumas aplicacoes

O problema proposto é considerado quando:

e f supOe consultas a tabelas

e f € definida através de processos nao-finitos

o f € definida implicitamente como solucao de uma
equacao




Solucao

o Basicamente, em duas etapas:
— Escolha da familia G de aproximantes para f

— Definir critério para determinacado de g € G,
l.e., para a determinacao dos coeficientes

C1,C2, ", Cn

o Exemplo: Aproximar f(x) = arctan(z),—1 <
z <1,

- G={g(x) = c1z + cox3 + c32° :
T € [_17 1]7 C1,C2,C3 € R}

— Determinar c1, cp, c3 de modo a minimizar

r(z) = g(z)— f(z)

= c1z 4 cox3 + e32® — f(2)




Escolha da familia G

As funcOes da familia G devem satisfazer as se-
guintes propriedades:

e Serem calculaveis num namero finito de operacoes
aritmeticas.
— Possibilita implementagao computacional
— Exemplo: Polinbmios, Splines, etc.
e Possuirem caracteristicas comuns com a funcao
f. Por exemplo,
— f periddica = G espaco de funcoes periodicas,

— f monotoOnica crescente = GG espaco de funcoes
monotodnicas crescentes, etc.




Determinacao dos coeficientes

Os coeficientes cq, - - -, ¢, Seram determinados com
0 objetivo de minimizar o residuo

r(z) = g(z)— f(=x)
c191(x) + -+ + cngn(z) — f(z)

no intervalo [a, b] ou num namero finito de pontos.

G ={g9(z) = c191(z) + -+ + cngn(=) :
RS [Cl,,b], Cl,""*yCn € R}




Tentativa 1: Critério de Aproximacao

e Tres aproximagoOes para uma funcao f tabelada
em 4 pontos

4 4

o > ri(zy) = > [fi—gj(z)]=0 ;j=1,2,3
i=1

=1




Critério no caso continuo

o Diversas funcoes f sendo aproximadas pela mesma
funcao constante g

¢ Em todos 0s casos:

ri= [ (fi(@) — g(2))de =0




Tentativa 2: Critério de Aproximacao

e Se utilizarmos

ri= [ 1f:(2) - g(2)lda

entao r; = O.

e Mas |-| ndo-diferenciavel na origem =- dificuldades
na determinacao do erro minimo




Critério de Aproximacao: escolha

e Se utilizarmos
r=[(f@ - g@) e ov
r=2 (f(z) - g9(z:))?,

as dificuldades anteriores desaparecem e entao
poderemos calcular o erro minimo

e Ou seja, podemos calcular a aproximacao g que
nesse caso € uma aproximacao otima para f.
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Distancia entre funcoes

o Definicao 1. Sejam f e g continuas em a, b. Indi-
caremos por (f|g) o nimero real

(o) = [ 1@)g(a)d

produto escalar (ou interno) entre f e g.

o Definicao 2. Sejam xqg, x1, - - -, xm €lementos dis-
tintos do intervalo [a, b]. Indicaremos com a mesma
notacao da Definicao 1, o nUmero real

(flg) = > fxidg(=:)
=0

e Ao produto escalar (f|g) esta associada a distancia

dist(f|g) = (f — g|f — g)1/?

o Note, por exemplo, no caso continuo que

dis?(flg) = [ (/@) — g(2))da
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Método dos Minimos Quadrados

o 9(z) = cogo(x) + c191(x) + - - + cmgm ()

e Definicao. O Método dos Minimos Quadrados con-

siste em determinar cq, cq, - - -, cm quUe Minimizam
b b
(rlr) = [ 12@)de = [ (F(@) - 9(2))?do
ou
(rlr) = > r?(z) = > (f (@) — g(x))?
i=0 i=0

conforme o produto escalar adotado.
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Calculo da aproximacao pelo MMQ

o 9(z) = cogo(z) + c191(x) + - - + cmgm ()

e Teorema. Seja

" (90l90) (golg1) - - (golgm) |
(91l90) (g91l91) --- (g1lgm)
i (9m|90) (9m|91) (9m|gm) i

Sedet A # O entao :

(1). Existe um Unico conjunto de parametros

(607 C1, - ,Cm)
que minimiza (r|r).

(2). (cg,c1,--+,cm) € solucao do sistema linear
- (g0lf)
Ac = (gl|f)

I (gm|f) i

13



