1 Polinomios

Neste se¢do, apresentaremos os resultados bésicos sobre interpolacdo polinomial e diferen-
cas divididas que servirdo de apoio as se¢cdes posteriores.

Polindmios sdo utilizados em problemas de aproximag¢ao porque possuem uma repre-
sentacdo computacional que permite a implementacdo de algoritmos relativamente simples:
podem ser calculados, diferenciados e integrados facilmente, e num ndmero finito de passos
usando as operagdes aritméticas basicas de adicdo, subtracao e multiplicacao.

Um polinémio de ordem n (ou grau n — 1) € uma fun¢do da forma
n .
p(x) =ar+ap+-+ap " =Y api~! (1)
j=1

Designaremos por
Py

o espago dos polindmios de ordem n.

Teorema 1.1 P, é um subespago linear de C*(R) de dimensdo n. Dado qualquer niimero

real C, as fungcoes 1, x—C, -+, (x— C)"‘l constituem uma base de P,,.

1.1 Interpolacao Polinomial: base de Lagrange

Seja T = (7;)7_, uma sequéncia de n pontos distintos. Entdo

nXx—1T;
Li(x) = J (2)
9 Efi—fj

i#]

€ o 1-ésimo polindmio de Lagrange para a sequéncia T. Observe que L; € um polindmio de
ordem 7 que anula-se em todos 0s pontos T;, com excessdao do ponto T; onde assume o valor

1. Isto pode ser escrito com a ajuda da funcdo delta de Kronecker :

0, i#]

1, i=j



Portanto, para uma dada fungdo arbitraria g,

p= Zn: 8(ti)Li
=1

J

¢ um elemento de P, e satisfaz

p(Ti):g(Ti)7 izl,"',l’l

Isto mostra que os polindmios de Lagrange permitem escrever diretamente o polindmio que
interpola g na sequéncia de pontos T. Além disso, p € o tnico polindmio que interpola g em
1. De fato, se g € P, e ¢(t;) = g(1;), para todo i, entdo r = p — g é também um polindmio
de ordem n que anula-se em n pontos distintos Ty ,---,T, € portanto deve ser o polindmio
identicamente nulo, isto €, ¢ = p. Os resultados desse pardgrafo podem ser resumidos no

seguinte teorema:

Teorema 1.2 (Existéncia e Unicidade do Polinémio Interpolador) Dados pontos distintos
Ty, , Ty e valores g(11),- -, 8(Ty), existe um vnico polinémio p € P, tal que p(;) = g(T;),

i=1,---,n. Este polinomio pode ser escrito na base de Lagrange

onde Li(x) =ITj_ (x — ;) /(v — ;)
J#i

A representacdo do polindmio interpolador na base de Lagrange € bastante elegante. Mas
comparada com outras representacdes estd muito longe de ser a mais eficiente. Verifique
isto avaliando o custo computacional da avaliacdo do polindmio interpolador na base de
Lagrange. Compare o resultado com a representacdo na base de Newton que serd apresentada
a seguir.

Na prética, € frequente desconhecer-se quantos pontos de interpolagdo devem ser utili-
zados. Nesse caso, é geralmente necessario elevar-se (ou diminuir-se) convenientemente o
grau do polindmio interpolador até que tenhamos uma aproximacao satisfatéria. A forma de
Lagrange ndo permite reutilizar os polindmios ja calculados para obter outro polindmio com
grau maior (ou menor). Noutras palavras, suponha que tenhamos disponivel, um polindmio

interpolador na forma de Lagrange de grau k — 1. O calculo de um polinomio de grau k na



forma de Lagrange deve ser refeito de modo totalmente independente.
Outro problema da base de Lagrange, € que as estimativas do erro da interpolacao nessa
base sdo extremamente mais complexas se comparadas, por exemplo, com aquelas obtidas

na base de Newton.

1.2 Diferencas Divididas e Interpolacao na Base de Newton

Interpolacdo na base de Newton € reconhecida como o melhor compromisso entre facilidade
de construgdo e eficiéncia computacional. Além disso, conduz a uma anélise simples do erro

de interpolagdo e utiliza interpolacdo polinomial osculatéria sem esforco extra.

Definicdo 1.1 (Interpolaciio osculatéria num ponto) Seja T = (T;)| uma sequéncia de pon-
tos ndo necessariamente distintos. Seja x um ponto de T que repete-se m vezes, 1 < m < n.

Dizemos que a funcdo p coincide ' com a funcdo g em x com multiplicidade m se
PV =g V%) para i=1,--,m.
A Defini¢do 1.1 também € denominada interporla¢do de Hermite no ponto x , ou ainda,
interpolagdo repetida no ponto x.
Definicao 1.2 (Diferencas Divididas) A k-ésima diferenca dividida de uma funcdo g nos

pontos T, -+ ,Tiri que escrevemos como

[Ti PR 7Ti+k]g

é o coeficiente principal (isto é, o coeficiente de x*) do polinémio de ordem k+ 1 que coincide
com g nos pontos Ti,- -+ ,Tiyk.

A Defini¢do 1.2 tem as seguintes propriedades imediatas:

Propriedade 1.1 (Construcao Iterativa) Seja p; € P; o polindmio que coincide com g em

Ty,---,Tiparai =kei=k+ 1. Entao

Pl =P+ @ —T)(x—1) - (x —T) [Ti, -+, Tiklg (3)

'Dagqui por diante escreveremos simplesmente "p coincide com a funcio g" para expressar efetivamente o
sentido da Definicdo 1.1, isto é, p(t;) = g(T;) e, ocorrendo m repeticdes na sequencia T, teremos pl~ 1 (x) =
g D(x)parai=1,---,m.



A Propriedade (1.1) mostra que diferencas divididas podem ser utilizadas para construir
o polindmio interpolador adicionando um ponto de interpolagdo por vez. Deste modo, obte-

mos:

pa(x) = p1(x)+ (p2(x) = p1(x)) + -+ (Pa(x) = pa—1(x))
= [ulg+ @ —t)t,lg+ -+ —T1) - (x—T-1)[T1, -, Talg

que € a forma de Newton (veja Teorema 1.3 na pdgina 5). Essa propriedade mostra como
as operagdes de ajuste do grau do polindmio interpolador ficam simplificadas na base de

Newton.

Propriedade 1.2 A fungdo [1;,---,T;1x]g depende sémente dos nimeros T;,--- ,T;ix € Ndo
da ordem em que eles aparecem na lista. Dizemos que a funcdo € simétrica nos seus argu-

mentos T;, -+, Tjtk.
Propriedade 1.3 [t;, -+ ,T;:4|g é linear em g.

Propriedade 1.4 (Féormula de Leibniz) Se f = gh entdo

i+k
[Tif" 7Ti+k]f: Z([Tiv"' 71"]8’)([1””' 7Ti+k]h)

r=i

Propriedade 1.5 Se g € um polindmio de grau < k, entdo
[Ti, -+ ,Titk]g € constante como fun¢do de T;,---,Tiik-

Em particular,

[Tiy- o, Tipk)g =0 Vg € Py

Propriedade 1.6 Se g € C%) entdo [t;,---,Tix]g € uma fungdo continua dos seus k + 1
argumentos.
Propriedade 1.7 Se g € C*) entdo existe um ponto & no menor intervalo contendo T; , - -+ , Tj x
tal que
(k)
g™ (§
[Tia"'vri+k]g: ( )

k!



Propriedade 1.8 Para célculos € importante notar que

[Ti ) 7Ti+k]g =
(k) (.
g _ _ k
% se ‘ci—---—‘l:i%egEC()
[’tl‘f“v/rr*l 7TV+17"'Ti+k]g_[Ti7'“7’5571 7TS+17"'Ti+k]g v Tr,rs e {,«cl’ .. 7Tl+k} com ,-Cr % ,-CS

Tr—Ts

As Propriedades 1.1 e 1.8 sdo extremamente importantes nas aplicacdes préticas e serao
muito utilizadas na resolu¢do de exercicios.
As Propriedades 1.7 e demais serdo utilizadas para o importante problema da estimativa

do erro da interpolacdo polinomial.

Teorema 1.3 (Forma de Newton e Interpolacio Osculatéria) Se g € C\") et = (1;) é uma

sequéncia de n pontos arbitrarios ndo necessariamente distintos entao

8(x) = pu(x) + (x—=T1) - (x = Tp)[T1, -+, Tay X8 )
com
pn(x)=[tlg+(x—1)[t, g+ -+ (x—T1) - (x— T 1) [T1, -+, Thlg- 3)
Em particular, p,(x) € o tinico polindmio de grau n — 1 que coincide com g em Ty, -+ ,Ty.

O corolério seguinte fornece um modo de estimar o erro de interpolagdo polinomial. E

consequéncia imediata da aplicacdo da Propriedade 1.7 no Teorema 1.3.

,

Corolario 1.1 (Estimativa do Erro da Interpolagio Polinomial) Se g € C"), 1 = (1;) ¢
uma sequéncia de n pontos arbitrarios ndo necessariamente distintos e py(x) € o unico poli-
nomio interpolador de g em T entdo existe &, no menor intervalo [a,b] contendo Ty -+ Ty , X

tal que

(n)
8 x
o=l < ma x50+ (x5 £ B ©



Como mencionamos anteriormente, ¢ importante notar que ao apresentar a base de New-
ton no Teorema 1.3, permitimos a ocorréncia de pontos de interpolacdo com repeti¢ao na
sequéncia T. Assim, a interpolacdo de Hermite (ou, interpolacdo osculatéria) € obtida como
caso particular do Teorema 1.3. Consegue-se isso através da Definicdo 1.2, de diferencas

divididas, que permite a repeti¢do de pontos de interpolacdo nas sequéncia T.

Corolario 1.2 (Interpolacio osculatoria e Série de Taylor) Vamos identificar todos os pon-

tosTy -+ T, em(4)e(5), comum iinico pontot:

Ty = =T,=t.

Entdo, usando as Propriedades 1.7 e 1.8 obtemos

(n)
8 (‘tvx) (x o t)n

g(x) = pa(x)+ - para algum &, entre t e x

com
d0)
21

g" V)
(n—1)!

Pu(x) =8(1)+g' (1) (x—1) + (x—1)7 ot (x—r)""! @)

que é a conhecida série de Taylor truncada de g. Note que a série truncada (7) coincide com

gem7T| =--- =1, =t com multiplicidade n, isto &,
—1 _
palt) = g(0), PO) =g @), -, PV =g""V00).
Observacio 1.1 (Tabela de Diferencas Divididas) Os coeficientes [t1]g, ---, [T1, - ,Tu]g

da forma de Newton 1.3 sdo eficientemente computados através da seguinte tabela de dife-

rencas divididas:



Ptos Int | Dados 12 DD 2 DD -+ | (n—=2)*DD | (n—1)*DD
T g(t1)
[t1.2lg
© | gn) [t1,72,73]8
[12, 318
73 8(T3) [T1, Tu-1]g
[T, Talg
[, Tatlg
To-1 | §(Tn—1) [Tn—2,Tn—1,Tn-2]g
[Tn—1,Tulg
W | glt)

Note que a diagonal superior

g(T1)7 [Tl,Tz]g, [T17T27T3]g,' " 7[1:17" : 7Tn]g

contém os coeficientes da forma de Newton (Teorema 1.3) requeridos.

Observacao 1.2 (Pontos Repetidos) Em geral, vamos assumir que os pontos de interpola-

cdo sdo ordenados. Entdo, se existirem pontos repetidos, estes ocorrerdo juntos, isto €, se

T; = Ti+r €0tA0 T; = Tj1| = - - = T;4,. Portanto, no cédlculo de [t;, -, Tit/|g »
se T; = Tj+, €ntao )
r .
[T, Tir]g = g rETZ)
sendo (no caso T; # T;y,) teremos
[Tt Tir)g — [T s Tinr—1g

Tiiove . T —
[ [2) ) H—r]g Titr —Ti



1.3 Exercicios

Exercicio 1.1 (Interpolacao osculatéria de Hermite para o logaritmo) Desejamos aproxi-
mar a fungdo g(x) =Inxemx = 1.5 através de p4(1.5), onde p4 é o polindmio ciibico satisfa-
zendo p(k) =g(k) e p'(k) = g'(k), k=1 e k = 2. Determine tal polindmio ciibico resolvendo
o sistema linear 4 x 4 correspondente. Ou seja, este ¢ um exemplo da conhecida interpolagao

de Hermite.

Exercicio 1.2 (Interpolacao de Hermite utilizando Diferencas Divididas com Repeticao)
Podemos resolver o Exercicio 1 no contexto desta secdo, utilizando a Definicado 1.1, pagina 3.
Para isto, consideramos os pontos de interpolacao dados pela sequéncia t = {1,1,2,2} e os
respectivos valores g(1) =0, g'(1) =1, g(2) = 0.693147 e g'(2) = 0.5. Queremos determi-

nar p4 que coincida com g em T.

(a) Construir a tabela de diferencas divididas

% | g(t) | 1* DD | 22 DD | 32 DD
A

?
9 9 9

9 9
21 2 9

?
21 9

(b) Determinar o polindmio cubico na forma de Newton que interpola g nos pontos T =

{1,1,2,2}
(¢) Utilizando o polindmio obtido no item anterior, aproximar In1.5.
Exercicio 1.3 Sejat = {0,0,n/4,n/4,m/2,/2}.
(a) Construir o polindmio pe de ordem 6 que coincide com sin(x) em 7.

(b) Dé uma estimativa para o erro maximo max{|sin(x)— pe(x)|:0<x<m/2} utilizando

a formula do erro (4) na péagina 5.



(¢) Comparar a estimativa obtida no item anterior com o erro miximo a ser encontrado

diretamente em, por exemplo, 50 pontos do intervalo [0,7/2].

1.4 Limitacoes da Aproximacao Polinomial

Nesta secdo, mostraremos que um dos principais restricoes da interpola¢do polinomial é
sua relativa inflexibilidade. Ilustraremos como essa inflexibilidade manifesta-se e daremos
algumas indicacdes das suas possiveis causas.

Comecaremos com um exemplo classico devido a Riinge (1901). Suponha que queremos

aproximar a funcao
1

R

g(x)

em x¢€[-5,5]

utilizando polindmios. Uma abordagem natural € escolher m pontos no intervalo, e interpolar
estes pontos. Admita que escolhamos pontos equiespacados, isto é:

i—1

T, =—-5+10 ,
m—1

i=1,2,--,m. (8)

Entdo pelo Teorema 1.3 existe um tinico polindmio p,, € P,, que interpola g nos pontos (7;)"".
A funcdo g é bem comportada, sendo inclusive analitica numa vizinhanca do intervalo

de aproximacdo [—5,5]. A expectativa é a de que o erro maximo

leall = _max._[g() = pu()]

convirja para zero conforme m cresca.

Fizemos os gréficos de g e p,, param =5, m =11 em = 15. As figuras indicam que o erro
de interpolac@o cresce com m. A Figura ?? mostra que na parte central do intervalo [—5, 5],
o0 polindmio pis interpola bem melhor do que ps e p11, mas € muito pior nas extremidades.
Permanece a expectativa de que conforme m cresg¢a, p,, € g irdo coincidir em muitos mais
pontos e entdo p,, seja uma boa aproximagdo para f em todo o intervalo [—5,5]. Entretanto,

o0 teorema seguinte mostra que isto ndo acontece:

Teorema 1.4 (Riinge) Sejam



10

e pm o0 polinomio de ordem m que interpola g em m pontos equiespacados dados por

— 1
Tl:—5+10l 5 i:l’z’...’m‘
m—1
Entdo, para |x| > 3.64
8(x) = pim(x)]| — oo conforme m—s oo

Esta situacdo pode ser contornada se tivermos a liberdade de escolher os pontos de inter-
polacdo. Os chamados pontos de Tchebyshev para o intervalo [a, b] sdo obtidos subdividindo-
se o semi-circulo em n arcos iguais e depois projetando o ponto médio de cada arco no

intervalo. Isto é: ,
_a+b—(a-Db) cos(%n)
= 5 .

Tj

Resumindo, o Teorema 1.4 mostra que sequéncias de polindmios interpoladores em pon-
tos equiespagados podem ndo convergir. Escolhas especiais de pontos de interpola¢ido, como
por exemplo os pontos de Tchebyshev, podem resolver o problema.

Entretanto, de acordo com o teorema seguinte, tais escolhas especiais também podem
falhar pois para quaisquer sequéncias pré-determinadas de pontos de interpolacdo sempre
poderemos encontrar uma funcao continua g tal que a sequéncia dos polindmios interpola-

dores ndo convergem para g.

Teorema 1.5 (Faber) Fixado [a,b], suponha que para cada m > 1

Il <Im2 < <Ilym

é um conjunto de pontos de |a,b|. Entdo existe uma funcdo g € Cla,b] tal que

g — pml|| — 0 conforme m —s oo

onde py, é o tinico polindmio de ordem m que interpola g em ty1,ty2, -+  tm.

Os fenomenos de ndo-convergéncia nos Teoremas 1.4 e 1.5 sdo manifestacdes da inflexi-

bilidade dos polindmios. Quando os polindmios sdo obrigados a coincidir em muitos pontos
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com uma curva num intervalo, os mesmos podem reagir com oscilacdes abruptas em outras
regides do intervalo. Esta tendéncia a oscilagdo torna-se mais evidente conforme aumenta-se
a ordem dos polindmios. Para ordens baixas, digamos no méaximo 5 ou 10 as oscilagdes dos
polindmios podem ser aceitdveis. Infelizmente, o cldssico Teorema de Jackson® estabelece
que uma boa aproximacao requer em muitos casos o acréscimo da ordem dos polindmios.

Um modo de explicar a tendéncia de oscilagcao dos polindmios é que os coeficientes da
derivada de um polindmio de ordem alta serdo, em geral, muito maiores do que os coefi-
cientes do polindmio original. De fato, em (1) o coeficiente de x"~? em Dp é (n— 1)ay,
onde a, é o coeficiente de X~ em p.

Outra explicacdo para a inflexibilidade dos polindmios estd fundamentada na mais ba-
sica de suas propriedades, celebrada antes como uma qualidade: polindmios sdao suaves. Na
realidade, polindmios sdo suaves demais. Como uma fun¢do de uma varidvel complexa, os
polindmios sdo analiticos, isto €, seus valores em todo o plano complexo sdo determina-
dos por alguns de seus valores num conjunto arbitrariamente pequeno. Em R, a afirmacao
equivalente é que p(x) fica completamente caracterizado para todo x € R por alguns de seus

valores em qualquer intervalo (a,b) ndo importando quéo pequeno este seja.

2Sendo f uma fungdo continua em [—1,1] e w; seu médulo de continuidade, o teorema de Jackson afirma
que existe uma sequéncia de polindmios p, de grau < n e uma constante C tal que max|y < |p,(x) — f(x)| <

C-wr(y,).



