MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Grupos

1. Quais dos conjuntos abaixo sao grupos em relacao a operacgao indicada?
a) Z_; adicao

b) Z.; multiplicagao

) A={x € Z| x é par}; adigao

) B ={x € Z| x é impar}; multiplicacao

e) C ={-2,—-1,0,1,2}; adicao

f) D = {1, —1}; multiplicacao
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2. Mostre que R dotado da operacao * tal que z xy = /a3 + y3 é um
grupo abeliano.

3. Mostre que R munido da operacao A tal que zAy =z +y — 3 é um
grupo comutativo.

4. Mostre que Q[v2] = {a+bv2 | a,b € Q} é um grupo aditivo abeliano.
Estabelecer as condigoes sobre a e b para que Q[\/?] seja também um grupo
multiplicativo.

5. Mostre que R x R — {(0,0)} munido da operagao A definida por
(a,b)A(e,d) = (ac — bd, ad + bc) é um grupo abeliano.

6. No conjunto C estd definida uma operacao A tal que aAb = |a| - b.
Mostre que a operagao A nao define uma estrutura de grupo sobre C*.

7. Verifique que Z x Z é grupo em relcao a cada uma das seguintes leis
de composicao:
a) (a,b) * (¢,d) = (a+b,c+d) b) (a,b)A(c,d) = (a X ¢,b x d)
8. Mostre que Q* x Q munido da operacao L definida da seguinte forma:
(a,b) L (¢,d) = (ac,bc+d)

é um grupo.

9. Seja G um grupo multiplicativo e seja * uma operacao sobre G assim
definida: a % b = b - a. Demonstre que (G, %) é um grupo.



10. Sejam A um conjunto nao vazio e R* o conjunto das aplicacoes de
A em R. Definimos uma ”adicdo”e uma "multiplicacdo”em R“ como segue:
sendo f e g funcoes de A em R, temos:

(f+9)(x)=f(z)+g(x),Vr e A
(f-9)(x) = f(z) g(z),Ve e A

Mostre que R4 é grupo aditivo. Mostre que, em geral, R* ndo é um grupo
multiplicativo.

11. Sejam a,b e ¢ elementos de um grupo multiplicativo G. Prove que
(abe)™' = c b~ 'a"!. Obtenha z € G de modo que abczb = c.

12. Se a, b e ¢ sao trés elementos quaisquer de um grupo multiplicativo
GG, demonstre que existe um tnico x € G tal que axbcx = abzx.

13. G é um grupo multiplicativo e a e b sao elementos de G. Determine
x € G tal que zax = bba™!.

14. Mostre que, se x é um elemento de um grupo multiplicativo e zx = x,
entao = € o elemento neutro.

15. Mostre que, se G é um grupo multiplicativo e zo = 1,Vz entao G é
abeliano (1 ¢ o elemento neutro).

16. Seja G' um grupo finito. Mostre que, dado = € g, existe um inteiro
n > 1 tal que 2" = e.

17. Verifique que

é subgrupo do grupo multiplicativo Q*.

18. Mostre que o conjunto G das matrizes do tipo

5]

com a,b € R e a e b nao nulos simultaneamente, constitui um subgrupo
do grupo GL;(R).(GL2(R) indica o grupo multiplicativo das matrizes reais
invertiveis 2 x 2)



19. Mostre que o conjunto G' das matrizes do tipo

cosa sen a
—sena cosa |’

com a € R, constitui um subgrupo do grupo multiplicativo GLy(R) das ma-
trizes reais e invertiveis do tipo 2x2.

20. Verifique se Hy, Hy e Hj3 sao subgrupos aditivos de R™:
Hl = {(a1,a2, ...,an) < Rn’ a,+ag + ... +a, = O}

Hy ={(ay,az,...,a,) € R"| a; € Z}

Hz = {(a,a,...,a,) ER"| a1 > az > ... > a,}



