Capitulo 7

Métodos
preditores-corretores

Ao se propor um método de passo miltiplo linear

n—1 n
Ykin T D 0Ykt; = hY>_ Bifris, (7.0.1)
=0 =0

onde fry; = f(tk+s,Yr+j), tém-se como opcoes escolher B, = 0, para um método
explicito, ou B, # 0 para um método implicito. No primeiro caso, tém-se 2n
coeficientes a se determinar (“graus de liberdade”), aj e 55, =1,2,...,n—1,eno
segundo caso tem-se, além destes, 3, a se escolher perfazendo um total de 2n + 1
coeficientes a se determinar. Imposicoes sobre os coeficientes (?7), Cj, j =0,1,...,
p, constituem vinculos com os quais controla-se a ordem objetivada.

Com tal diferenga no numero de graus de liberdade, ndo é de se surpreender
que métodos explicitos e implicitos com mesmo nimero de passos (e, portanto,
com mesma demanda por armazenamento de informagéo em memdria) possam ter
propriedades como ordem e intervalo de estabilidade absoluta diferentes. As ta-
belas 7.1 e 7.2 mostram ordens, intervalos de estabilidade absoluta e o coeficiente
principal de erro para os métodos explicitos de Adams-Bashforth e implicitos de
Adams-Moulton, respectivamente.

nimero de passos 1 2 3 4
ordem (p) 1 2 3 4
coeficiente Cpy1 1/2 5/12 3/8 251/720
estabilidade absoluta | (—2,0) | (-=1,0) | (=6/11,0) | (—3/10,0)

Tabela 7.1: Propriedades de alguns métodos de Adams-Bashforth (explicitos).

nimero de passos 1 2 3 4
ordem p 2 3 4 5
coeficiente Cpy1 —-1/12 | =1/24 | —19/720 —3/160
estabilidade absoluta | (—o00,0) | (—=6,0) | (=3,0) | (—90/49,0)

Tabela 7.2: Propriedades de alguns métodos de Adams-Moulton (implicitos).
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Comparando-se as tabelas 7.1 e 7.2, percebem-se que sao muitas as vantagens
dos métodos implicitos sobre os métodos explicitos (de mesmo nimero de passos).
Dentre elas, podem ser destacadas menores valores absolutos para os coeficientes
principais de erro Cp11 e maiores amplitudes dos intervalos de estabilidade abso-
luta. Claro, como principal desvantagem, pode-se mencionar o fato dos métodos
implicitos demandarem a resolucao de uma equagao algébrica em todo o passo de
integracdo no tempo para se determinar yi1, (e.g. via método da Dicotomia, do
Ponto-fixo, de Newton, etc.).

Considere o método de passo multiplo linear implicito

n—1 n—1
Ykin + O Ykt = hPnf (thin, Yiin) + B> Bifrtj- (7.0.2)
i=0 i=0

Ao se calcular yi4y, em (7.0.2) usando o Método do Ponto Fixo, tem-se

n—1 n—1
s+1 s
Ui+ > s = hBaf (b Uhony) + 1> Bifies s=0,1,2,..., (7.0.3)
j=0 j=0

o . o P . ~
onde y,[H]_n é uma aproximacao inicial de yiy, € s é o indice de iteragdo. Uma

condicao suficiente para a convergéncia das iteragdes em (7.0.3) para ygin, é que se
tenha o passo de integracao h
1

h < AL (7.0.4)

onde L é a constante de Lipschitz da funcao f do Problema de Cauchy em estudo.

A questao que deve ser considerada neste ponto é: “B possivel beneficiar-se das
boas propriedades de ambos os tipos de métodos simultaneamente?”. Como é visto
adiante, a resposta ¢é afirmativa.

7.0.1 Exercicios

Exercicio 7.1. Mostre que se h < entdo o processo iterativo (7.0.3) converge.

b
L|Bn|

H4 duas opgoes para se solucionar as iteragoes advindas da aplicagao do Método
do Ponto Fixo ao esquema implicito (7.0.2):

12 iterar até que |y,[:++73] - y,[in\ < ¢, onde € > 0 é uma precisdo pré-fixada

22 iterar m vezes, com m fixo (isto é, s =0,1,2,...,m — 1).

Para diminuir o niimero total de iteragoes na primeira opcao, é necessario utilizar
. R ) [0] .
boas aproximagoes iniciais yp_,,. Observe que, dependendo de y;’, e €, muitas
avaliagbes (cdlculos) da funcdo f podem ser necessarias.

[0]

Uma forma conveniente de se obter y é usar um método de passo miiltiplo

k+n
linear explicito de ordem p*, denominado preditor, e depois calcular y,[cll_n através
de um método de passo multiplo linear implicito de ordem p, denominado corretor.
Pode-se denotar a estratégia da seguinte maneira [16]:

P : uma aplicacao do método explicito preditor, o qual gera uma boa aproximacao
[ .
para y; . .;
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E : um cdlculo de f (evaluation);

C : uma aplicacao do método implicito corretor, o qual gera a solugao numérica
para Y4 via Método do Ponto Fixo.

Em geral, a forma de aplicagao do Método Preditor-Corretor é descrita como
P(EC)™ (7.0.5)
ou
P(ECY"E, (7.0.6)

sendo

[0]
- yk+n’

= f (tk+my;[cojrn)a

(1]
yk+na

= f (tk+my;[ﬂ_n) )

D Q =3 Y
I

e m o numero fixo de vezes que Yx4p, (y,[:i]n) serd calculado. O modo (7.0.6) difere

do modo (7.0.5) por uma avaliagdo a mais da funcado f. Obviamente, optar pelo
modo (7.0.5) ou (7.0.6) afeta o préximo passo de integracao.
O corretor, para m geral, é dado por

n—1

gﬂ+§j%%ﬂ:hmﬂmmwﬂw+hZWﬁmﬂwﬁﬂ>t=me0ﬂ
j=0

Para s =0 em (7.0.7), tem-se que

yk:+n + Z a]yk+] = hﬁnf(thrnv y}[ﬁ]Ln + h Z 5J thrJ: yl[ngj ])v
7=0

onde se t =1 tem-se P(EC)™ e se t =0 tem-se P(EC)™E.
Para s =1 em (7.0.7), tem-se que

t
yk+n + E Ck]yk+] = hﬂnf(tk+nayk;+n +h § 6]f(tk+gayknlj ])7
Jj=0 j=0

onde se t =1 tem-se P(EC)™ e se t = 0 tem-se P(EC)™E.

Definicao 7.1. Sejam os métodos de passo maltiplo lineares usados como preditor
e corretor, respectivamente, definidos pelos polinémios caracteristicos

n n
prr) = _aird, o =1, o*(r) =Y B
j=0 j=0

p(r) =Y !, an=1, o(r) = Zﬁﬂj
=0

Os modos P(EC)™E e P(EC)™ sao definidos como:
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P(EC)™E:
n—1
W+ S ol =1 Sl et
Para s=0,1,...,m 71
fﬂn f(tk+n,y;[€ln) (avalia)
n—1
vt Y gty = hBafil, + hZBJ Jy - (corrige)
§=0
f;LTlL = f(tk+n,y;[§i]n) (avalia);
P(EC)™:
n—1
*_|m m—1 .
Z/k+n "‘Za y;E+]j = hZﬁ fkﬂ V' (prediz)
Para 3—0,1,...7 —1

fk+n = f(tk+na y,[i]rn) (avalia)

s+1] m m—1 .
kjn + Z O‘J?J/[@_;_]J = hﬁnkam + hz Bif, ,£+j ] (corrige).

E interessante observar que a medida que o ntimero total de iteragoes m cresce
tendendo ao infinito as caracteristicas do método preditor-corretor aproximam-se
cada vez mais aquelas do método usado como corretor (e.g. ordem de consisténcia,
intervalo de estabilidade absoluta e coeficiente principal de erro). Iterar até a con-
vergéncia das iteragdes nao é, a principio, a primeira estratégia de implementagao
que se usa pois nunca se sabe, a priori, o custo computacional envolvido por passo
de integracao no tempo. Prefere-se, ao invés, fixar-se um valor para m (tipicamente
m = 2) e se resolver o problema a um custo computacional conhecido.

7.1 Erro de discretizacao local

Sejam P o método preditor e C o método corretor, definidos por
* t
yk+n+za e —hZB s, (7.1.8)

v+ Z gy = hBu f (thn i) + B Z Bifln, (7.1.9)

onde s=0,1,---,m—1,t=0= P(EC)"E et=1= P(EC)™.
O erro local de discretizagao principal dos métodos preditor e corretor é dado,
respectivamente, por

P:oy(trsn) — y;[fln—C;‘mr R Ly D ) £ O(hP" ) = ha*,  (7.1.10)
C: yltren) =yl = CpirhP @D (1) + O(hPH2) = ha. (7.1.11)
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O produto do erro local de discretizagao pelo passo de integragao h (suficiente-
mente pequeno) para um método de passo multiplo linear é dado por

n—1

ha = Y(tsn) + Y 05y(teas) — hBnf (tesn, y(trin)) +
=0

RS B (e y(ts). (7.112)

Jj=0

Como até j = n ndo se cometeu qualquer erro (porqué?), a subtragao (7.1.12) -
(7.1.9) resulta em

ha = y(tien) = yT0 = 0Bn [ £ (trrnsy () = £ (Bren i, ) |- (7:013)

Aplicando o Teorema do Valor Médio a (7.1.13), chega-se a

S af S
ha = y(tk+n) - y][g:'ril hﬁnaiy (tk+n777k+n,s) (y(tk+n) - y][gjrn) )
S 8f S
y(tk+n) - y][»;;:'ri] = hﬁn@ (tk+n: 77k+n,s) (y(thrn) - yl[c]+n) + haa (7'1'14)

onde 74, s pertence ao intervalo de extremos y,[in e Y(tktn)-
(a) Caso p* > p:
Substituindo (7.1.10) e (7.1.11) em (7.1.14) e considerando s = 0, tem-se
y(tk—&-n) yk+n = hﬁn (tk+n» Nk+n, s) [C;*+1hp*+1y(p*+l)(tk) + O(hp*+2)]
+Cp 1 PPy P (1) + O(RPF2),
onde

Y(trin) = Uit = Cprah"Hy @) (1) + O(h7F2). (7.1.15)

Substituindo-se (7.1.11) e (7.1.15) em (7.1.14) e tomando-se sucessivamente
s=1,2,3,...,m — 1, conclui-se que

Y(tien) = YD, = Corah? 1y (1) + O(W?).
Logo, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor é o
mesmo do corretor quando p* > p Vm > 1.

(b) Casop* =p—1:
Substituindo-se (7.1.10) e (7.1.11) em (7.1.14) e considerando s = 0, tem-se

Y(tirn) = Yitn = hﬁn% (th+ns Motn,s) (C;h"y@(tk) + o(hp+1)) n
+ Cpp Py @ () + O(WPH2),
Y(thtn) — y][cln = Bn% (tktns Mhtns) (C;hp“y(p) (te) + 0(hp+2)) +
+ C +1hp+1y(P+1)(tk) + O(hp+2)’
of

C* ®) () + Cpyry PV (1) | BPTL + O(hPH2).

Y(tern) —yph, = 5n
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Para m = 1, o erro de discretizagao local do método preditor-corretor é da
mesma ordem do corretor, porém nao idéntico. Entretanto, com sucessivas
substituigdes em (7.1.14), tem-se para m > 2

Y(tien) — Yo = Cpar RP 1y P (1) 4+ O(WPF2),

ou seja, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
torna-se igual ao do corretor.

(c) Casop* =p—2:

Substituindo-se (7.1.10) e (7.1.11) em (7.1.14) e considerando s = 0, tem-se

0 « 1 (p—
Y(tiin) = Uit = hﬁna—g (s ens) (Cooa ™y~ (1) + O(7)) +
+Cp 1 PPy P (1) + O(hPF2),
t [ of 4 Cr hPy P (t) + O(hP
y( k+n) Yin = Bn By ( k+n>77k+n78) p—110"Y ( k) + ( ) +
+Cp WPy P (1) + O(PF2),
a _

Y(tiin) = Ypln = [ﬁn e Cr_y P V() +Cp+1hy(p+1)(tk)} hP 4+ O(hPHh).

Param = 1, o erro de discretizacgao local principal do método preditor-corretor

tem ordem um a menos do que a ordem do corretor. Susbtituindo-se a ex-
pressao anterior e (7.1.11) em (7.1.14) com s = 1, conclui-se que

a 2
itwen) = = (B ) G D+
- <1 + h2ﬁng£> Cpry P (1) RPTL + O(RPF2). (7.1.16)

Para m = 2, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
é da mesma ordem do corretor, porém nao idéntico. Entretanto, com sucessi-
vas substitui¢oes em (7.1.14), tem-se para m > 3

Y(thtn) — yk+]n— e hP Ly PHED (1) 4 O(RPF2),

ou seja, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
torna-se o mesmo do corretor.

E possivel demonstrar que para o caso geral, p* = p—g¢q, 0 < g < p, vale o

teorema [?]

Teorema 7.1. um método preditor-corretor para o qual o preditor tem ordem p* e o
corretor tem ordem p, aplicado no modo P(EC)™ ou P(EC)™E, com p*,p,m € N
tais que p* >0, p>1 em > 1, satisfaz

e sep* > p entao o erro discretizagdo local principal do método preditor-corretor
€ igual ao do corretor;

e sep" =p—gq, 0 < q < p, entao o erro de discretizacao local principal do
método preditor-corretor



Capitulo 7 129

(a) € igual ao do corretor quando m > q+ 1;
(b) € da mesma ordem que a do corretor, porém ndo idéntico, quando m = q;
(c) é da forma KhP=a+tm+l 4 O(RP=9tm+2) quando m < g — 1.

7.2 Estratégia de Milne

A “Estratégia” de Milne' tem por finalidade fornecer uma estimativa para o
erro de discretizagao local de um método preditor-corretor. Considere preditor e
corretor dados por

P: Chp WPy () 4 O(RP42) = y(tign) — Yyt (7:2.17)
C: CppthP iy (1) + O(hP+2) = y(tisn) — yi, (7.2.18)

e tome p* = p. Subtraindo-se (7.2.17) de (7.2.18), tem-se em primeira aproximagao

(Coiy = Cpar) WPy () = im0 (7.2.19)

Multiplicando-se (7.2.19) por Cp11 e por Cp 4, obtém-se

C m
O 1y D (1) = Pt (T, — ol ). (7.220)
p+1 ~ Yp+l
cx
Cr WPy () = 2L (im0 7.2.21
() = o= (o~ i) (7.2.21)

estimativas para os erros de discretizagao locais principais do método preditor-
corretor e do preditor, respectivamente.

[m]

jtn Utilizando-se a estimativa (7.2.20):

Pode-se melhorar y

Y(tern) — i = CpnAPFLPHL (1) + O(hP+2),

Y(thgn) — (y,[c’i]n + Cp+1hp+1yp+1(tk)) = O(hP+?),

5lml

Titn

Substituindo-se (7.2.20) em (7.2.22), obtém-se

[m] _ [m] Cpt1 ( ml . [0] )
Yetn = Yhtn T 7m Ysktn ~ Yhtn ) - (7.2.23)
k+ k+ Cp+1 Cp+1 k+ k+

Em (7.2.23), gj,[;in ¢ o Modificador M do corretor.

ITraducéo livre do inglés Milne’s Device com possiveis variacdes dadas por Algoritmo e Es-
quema de Milne.



130 Meétodos preditores-corretores

A Estratégia de Milne também pode ser empregada para aprimorar a solugao
do preditor. A expressdo (7.2.21) ndo pode ser empregada pois, no momento de

aplicar o preditor y,[ﬁ]n nao é conhecido. Nesse caso,

C;+1hp+ly(p+1) (tx) = C;+1hp+1y(p+1) (th_1) —I—O(h””),

.[0 0
Bhn—Vitn

g0 0o ey gy ), (7.2.24)

Substituindo-se (7.2.21) em (7.2.24), tem-se

C*
~[0 0 +1 m 0
p+1 p+1
Em (7.2.25), g),[coin é o Modificador M do preditor.
Os modos P(EC)™E e P(EC)™ podem ser agora reescritos com os modifica-
dores do preditor e do corretor como

PM(ECM)™E

PM(ECM)™.

Para p* = p, a Estratégia de Milne pode ser utilizada ou para aprimorar a solucao
y,[:ﬁ]n ou para o controle automatico do passo de integragdo, mas nao para ambos
simultaneamente. Caso se queira valores aproximados mais precisos, é preferivel
aumentar a ordem do método e usar a Estratégia de Milne para controlar o passo

de integracgao.

7.3 Estabilidade absoluta

Sabe-se que o polinémio cujas raizes controlam as propriedades de estabilidade
absoluta de um método de passo multiplo linear (ou seja, a escolha do passo de
integracao numa simulacdo computacional) é o polinomio

I(r) = p(r) — ho(r),

onde p(r) = Y0 a7 e o(r) = 37 817 sdo, respectivamente, o primeiro e o

of .

segundo polinémios caracteristicos do método de passo multiplo e h = hA = ha— é
Y

uma constante.

Em métodos preditores-corretores, o polindomio que determina as propriedades
de estabilidade absoluta II(r) depende de ambos os polindmios, o do preditor e o
do corretor. Tal fato pode ser ilustrado, por exemplo, para um método preditor-



Capitulo 7 131

corretor aplicado no modo PECE (m = 1), explicitamente dado por

P @/LOLL + Z a*y;[flj =h Z Bif tk+j,yk+J) (7.3.26)
n—1
¢ n T Z aJyk+g hBuf (ke Yi) + B > Bif (s, y,ﬂj), (7.3.27)
7=0
n—1 n—1
Pioyltirn) + > a5ylters) =h Y B (i y(ter)) + a*h, (7.3.28)
J=0 j=0
n—1 n—1
C: yltiin) + Y ajy(ties) = hBuf (trins Y(trin)) + 0D B f(trtgs y(ties)) +
Jj=0 j=0
+ah. (7.3.29)

Subtraindo-se (7.3.26) de (7.3.28), obtém-se

Y(tisn) — Ut + Z [ (th+s) y;[fij =
7=0

= hZﬁ [f(thr]» (ﬁkﬂ))*f(tkﬂ,yﬂj) +a*h,

7=0

ek+n + Z aj ek+j = h Z Bilf bk Y(thrs)) — f (s y,[ﬂrj)] +  (7.3.30)
+ a*h.

Do mesmo modo, subtraindo-se (7.3.27) de (7.3.29), chega-se a

1 1
Y(tkin) = Ui, + Z [ (tets) = Uk

J=0
= ﬁn |:f(tk+na y(tk+7z)) - f(thrnv y][coj_n):| +
n—1
DBy [Flrrs ylthrs) = Flties bl )] + ah,
j=0

Chtn + Z ajell; = hBu [Fthrn yltirn)) = ftern ulL)] + (7:331)

+ hz& (thts,y( tk+j))—f(tk+j7y;[cljrj)]+ah~

Utilizando-se o Teorema do Valor Médio nas equagoes de diferengas lineares
(7.3.30) e (7.3.31), obtém-se

=

n—

n—1
0 . 1 LOf
eun + E ajeurj = E B == 3y (tkﬂ,nkﬂ)euj +a*h (7.3.32)
j= Jj=
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of
ehl, + Z ajeft; = B, (s i) e+ (7.3.33)
+ hZﬁj (tk+g,77k+;)€k+j + ach.

Supondo-se que seja aproximadamente constante

? ~ ), denotando hA = h e
Y
substituindo-se (7.3.32) em (7.3.33), tem-se

ek+n Zajekﬂ = hp, Za ekﬂ—l-hZB ekH—O—a*h +

+ h Z Bjeny, + ah,

+§:%%ﬂ_h§:@%ﬂ = hpn 2}1%ﬂ+h§:ﬁ[l +

€kt

+ hBn,a*h+ ah,

Z ozjekﬂ —h Z B]eLl_]H = —hB, Z(a — hﬁ )6[1] (7.3.34)

= ks T

onde h = h\ = haf e ¢ = hBna*h + ah.

Adicionado-se fhﬁne,ﬁ a ambos os lados de (7.3.34) e considerando-se o, =1
e B =0, obtém-se

n

= B)elll, = ~hBa 3o () — Rl + .

=0

[vj:

320

n n

T 1 7 * T Ak 1
(a; — BB;)els; + B > (= BB )ej; = o,

j=0 §=0
S (g = hB;) + b (af = 1B;)] el = 6. (7.3.35)
j=0

Em (7.3.35), tem-se uma equagao de diferengas linear cuja solugéo é dada por

[1]7Zd7’;c+ n d) )
> [l = hBy) + 1B (o — 1B;)]

Jj=0
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onde r; sao as raizes do polindmio

n

m(r) =Y _ [(oj — h3;) + hn(e] — BB;)] 7. (7.3.36)

Jj=0

Pode-se reescrever o polinémio (7.3.36) em fungdo dos polinémios caracteristicos
do preditor e do corretor. Assim,

7(r) = p(r) — ha(r) + hB, [p* (r) — fw*(r)} , (7.3.37)

onde p*(r) = Zaj*-rj, p(r) = Zaﬂ"ﬂ o*(r) = Zﬁ;rj eo(r)= Zﬁjrj.
§=0 j=0 j=0 j=0
Caso as raizes r; do polinémio (7.3.37) satisfacam a condicao
|TJ‘ < 17 .7: 1a27"' , 1,

o método preditor-corretor em estudo serd absolutamente estavel. O intervalo de
estabilidade absoluta do Método Preditor-Corretor serd (o, 8) a, € R tal que
h=hX € (a, ).

7.3.1 Exercicios

7.4 Controle do passo de integracao

Para controlar automaticamente o passo de integracao h > 0 em um método
preditor-corretor, utilizam-se simultaneamente trés critérios de selegao:

1. a Estratégia de Milne (se p* = p) para estimar o erro de discretizac¢do local
principal;

of

2. ha— = hA = h deve pertencer ao intervalo de estabilidade absoluta;
)

3. a condigao de convergéncia do Método do Ponto Fixo
1
h < ——.
LBl
- e of o o
No segundo critério, faz-se necessario estimar 30 Uma das estimativas possiveis
Y

(Lambert [16]) é dada por

af hf (tk+nvy][glj,_n> —f (tk+n7y][goj,_n>

h=h\=h-"-~
1 0
% b~ Uik
quandom=1¢e
[m] [m—1]

ﬁ*h)\*hgz Yetn = Yktn
- 0y [m—1] [m—2]
ﬂn Yean  — Yran

quando m > 2.
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7.4.1 Exercicios

Exercicio 7.2. Deduza as formulas que estimam a parte principal do erro de discre-
tizagdo local dos métodos que usam como preditor Adams-Bashforth e como corretor
Adams-Moulton, ambos de ordem 4.

Exercicio 7.3. Defina formalmente os algoritmos de 4 passos que usam o par
preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton de quarta ordem nos modos

1. PEC;

2. PECE;
3. PMEC;
4. PMECE.

Exercicio 7.4. Aplique o Método Preditor-Corretor definido por

h
Yntd = Ynt3 = ﬂ(55fn+3 =59 fnt2 +37fni1 — 9fn)

h
Yn+d — Ynts = ﬁ(gfn+4 +19fn+3 = 5fnt2 + far1)
no modo PECE, ao problema de valor inicial

d
Sy =-20y(t) O0st<l

y(0) =1
llustre a estabilidade usando
1. h=0,1;
2. h=0,01.

Exercicio 7.5. Considere o problema de valor inicial

d 2t
—ylt)=—5, 0<t<3,
dt 12
(7.4.38)
y(0) = 1.

1. Solucione (7.4.88) usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Ynt1 = Yn = 15 (23fn — 16 1+ 5fn—2)
Ynt1 — Yn = 22 (9fns1 +19f0 — 5fnct + fr2) .
2. Solucione (7.4.38) usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Ynt1 — Un = 25 (55fn — 59 fn—1 +37fn—2 — 9fn_3)
Yni1 — Yn = 22 (9 fns1 + 19f0 = 5fnc1 + fr—2)

3. Compare os dois métodos usando y1, y2 e ys obtidos por um RK44.
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Plp(Q=¢C-1 ") =(3/2)(C-1)
Cl pQ)=¢-1 o(Q=01/2)(+7)

Tabela 7.3: Polindmios caracteristicos que definem o método preditor-corretor.
Exercicio 7.6. Considere o preditor P e o corretor C definidos pelos polinomios
caracteristicos presentes na Tabela 7.3.

1. Determine a ordem do método.
2. Calcule o coeficiente da parte principal do erro de discretizacdo local .

3. Mostre que o coeficiente determinado no item anterior € igual ao do corretor.

7.5 Suplemento tedrico
Um ndmero p é um ponto fixo de uma funcao g(t) se

g(p) = p,

ou equivalentemente, se
9(p) —p=0.

Teorema 7.2 (Teorema do Ponto Fixo). Seja g(t) € CWa,b] tal que g(t) €
[a,b] Vt € [a,b]. Suponha ainda que ¢'(t) exista em (a,b) com

lg'(t)| < k ¥t € (a,b),

onde k < 1 é uma constante positiva. Entao, para um nimero qualquer po € [a, b],
a sequéncia definida por

Pny1 =9 ((Pn), >0

converge para o Udnico ponto fixo p € [a,b].

Observagdo: O Teorema do Ponto Fixo permite determina a raiz p de f(t) = 0, ou
seja, f(p) = 0. Para empregé-lo, é necessario reescrever f(t) = 0 como ¢ = g(¢).

7.6 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 7.1. Considere o preditor P e dois corretores CY) e C?),
definidos pelos polinémios caracteristicos presentes na Tabela (7.4).

(a) Deduza uma estimativa do erro local de discretizagdo

(i) para um Método Preditor-Corretor que use P e c;

(i) para um Método Preditor-Corretor que use P e C'2),

(b) Escreva o algoritmo que utiliza P e CY) no modo PECE.
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P P (()=¢"—1
COpm(Q=¢-1
CO [ pa(Q) = —(9/8)C3+ (1/8)

o™ (¢) = (4/3) (2¢> — ¢* +2¢)
o1(¢) = (1/3) (¢* +4¢ +1)
o2(¢) = (3/8) (¢* +2¢* = ¢)

Tabela 7.4: Polinémios caracteristicos que definem o Método Preditor-Corretor.

(¢) Escreva o algoritmo que utiliza P e C no modo PMECME.

Solugado:
Como p*(r) = Za}‘rj, p(r) = Zajrj, o*(r) = Zﬁ;‘rj, o(r) = Zﬁjrj
3=0 3=0 7=0 =0

n n
e Z OYptj = I Z Bj fr+j, 0s polindmios caracteristicos da Tabela (7.4) definem
j=0 j=0
0s sequintes métodos de passo maltiplo lineares:

4
P ypya—ye = 5h [2fkes — o2 + 2fkt1];

7.6.39
3 ( )
1
CW 'y —yp = gh (fra2 +4fer1 + fels (7.6.40)
9 1 3
CP ' ypys — QU2 F QU = gh [fe+s + 2fkt2 — fora]- (7.6.41)

Pode-se mostrar que os métodos P, CV e C? tém ordem de consisténcia 4
(verifique que Cy = C1 = Co = C3 =Cy =0 e Cs #0), o que possibilita o uso do
dispositivo de Milne. Ao calcular o coeficiente Cpy1 do erro, obtém-se

14
r = = 6.42
05 455 (76 )

1

oM — - 7.6.43
5 907 ( )
@ _ _1

G’ = (7.6.44)

Substituindo (7.6.42), (7.6.43) e (7.6.44) em

Cpi1
C 1hzﬂrly(zﬁl)(tk) — *P7+
i Cp+1 - Cp+1

conclui-se que:

(vt = i)

1(a)(i)
PRy P () = 2 (0 — i
% + % ( + + )
L/ m] [0]
- o9 <yk+n - yk+n) )
1(a)(i)

_ 1
COy O ) = o

14 1
1T
9

(yl[::]n - yl[coin)

BT (s~ wi'h)
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Como o preditor é um método de 4 passos, os corretores CV) e C2) podem ser
reescritos na forma

1
CW ' ypya — Yo = 3h [fr+a + 4fivs + fria], (7.6.45)
9 1 3
CP: yppg— QUk+3 T gUke1 = gh [frva +2fut3 — fugal - (7.6.46)
Assim:
1(b)
0 1
P yl[cjrzl - *h [ka+d fk+2 + 2f1~[cJ]r1}
E: fﬂ4 =f (tk+4’ y;[coh)
c: oy, =yl —h £, a4y
Y Ykta T Ykt = k-+4 k+ k—+2
B f1£1+]4 =/ (tk+47y;[€14]r4) ;
1(c)
0 ~ 1 1
P yl[cJ]rzL yl[c] [ fk+3 fIEJ]rQ + 2f1£+]1}
0 0 112 /1 0
M : yl[cJ]r4 I[cJ]r4 + o7 (f‘/l[w]rs - yl[w]rS)
121
E: fl@% =f (tk+4> :gl[goizl)
1 9 .11 1. 1
C: yl[ﬁ]% 3y 1[#3 T3Y l[cJ]rl = |:fk+4 + 2fk+3 f1£+]2}
1 1 9 1 0
M : yl[c—}—4 = yl[H]—4 (yl[c4]—4 yl[cJ]rzL)
121
E: f;ﬂ4 = f (tk+47g1[clj_4) .
Observagao:
(0] [0] p+1 [m] (0]
Uptn = Yegnt A~ \Yktn—1 = Yhan—
k+ k+ Op+l Cp+1 ( k+n—1 k+ 1)
[0] [0] I (1] [0]
Upsa = Uppat 1 Ji T (Ykis — yk+3)
s+
o) o M2 [0]
Yrta = Yrta T 1op ( k+3 yk+3)
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Apéndice A
Exercicios complementares

1 Seja o método de passo tnico descrito abaixo.

Método A.1 (de Runge-Kutta de 22 ordem com dois estdgios (Ralston)).

Yo = y(to)
, A0.1
{ Yrt1 = Yk + h®(tx, yr, h) ( )

h—
com tpr1=tx+h, 0<k<n—-1, h= a

€
n

1
O(ty, yi, h) = 1 (k1 + 3k2),

sendo
k1= f(tr, yr)

2 2
Ko = f (tk + gh:yk + Sh/ﬁ)

1.1 O método de passo simples (A.0.1) é consistente e convergente? Justifi-
que.

1.2 Comprove a ordem de consisténcia dois do método de passo simples
(A.0.1) verificando que ele concorda com o Método da Série de Taylor
até o termo de segunda ordem.

1.3 Determine a regiao de estabilidade absoluta do método de passo simples
(A.0.1). Faca a andlise para A € R.

1.4 Use o método de passo simples (A.0.1) para solucionar o Problema de
Cauchy

d
—y(t) = te3t —2y(t), t€]0,1
0] o), telon) A0

y(0) =0

com h = 0,5. Calcule o erro global de discretizacao no instante t = 1 e
comente o resultado obtido.
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1.5 Ao solucionar o Problema de Cauchy numericamente, é mais vantajoso
computacionalmente usar o método de passo simples (A.0.1) ou o Método
de Euler Aprimorado? Justifique.

2 Considere o método descrito a seguir.

Método A.2 (de passo unico).

Yo = y(to)
A.0.3
{ Yet1 = Yk + h® (i, yr, h) ( )

_b-a

com tgpy1=tpx+h, 0<k<n-1, h
n

(&

1
(p(tkvylﬁ h) = g (2l{1 + 3’£2)7

sendo
k1= f(tr, yr)

5 5
R = f (tk; + gh,yk + 6h/€1>

2.1 O método (A.0.3) é um Método de Runge-Kutta? Justifique.
2.2 O método (A.0.3) é consistente e convergente? Justifique.
2.3 Seja o Problema de Cauchy

%y(t) = —50y(t), tel0,10]
(A.0.4)

y(0) =5

a Discretize o problema de valor inicial (A.0.4) usando o Método de
Runge-Kutta 44 classico.
b Analise a estabilidade absoluta do Método de Runge-Kutta 44 classico,

aplicado ao problema de valor inicial (A.0.4), para os seguintes passos

l’h:i7hzi7h:ieh:7,
4 10 50 20 100

2.4 Seja o Problema de Cauchy

de integragao: h =

Sy =1+ %y(t), teL2]

y(1) =2

a Calcule a solugao exata do problema de valor inicial (A.0.5).

(A.0.5)

b Discretize o problema de valor inicial (A.0.5) empregando o Método
de Euler Implicito.

c Determine o erro global de discretizacao cometido no instante ¢ =
2 ao solucionar numericamente o problema de valor inicial (A.0.5)
utilizando o Método de Euler Implicito com passo de integragao h =

1
1 Comente o resultado obtido.
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2.5 Seja o Problema de Cauchy

d
ay(z&) = —by(t) + 52 +2t, t€]0,1]

(A.0.6)

1

y(0) = 3

a Calcule a solugdo exata do problema de valor inicial (A.0.6).

b Estime o passo de integracao h para que o erro local de discretizagao
para o Método de Euler, aplicado a solugao numérica do problema
de valor inicial (A.0.6), seja menor que 1073,

3 Solucione a equagao de diferencas linear
Y2 + 4yr = 15
com condigoes iniciais yg =1 e y; = 2.
4 Seja a sequéncia de Fibonacci
Yk+2 = Yk+1 + Yk, k>0, (A.0.7)
onde
Yyo=y1 =1 (A.0.8)

Solucione a equagao de diferencas linear (A.0.7), sujeita as condigoes iniciais

(A.0.8).
5 Calcule ¢, 0 e v para que o método de passo multiplo linear
Ykta — Yk + @ (Yk+3 — Ykt1) = P[0 (frt3 — frt1) + v Srr2l (A.0.9)
seja consistente de ordem 3.

6 Os métodos de passo multiplo lineares

1
Yk+3 = SYkt+1 — 3 (Byr+2 + yi) + 3hfrt2 (A.0.10)
e
1 3h
Yets = g (Y2 — yr) + 3 (fits + 2frr2 — fra1) (A.0.11)

sao convergentes? Justifique.

7 Sejam o método de passo multiplo linear

h
Ykt ~ Ykt1 = 3 (fot2 + 4fer1 + f) (A.0.12)

e o problema de valor inicial

%y(t) =20 [y(t) —t*] +2t, t€][0,10]
(A.0.13)

y(0) = %
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7.1 O método de passo miultiplo linear (A.0.12) é absolutamente estdvel con-
siderando o p.v.i. (A.0.13) com h = 0,17 Justifique.

7.2 Na sua opinido, o método de passo multiplo linear (A.0.12) gera bons
resultados quando aplicado & solugédo do p.v.i. (A.0.13) com h = 0,17
Justifique.

8 Seja o problema de valor inicial

d 1 1
gy(t) = ;y(t) - t792(t), tell,2]
(A.0.14)
y(1) =1
8.1 Calcule a solucdo exata do p.v.i. (A.0.14).

8.2 Discretize o p.v.i. (A.0.14) empregando o método de passo multiplo linear

4h
Yhts =Ykt 5 (2fk+3 = fra2 +2frs1) - (A.0.15)

8.3 Determine o erro global de discretizagdo cometido no instante ¢ = 2
ao solucionar o p.v.i. (A.0.14) com o método de passo multiplo linear
1
(A.0.15) e h = -.

4
9 Considere os Métodos Preditor P e Corretor C' definidos por

Y2 +4Ynt1 — 5y = h(dfepqr +2fk),

h
Ykt2 — Yk = g (fot2 +4fut1 + f) -

9.1 Determine o erro local de discretizacao principal do Método Preditor-
Corretor.

9.2 Escreva o polindmio
7(r) = p(r) — ho(r) + hfB, [p*(r) — Bo*(r)] (A.0.16)

associado & equagao de diferencgas linear para o erro global de discre-
tizacdo do Método Preditor-Corretor no modo PECE. Qual é a aplica-
bilidade do polinémio (A.0.16)?

9.3 Escreva o algoritmo que utiliza o Método Preditor-Corretor no modo
PECE.

10 Seja o Método Preditor-Corretor Adams-Bashforth-Moulton definido por

h
Ykt2 ~Ykt1 = 5 Bfr41 — fr),
h
Ykt2 T Ukt1 = 5 (5fr42 + 8futr1 — fr) -

10.1 Determine o erro local de discretizagao principal do Método Preditor-
Corretor.

10.2 Escreva o algoritmo que utiliza o Método Preditor-Corretor no modo
PECE.
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Exercicios computacionais

1 Considere o p.v.i.

%y(t) = —20y(t), t€0,1]

(B.0.1)
y(0) =1

1.1 Solucione numericamente o p.v.i. (B.0.1) usando os Métodos de Euler ¢
de Runge-Kutta de 42 ordem com 4 estdgios e os seguintes passos de

integracao:
A h=0,05;
B h=01;
C h=0,2.

Implemente os métodos numéricos em linguagem C ou Fortran.

1.2 Analise e justifique os resultados obtidos, comparando os dois métodos
numéricos implementados em relagao a:

A convergéncia;
B estabilidade;
C consisténcia.

2 Seja o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, definido por

OLRKF"‘LI{ ——128/@' —72197/{ +i/-£ +£/<;
oo 7360t 4275 75240 T 5070 T 5500

2.1 Valide o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, em linguagem C ou Fortran,
empregando o p.v.i.

d
Sylt) = (), t€ [o,0)
, (B.0.2)
y(a) = y(to) = vo
onde \ é uma constante.
2.2 Considere o p.v.i.
d
Ly(t) =2t~ y(t), 1€[0,10
t (B.0.3)

y(0) =—1
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A Solucione o p.v.i. (B.0.3) usando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg,
em linguagem C ou Fortran, com h = 0,2 e
(a) e=1075;
(b) e =1073.

B Compare o erro local de discretizagao e o passo de integragao. Orga-
nize os dados em uma tabela.

C Calcule o erro global de discretizacao no instante ¢ = 10 e comente os
resultados obtidos.

3 Modelagem da propagacao de doencas contagiosas

3.1 Problema

Na teoria de propagacgao de doengas contagiosas, uma equagao diferencial
ordindria nao linear de primeira ordem homogénea pode ser usada para
prever o nimero de individuos infectados em um tempo qualquer (em
dias), desde que simplificagoes adequadas sejam adotadas. Em particu-
lar, considera-se que todos os individuos de uma populacao fixa podem
ser contaminados e que, uma vez infectados, permanecem nessa condigao.
Sejam z(t) o nimero de individuos suscetiveis & infeccdo e y(¢) o nimero
de individuos infectados. E razodvel supor que a taxa de variagdo tem-
poral do nimero de infectados seja proporcional ao produto do nimero
de individuos suscetiveis pelo nimero de individuos infectados. Assim,
tem-se que

d
Y0 = ka()y(t), (B.0.4)
onde k é uma constante e
z(t) +y(t) =m, (B.0.5)

sendo m o tamanho da populagdo. Como z(t) = m — y(t), a equagdo
(B.0.4) pode ser reescrita como

Ly(t) = klm — y(0)(r). (.0.6)

A equagéo (B.0.6) é chamada Equacdo de Bernoulli. Esta equagao pode,

pela substituicao
1
u(t) = —, (B.0.7)
y(t)
ser reescrita como a equagao diferencial ordindria linear de primeira or-
dem nao homogénea (verifique!)

d

) = k[L—mu(t)]. (B.0.8)

3.2 Questoes

A Calcule a solugdo exata (familia de solugdes) da equagao (B.0.6) e
determine flim y(t). Esse limite é aceitavel? Justifique.
L — 00
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B Implemente computacionalmente, em linguagem C ou Fortran, os se-
guintes métodos de aproximacao da solucao do Problema de Cauchy

i(t) = o(t) = F(ty(t), 1€ [al]

y(to) = y(a) = vo

Euler;

Euler Aprimorado;

Trapézio;
Runge-Kutta-Fehlberg;
Adams-Bashforth de 4 passos;
Adams-Moulton de 4 passos.

C Considere na equagao (B.0.6):
m = 10°;
k= 2x1075;
y(0) = 10%;
t € [0,30].

(a) Use os métodos implementados no item B para aproximar a
solucao da equagao (B.0.11) no instante de tempo ¢ = 30 dias.
Otimize o passo temporal em cada método e calcule o erro global
de discretizacao.

(b) Compare os métodos empregados. Use tabelas e graficos (plote o
grafico da solugao exata e da solugao numérica empregando apli-
cativos como o winplot, o octave, o maple, o matlab, o mathe-
matica, etc.).

4 Modelagem do crescimento populacional

4.1 Problema
Seja P(t) o niimero de integrantes de uma populagdo em um determinado
instante de tempo ¢, medido em anos. Se a taxa média de nascimentos
b é constante e a taxa média de mortes d é proporcional ao tamanho
da populagao, entao a taxa de crescimento da populacao é dada pela
equacao logistica

d
- P(t) = bP(1) — dP(1), (B.0.9)

sendo d dada por
d=EkP(t). (B.0.10)

Substituindo (B.0.10) na equagao (B.0.9), obtém-se a equagao diferencial
ordindria nao linear, de primeira ordem, homogénea

%P(t) = bP(t) — k[P(t)]%. (B.0.11)
A equacgao (B.0.11) pode, pela substitui¢ao

1

P(t) = w®)’ (B.0.12)
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ser reescrita como a equagao diferencial ordinaria linear, de primeira
ordem, nao homogénea (verifique!)

d
Jult) + bu(t) = k. (B.0.13)

4.2 Questoes

A Calcule a solugao exata (familia de solugdes) da equagdo (B.0.11) e
determine

lim P(t).

t—o0

Este limite é aceitavel? Justifique.

B Implemente computacionalmente, em linguagem C ou Fortran, os se-
guintes métodos de aproximacao da solu¢ao do Problema de Cauchy

y(t) = —y(t) = f(t.y(t), t€ab]

y(to) = y(a) = vo

Euler;

Euler Aprimorado;

Trapézio;
Runge-Kutta-Fehlberg;
Adams-Bashforth de 4 passos;
Adams-Moulton de 4 passos;

um método preditor-corretor.

C Considere na equagao (B.0.11):

(a)

b=2,9x10"2

k=1,4x10"",
P(0) = 50.976;
t €[0,30].

Use os métodos implementados na questao 2 para aproximar a
solugdo das equagcoes (B.0.11) e (B.0.10) no instante de tempo
t = 30 anos. Otimize o passo temporal em cada método e calcule
o erro global de discretizacao.

Compare os métodos empregados. Use tabelas e graficos (plote o
grafico da solugao exata e da solugao numérica empregando apli-
cativos como o winplot, o octave, o maple, o matlab, o mathe-
matica, etc.).
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