Capitulo 6

Zero-estabilidade e
convergencia dos métodos de
passo multiplo lineares

Apresentam-se neste Capitulo, condigoes necessérias e suficientes a convergéncia
dos métodos de passo multiplo lineares. Conhecimentos sobre equagoes de dife-
rengas sao necessarios a apresentagao e, por conveniéncia, sao incluidos em seu
inicio. Maior detalhamento do conteido aqui exposto e demonstragoes de alguns
dos resultados apresentados podem ser encontrados, por exemplo, em [24, 16, 17, 18].

6.1 Equacoes de diferencas lineares

Uma equagao de diferencas linear é uma expressao do tipo

n

VnUkan + Vn-1Ukin—1 + -+ YU = D Vi¥hss =0k k=0,1,..., (6.1.1)
=0

onde v;, j = 0,1,...,n, sdo constantes independentes de k, com vy # 0 e 7, # 0.
As solugoes desse tipo de equagao sdo sequéncias numéricas y = {yx }ren para as
quais quaisquer n + 1 elementos sucessivos se relacionem como em (6.1.1). A essa
equagao associamos uma equacgao de diferencas homogénea dada por

n
YnWk+n + Yn—1Yk+n—1 + - + Yoy = Z%’ykﬂ' =0,k=0,1,.... (6.1.2)
i=0

Se w = {wi}ren € 2z = {2k }tren sdo duas solugdes de (6.1.1), entdo a sequéncia

dada pela diferenca § = {Jk }ren = {wir—2k tren € solucao da equagao de diferengas
homogénea associada, isto é,

n n
D bk = Y Wkt — 2eg) =
7=0 Jj=0

n

n
= Z Vi Whtj — Z’ijkﬂ'
Jj=0

Jj=0

¢ —¢r =0, Vk=0,1,... (6.1.3)



88 Zero-estabilidade e convergéncia dos métodos de passo miiltiplo lineares

De (6.1.3), vé-se que (qualquer) uma solugdo {wy}ren de (6.1.1) decompde-se como
uma soma da solucdo da equagdo homogénea com uma solu¢do particular {zx}ren
a qual satisfaz

n
Z’ijk+j:¢k, k:0,1,2,...
j=0

Em outras palavras, das observacoes anteriores, conclui-se que a solugao geral de
uma equagao de diferencgas linear se escreve como a soma da solugao de sua equagao
homogénea associada com uma solucao particular, isto é,

wr =Y +2k, Jj=01,2,..., (614)

onde ¥ é solugao da equagdo homogénea e z é uma solugao particular da equacao
nao homogénea.

Portanto, percebe-se que a equagdo de diferencas (6.1.1) ndo possui solugéo
unica; de fato, possui infinitas solugdes! Para garantirmos unicidade, a equagao de n
passos deve vir acompanhada de n condigoes iniciais. Assim, dados yo, Y1, - -, Yn—1,
podemos calcular de forma tnica y,, e consequente de forma tnica os valores yy,
k > n, usando a relacao

n—1
Ukin =Gk — > Vilkss, k=012, .. (6.1.5)
j=0

Um caminho para calcularmos a solucao tinica do problema nao homogéneo é:
(i) achar um conjunto de solugdes possiveis para o problema homogéneo;
(ii) achar uma solugéo particular da equagio ndo homogénea,

(iii) definir a solugao geral do problema como sendo combinagao linear das solugdes
possiveis do problema homogéneo com a solugao particular;

(iv) buscar dentro do conjunto de solugoes gerais a tinica solu¢do do problema néo
homogéneo que satisfaga as condigoes iniciais.

Definigao 6.1 (Independéncia linear). Dizemos que m sequéncias y(t) = {y,(cl)}keN,

y? = {y;(f)}keN, oyl = {y,(cm)}keN sao linearmente independentes quando a
combinacdo linear

aryy” + azy + amy™ =0, k€N (6.1.6)

implicar em a; =0, [ =1,2,...,m.

Teorema 6.1 (Sistema de solugoes fundamentais). Sejam y*) = {Z/;(Cl)}lceN; y@ =
{y,(f)}keN, oy = {y,(cn)}keN sequéncias linearmente independentes, solucoes
da equagao de diferencas homogénea com n passos (6.1.2). FEsse conjunto de n
sequéncias linearmente independentes forma o que chamamos de um sistema fun-
damental de solugdes. Toda solu¢ao de (6.1.2) é dada como combinagdo linear de
sequencias desse conjunto. Portanto, w € solug¢do de (6.1.2) se, e somente se,

n

0= ay®,

=1
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coma €R, 1=0,1,...,n.

A demonstragao desse teorema vem de alguns resultados de Algebra Linear. Em
particular, o espago de solugoes de equagoes de diferengas homogéneas com n passos
tem dimenséo n. As n sequéncias y, I = 1,2, ..., n sdo linearmente independentes,
portanto formam uma base para o espago. Logo, a demonstragao desse teorema
decorre de que simplesmente qualquer solugao pode ser escrita nessa base.

O primeiro passo na busca de solucbes de uma equacao de diferencas linear
homogénea com n passos é achar as solugoes fundamentais, isto é, n sequéncias
linearmente independentes, todas solucoes da equagao, que juntas formam uma
base para definir qualquer solugao da equagdao homogénea.

Uma forma de achar uma solucao para o problema homogéneo é supor que
a sequéncia tenha a forma y, = 7*, com k poténcia de 7, para algum r € R.
Substituindo essa proposta de solugéo na equacdo homogénea (6.1.2) temos

n n

Skt = k3 i =0 (6.1.7)

=0 =0
=
r* =0=r=0: solucdo trivial,

n
E ;77 = 0 = r é uma raiz do polinomio
Jj=0

pn(r) = Z’yjrj.
j=0

Definic¢ao 6.2 (Polindmio caracteristico). Definimos como polinémio caracteristico
associado & equagao de diferencas homogénea de n passos (6.1.2) o polindmio de
grau n dado por

pn(r) =D 1. (6.1.8)
j=0

Se todas as rafzes do polinémio caracteristico p,(r) forem distintas, entao acaba-
mos de achar n sequéncias que resolvem o problema homogéneo. Sejam ry, 73, ..., 7,
as n raizes de p,, e considere as sequéncias y(*) = {y,(cl)}keN = {rF}en, 1 =1,2,...,n.
Observe a troca de indices por poténcias para cada termo da sequéncia. y,(cl) = Tzk
significa que o k-ésimo termo da [-ésima sequéncia tem valor rlk, isto é, a [-ésima
raiz de p, (r;) elevada & poténcia k. Da equagdo (6.1.7), vemos que as sequéncias
y(® satisfazem a equacao de diferencas homogénea (6.1.2).

Para que essas sequéncias formem um sistema de solugoes fundamentais (base)
para o problema homogéneo é necessério que elas sejam linearmente independentes.
Isso pode ser analisado considerando o seguinte sistema linear,

ar  + ax + + a, =0

airy  + agrz  + + aprp, = 0
ary + agri + + anr: = 0 . (6.1.9)

+ + + o=

airy + agry + + apry) 0
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Se for possivel acharmos a1, as, ..., a,, nao todos nulos, tal que o sistema seja satis-
feito, entao as sequéncias sao linearmente dependentes, pois pode-se escrever uma
em fungao das demais. Caso contrério, as sequéncias sao linearmente independen-
tes. A matriz que forma o sistema linear é uma matriz conhecida como matriz de
Vandermonde, cujo determinante é dado por

D= [ @i-ry. (6.1.10)

1<i<j<n

Como as raizes sao distintas, D # 0, e portanto o sistema tem solugao unica. Como
a solugao trivial (nula) resolve o sistema, a tinica solugao do sistema serd com a; = 0,
l=1,2,...,n. Logo, as sequéncias sao linearmente independentes.

Concluimos portanto que, caso o polinémio caracteristico tenha raizes distintas,
qualquer solugao do problema homogéneo pode ser escrita como

w=> ay?, (6.1.11)
=1

ou em notacao de sequéncias

n

{wrtren = Zaz{ﬁk}keN- (6.1.12)

=1

Se conhecermos uma sequéncia que seja solucao particular do problema nao
homogéneo, ¥ = {¢r}ren, entdo a solugdo geral da equagdo de diferencas linear
nao homogénea sera dada por

n
k
Wy = E ar; + Yy
=1

Se o problema homogéneo estiver acompanhado de n condigoes iniciais (yo, y1,
Y2, -Yn—1), €ntdo podemos encontrar os coeficientes a;, de forma a obter a solugéo
unica da equacgao de diferengas (6.1.1), resolvendo o sistema (néo singular)

ag  + a2 + -+ ap = Yo — Yo
airy  +  asry  + + aprn = y1 — U1
arrf  + ary + +oanry = Y2 . (6.1.13)
+ + - '
a1r? + agry + + ap” = Yn—1— Yn_1

Um caso particular de interesse para a teoria a ser exposta a seguir ocorre
quando Z;L:O v; # 0 e se tem o lado direito ndo homogéneo de (6.1.1) dado por
uma sequéncia constante {¢p}tren para a qual se tem ¢p = ¢, k = 0,1,2,....
Nestas condig¢oes, nao é dificil de se verificar que uma solugao particular do problema

é ¢ = {¢r }ren com
]

=—
>
j=0

¢k k=0,1,---,
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desde que Z’yz #0.

1=0
No caso de raizes miltiplas, alguns ajustes sao necesséarios, e usaremos o seguinte
teorema para nos auxiliar.

Teorema 6.2 (Solucio de equagoes de diferencas lineares homogéneas). Considere
a sequinte equacao de diferencas linear homogénea

nYk+n + Vn—1Yk+n—1+ -+ YoYk = Z’ijk+j =0,k=0,1,..., (6.1.14)
=0

com vy, #0, 7% #0, v € R, j=0,1,...,n. Sejam r;, | = 1,2,..,n, raizes do
polinémio caracteristico associado,

n
Pn (7") = Z ’erl7
=0

com respectivas multiplicidades my, ma, ..., my,,., satisfazendo > ;" my = n.
Se uma sequéncia {yr} de nimeros complezxos satisfaz a equagdo de diferencas
homogénea, entdo

Yp = Zpl(k)rlk, (6.1.15)
=1

onde pi(k) é um polinémio em k de grau m; — 1. Se todas as raizes forem simples
(m; = 1), entdo p; sdo constantes. [9]

O caso de raizes simples ja foi demonstrado anteriormente. Ressaltamos que
caso hajam raizes complexas, é possivel que observemos solugées também comple-
xas. Porém, dadas condigoes iniciais reais, a sequéncia tinica a ser encontrada tera
necessariamente apenas valores reais, tendo em vista que os proximos termos sio
obtidos a partir dos anteriores e os coeficiente 7; sdo reais.

Comentaremos brevemente o caso no qual as raizes tem multiplicidades maiores
ou iguais a 1.

Quando as raizes eram simples, tomavamos para cada raiz r; uma sequéncia
da forma y® = {T{“}keN. Se r; tem agora multiplicidade my, precisamos de my
sequéncias relacionadas a esta raiz. Podemos definir tais sequéncias da seguinte
forma:

y(l’l) = {1} ren
y(-2 = {krf}ren
y(3) = {k(k — D)7 bren

y ) =Lk —1) ... (k= my + 2)7F ke

E f4cil mostrar que as sequéncias y"*) | k = 1,2, ..., m;, satisfazem a equacio
homogeénea, pois sabemos, da multiplicidade da raiz, que p,, (1) = pl, (1) = pli(r;) =
(mlfl) ~ . ~ . .

e = pp (r1) = 0. Resta mostrar que as sequéncias sdo linearmente indepen-

dentes. O determinante do sistema associado a analise de independéncia linear tem
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como determinante algo parecido com o caso de raizes simples, sendo este depen-
dente de um produto de diferengas entre as raizes (com poténcias relacionadas as
multiplicidades). Portanto, as sequéncias sao linearmente independentes.

Assim, as solucoes do problema homogéneo no caso de termos raizes com mul-
tiplicidade maior que um sao da forma

Ny MMy

w=> "3 a;y"?, (6.1.16)

1=1 j=1

onde n, é o numero de raizes do polinémio caracteristico, m; sdo as respectivas
multiplicidades e a;; definem n = Y}, m; coeficientes a serem encontrados com
base nas condigoes iniciais.

Por exemplo, se r; for uma raiz de multiplicidade dois, e as demais raizes mul-
tiplicidade 1, tem-se como solucao geral da equagao nao homogénea

n
Yk = a7y + aq okry + Z ary 4 b, (6.1.17)
1=2

onde ¥ vem de uma solugao particular da equagao.
Explicitamente, se temos n, raizes, com cada raiz r; tendo multiplicidade m;, a
solucao geral sera

ye = larg+aiok+-agm k(e —1)(k—2)...(k —my +2)]r}
+ [a271 + ag’gk‘ + 4 a27m2k(k — 1)(/€ — 2)(k — ma =+ 2)] TIQC

+ [anr’l +an, ok + -+ an, m, k(k—1)(k —=2)...(k —myp, + 2)] Tﬁr
+ Y. (6.1.18)

Exemplo 6.1. Considere a equacgdo de diferencas
Yk+2 T Yk+1 — 2y = 0, (6.1.19)

com yo =0, y1 = 1. Encontre a solugdo (inica) deste problema.
Solugao: O polindomio caracteristico,

pa(r) =1 +r—2=(r—1)(r+2), (6.1.20)
tem raizes ry = 1, ro = —2. Portanto, toda solu¢do da equag¢ao pode ser escrita
como

yr = a1 (1)F + ap(—2). (6.1.21)

Impondo as condigdes iniciais temos,

ar(1)° 4+ ax(-2)° =a; +az = =0, (6.1.22)
a4 ax(-2) =a; —2a0 = y = 1. (6.1.23)
(6.1.24)
Portanto, a1 = 1/3 e ax = —1/3 e a solugdo dnica resultante €

1
_ g(fz)k. (6.1.25)
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Exemplo 6.2 ([16]). Encontre a solugao da equagio de diferencas linear

Yitrd — kt3 + OYkyo — dyry1 +4yr =4 (6.1.26)
satisfazendo yo =5, y1 =0, yo = —4 e y3 = —12.
Solugdo:
4
pa(r) = Dyt =qurt +yer® 4 yer? + e+
§=0
pa(r) = =457 —dr+14

(r2 +1)(r — 2)?
= (r—d)(r+i)(r —2)?
Raizes: 11 =2 ;ro=—iers=1i. (6.1.27)

Solugao particular:

_ ¢ _ 4

T 1—445—444
>
=0

Como r = 2 é uma raiz de multiplicidade dois e a solugdo particular € ¥y = 2,
a solugdo geral da equagdo nao homogénea € dada por

VY =2, kel

Yk = al,lr]f + al’zkr]f + agré + a3T§ + 2. (6.1.28)

Das condigoes iniciais

Yo = a1, +as+az+2=5,

y1 = a112+ a2l -2+ ax(—i) +az(i) +2 =0,

Yo = a112° +a122-2° + ax(—i)* + a3(i)® +2 = —4,
ys = a112° +a123- 2%+ ax(—i)® + as(i)® + 2 = —12,

obtém-se um sistema linear de quarta ordem cujas incognitas sao ai,1, a1,2, G2 €
az. A solugdo desse sistema é

a171=1,a1,2:—1,agzl—i,a3:1+i. (6.1.29)

Substituindo as raizes (6.1.27) e os coeficientes (6.1.29) na equagio (6.1.28),
tem-se
1228+ (—1)k2F 4+ (1= i) (—i)% + (1 +4)(i)F + 2
= 1-k2"+0 -9 ()" +A+9)@)*+2,k=0,1,.... (6.1.30)

Yk

(Verifique que de fato essa sequéncia resolve a equacao de diferencas!)

6.1.1 Exercicios
Exercicio 6.1. Calcule os termos ya, ys e ys da solugdo (6.1.30) empregando

(a) a prépria solugdo (6.1.30);
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(b) a equagao de diferencgas linear nao homogenéa (6.1.26).

Exercicio 6.2. Como os coeficientes de (6.1.26) sdo reais e as condi¢bes iniciais
também, yx € necessariamente real. Mostre que (1 — i)(—4)* + (1 +14)(i)¥ € um
numero real para qualquer natural k ou, equivalentemente, mostre que

Yr = 2 {cos (?) — sen (k;ﬂ +(1—k)2F 42

lembrando que i = ¢'% = cos (g) +isen (g)

Exercicio 6.3. A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de nimeros inteiros onde
Yo =0, y1 = 1 e cada um dos demais termos € dado pela soma dos dois termos
precedentes.

(a) Escreva a equagdo de diferencas linear que define a sequéncia de Fibonacci.
(b) Determine a solug¢do empregando a teoria estudada.

(¢) Determine os dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

(d) Determine y100, usando a solugdo analitica calculada.

(e) Determine y101/y100 € analise o limite de yr11/yr quando k — 0.

6.2 Exemplo de divergéncia

Discutiremos aqui um exemplo de um método de terceira ordem de consisténcia
que nao converge para a solugao esperada do problema de Cauchy. Partes deste
exemplo estao descritas em detalhes em [24].
6.2.1 Consisténcia e divergéncia

Considere o método de 2-passos explicito

Yre+2 + 1yk1 + oYk = h[B1fe1 + Bofi] - (6.2.31)
Calculando-se os coeficientes do erro de discretizagao local obtém-se

Co=ap+a1 +1=0,
Ci=0-ap+1-a1+2-1—-5y—p =0,

02 ap+12 a1 +22-1  0-Bo+1-04 (6.2.32)
Cr = 91 - 1 =0,

0 ap+13- a1 +2%-1 0% By+12-5
3! a 2!
A solugao do sistema linear (6.2.32) é g = =5, a1 =4, fo =2 e 1 = 4. Com
os coeficientes determinados, o método resultante,

Ykt2 +4Yk+1 — 5Yx = A [4frr1 + 214, (6.2.33)

assume a maior ordem possivel. Portanto, obtivemos um método de terceira ordem
de consisténcia, mas que possui apenas 2 passos. Para ser util, este método deveria
funcionar para qualquer problema de valor inicial que tenha f suficientemente suave.

Cs = =0.
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Exemplo 6.3. Solucione o Problema de Cauchy

d
{ d(t(?)(t)go, telo,1], (6.2.34)
y(0) =0,

utilizando o método de terceira ordem (6.2.33) com inicializag¢do consistente dada
por y1 = h.

Solugao: O problema de valor inicial estd bem posto e tem como solu¢do Unica a
solugd y(t) = 0. O método pode ser escrito para este problema como

Yi+2 + 4Ykr1 — dyr, =0, (6.2.35)
que € uma equacao de diferencas linear homogénea. O polinémio caracteristico tem
raizes r1 = 1 e ro = =5, portanto as solug¢ao devem ser da forma

yr = a1 (1)F 4 az(—5)". (6.2.36)

Imponto as condigoes iniciais temos que

ay + az =0
a1—5a2 :h,

que definem a1 = —h/6 e ay = h/6. Assumindo um t € [0,1] fizado, e portanto que
t — 0 = kh é constante, temos que a solugao unica serd dada por

t t k
=——+ —(—9)". 6.2.37
Yk =—gr T 5p (75 ( )
Agora note que, por exemplo em t = 1, temos
(=9)

lim y, = lim (—i + (_5)k) = lim (Gl 40 (6.2.38)
h—0 Ye = k—oo 6k 6k T koo 6k ’ -

portanto o método, apesar de ser consistente com o problema, nao converge para
solugdo analitica do mesmo com h — 0. O pequeno erro cometido na inicializagao,
ainda que esta tenha sido feita de forma consistente, € exponencialmente amplificado
pelo termo (—5)* da solucdo, que também fard com que a solu¢io numérica oscile
em torno do zero. Note também que isso vale para qualquer t > 0 fizado.

O exemplo anterior mostra que o método apresentado aqui ndo serd ttil mesmo
para um problema muito simples (este serd instével) se tivermos pequenos erros na
inicializacao. Se a condicao inicial tivesse sido imposta de forma exata no exemplo
anterior, com y; = 0, entdao o método seria exato, sem erro algum, com y; = 0,
Vk > 0. Para compreender melhor esse fenomeno, vamos dar um exemplo menos
trivial com inicializagao sem erro.

Exemplo 6.4. Solucione o Problema de Cauchy

{ %(t)T—ya), te 0,1, (6.2.39)
Yy =1

utilizando o método de terceira ordem (6.2.33) com inicializacdo yo = 1, y1 = e~ "

e h=0,01.
Solugao:
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A solugdo exata do problema é y(t) = e™t, portanto a inicializacdo estd sendo
feita de forma analitica. A discretizag¢ao de (6.2.39) por (6.2.83) é dada por
Yete = —4dyrp1 +5yk +h[4f 2] =
—4ypt1 + 5yk + b [—dypr1 — 2y] =
= —(4+4h)yr1 + (5= 2h)yr,

ou, reescrevendo-a, por

Ykt2 + (4 +4h)yky1 + (=5 + 2h)y, = 0. (6.2.40)
A equagdo (6.2.40) € uma equagdio de diferencas linear homogénea com vo =1,

v1 =4+ 4h e y9 = =5 + 2h, cuja solugdo (exata) se escreve como
Yk = a1 4 agrk, (6.2.41)

onde r; sdo as raizes do polindmio

2
pa(r) = Y r? = qer? 4yt 40 = 12+ (4 + 4R)r + (=5 + 2h)
=0

e as contantes a;, j = 1,2, sdo calculadas a partir das condicoes iniciais da equagao
de diferencas

ylt))=yo=1 e y1=ylto+h) =y(0+h)=e".

Calculando-se as raizes de pa(r), obtém-se

r1:—2—2h+31/1+2h+éh2
3 9
2 4
=-2-2h—34/1+ Sh+ -h?
2 +3 +9 5

e calculando-se a1 e ay chega-se a

1=y =a;+as T2*€_h e_hfrl
_h _ = ag=— € g = —— .
e " =y =airs +azr ro —T1 ro — 71
Assim,
—h —h
o — € e — T
Uk = rh+ i (6.2.42)

To —T1 o —T1

€ a solugdo exata da equagdo de diferencas (6.2.40), resultante da aplica¢do do
esquema numérico (6.2.33) ao Problema de Cauchy (6.2.39).

As diferencas entre a solu¢ao numérica (6.2.42) e a solugdo exata, para vdrios
valores de instantes de tempo, encontram-se na Tabela 6.1. Observa-se que o
método de passo maltiplo linear consistente (6.2.33) diverge da solugdo do problema
(6.2.39).

E importante destacar que o resultado exibido pela Tabela 6.1 nao melhora
fazendo-se com que o passo de integracao h diminua. No limite para h tendendo a
zero, r1 tende a um e ro tende a -5. O cardter ilimitado do erro de discretizagdo glo-
bal € devido a raiz com mddulo maior que um, associada ao polinémio caracteristico
da equagdo de diferencas (6.2.40) quando h = 0. Como conclusdo, vé-se que, mesmo
consistentes e com ordem mdxzima, métodos de passo maltiplo lineares podem ser
divergentes. O que falta para a convergéncia € o estudo da zero-estabilidade de tais
esquemas nuUmMericos.



Capitulo 6 97

k Yy — etk

2 | —1,4x107°
3 | +5,00 x1077
4 | =3,00x10"%
5

+1,44 x 1077

98 | —2,57 x 10°8
99 | +1,29 x 10%
100 | —6,52 x 10%°

Tabela 6.1: Erro de discretizagao global obtido na solugao do problema de valor
inicial (6.2.39) com o método (6.2.33) ¢ h = 0,01.[24]

6.2.2 Exercicios

Exercicio 6.4. Calcule ys, -+ ,y100 usando a solu¢do exata da equagdo de dife-
rengas, (6.2.42), e usando a propria equagio de diferencas, (6.2.33).

6.2.3 Relagao com as raizes do polindmio caracteristico

Os resultados presentes na Tabela 6.1 mostram que consisténcia e alta ordem néo
bastam a convergéncia. Usando a solugao (6.2.41)-(6.2.42) da equagéo de diferencas,
pode-se explicar as causas desse comportamento.

Ao se expandir as raizes 71 e 19, assim como das constantes a; e ag, em Série de
Taylor como funcao de h em torno de h = 0, tem-se

2 4 1 1 1
_92_9 1 = 72:1_ 12 733 14 5
h+3\/1+ Shtgh hot 5h? = G 4 b+ O(1)

T1 =
2 4 1 1 1
= —2-92h—34/1+Zh+-h2=-5-3h— K2+ K- =h*+O0°
"2 ViT3hty 2" % oW
pois

> 1 11, 1 1
J1+2h+2h2 = 14 tht <h?— —B® + ——h' + O().
MERA Tt T gt O

Lembrando-se de que a fung@o exponencial tem desenvolvimento em série de Taylor
dado por

—h (=n)" Lg 1,5 1.4 5
_E —1— R — 9]
e 2 ] h—|—2h 6h +2h+ (h°),

para as constantes a; e as, obtém-se

_ _—h
alzﬁ = 1+O(h2),
T2 —T1
—h _
=" — _Liom)

To —T1 216
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Dessa forma, das observagoes anteriores, tém-se a solucao para o tempo t = hk

k k
Y = air] + asry

o))

(i) oI+ - ()] -
o ()] () ()

“ () [

5)k [1
onde ¥y, representa a solucdo numérica, ou seja, a solucao da equacao de diferencas
linear.

Lembrando-se que kh =t — 0 permanece fixado, a medida que k tende a infinito,
observa-se que a primeira parcela do lado direito de (6.2.43) tende a e~!, a solugao
exata do Problema de Cauchy (6.2.39). Entretanto, a segunda parcela comporta-se
como

t
k
(,

0

(6.2.43)

t4 (_ 5)k 3t
_ _ es
216 k4
Nas consideragoes anteriores, empregam-se os limites fundamentais

I\
klggc (1 + k> &

lim (1+ k)% =e
k—0

al k
Jﬂalo(”bk) =er

c

(6.2.44)

Em (6.2.44),

lim = 00, (6.2.45)
k—o00

k:4

uma vez que 5° >> k* quando k — oo.

Portanto, o limite (6.2.45) explica o comportamento oscilatério e ilimitado da
solugdo yr quando k — oo (k — 00 <= h — 0).

De (6.2.43), conclui-se entdao que o comportamento da solu¢do da equacao de
diferengas é controlado pela maior raiz do polinémio

pa(r) = 1%+ (4 + 4h)r + (=5 + 2h),

ouseja, r1 = —2—2h+3,/1+ %h + %hQ. Com h tendendo a zero, tem-se

pa(r) = 12 4 4r — 5,

cujas rafzes sao r; =1 e rp = —5.
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6.3 Primeiro e segundo polindmios caracteristicos

Considere o método de passo multiplo linear
n—1 n
Ytn + Z OjYk+j = hZﬂjfk-‘,—j- (6.3.46)
j=0 j=0

O primeiro e o segundo polindmios caracteristicos associados ao método sao defini-
dos, respectivamente, por p e o,

p(r) = Z a1 (6.3.47)
=0

a(r)=>_ B, (6.3.48)
§=0

onde o, é tomado como sendo um.

Observe que, em rela¢do aos polindémios caracteristicos (6.3.47) e (6.3.48), um
método de passo miltiplo linear (6.3.46) é consistente para qualquer problema de
valor inicial bem posto se, e somente se,

p(1) =0
e
(1) —o(l)=0.
Veja
p(r) = Zajrj = aor® + anrt +agr? +azr® + -+ e,
3=0
p(l) = ao+a1+a2+a3+"'+anzzaj = Cp.
3=0
Portanto,
p(1) =0 = Cp = 0.
Além disso,
pr) = ap+ 200t + 3agr? 4 daur® + - - + na,r™ L,
n
pP(1) = a1+2as+3as+4das+ - +na, = Zjajo(r),
3=0
n .
o(r) = Y Bir? = Bor® + Bur' + Bar® + Bar® 4 - 4 Bur”,
3=0

o) = Bo+Pi+Ba+Bst +Bu=)_ B
=0

n

P =o() = Y jo;=> 8=C

J=0
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portanto,
p’(l) —o(l)=0=Cy =0.

Em um método de passo multiplo linear, o primeiro polinémio caracteristico p(r)
tem sempre uma raiz igual a 1. Esta raiz é denominada raiz principal e geralmente
denotada por ;. Assim, a consisténcia de um método de passo multiplo linear
depende apenas da raiz principal r; = 1.

6.4 Zero-estabilidade

A zero-estabilidade de um método de passo multiplo linear diz respeito ao estudo
da estabilidade para no limite para h tendendo a zero. Esta pode ser analisado com
base no seguinte problema de valor inicial,

d

Lyt) =0 tety,T
" < o, 7] : (6.4.49)
y(to) =0

cuja solugdo exata é dada por y(t) = 0. Ao se aplicar o método de passo multiplo
linear

Z%‘ykﬂ' = hZijkH (6.4.50)
=0 =0

para resolver (6.4.49), tem-se
AnYk+n + Ap—1Yk+n—1 +---+ QoY = Oa (6451)

uma vez que f(t,y(t)) = 0. A relagdo (6.4.51) é uma equagdo de diferengas linear
homogénea.
Se o método (6.4.50) for convergente entao

limyp, =0, kh=t—1ty fixado, Vi€ [to,T].

h—0

Para simplificar a anéalise num primeiro momento, suponha que as raizes do
polinémio caracteristico da equagio de diferengas (6.4.51)

n

pn(r) = Zajrj, (6.4.52)

=0

o qual coincide com o primeiro polindmio caracteristico do método de passo miiltiplo
(6.4.50), sejam reais e distintas, denotadas por r;, I = 1,2,...,n. Neste contexto, a
solucdo de (6.4.51) pode ser escrita como

Yk = al’f‘f —+ a27’§ + a37‘§ + -+ a'nrfu (6453)
onde as constantes a;, [ = 1,2,..., n, sdo obtidas a partir das n primeiras aproxi-
magoes da solugao exata yo,vy1,¥y2,--., Yn—1, NOS instantes tg,t1,t9,..., th_1. E

natural que se utilize yo = y(tp) = 0 (a condigdo inicial dada para o problema
estudado). As aproximagoes nos outros n — 1 instantes de tempo devem ser obtidas
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numericamente, por exemplo e para fixar ideias, por um método de passo unico de
primeira ordem, isto é,

ye=0+0(h), k=12...,n—1 (6.4.54)

Buscamos solugdes da forma (6.4.53) que respeitem as condigoes iniciais (6.4.54),
portanto

arr¥ +agry +asrk + -+ a,rt =0O(h), k=1,2,...,n—1. (6.4.55)

E simples ver que as solucao desse problema sao da forma a; = hd;, para que a
igualdade seja verificada com h — 0. Logo, pode-se escrever a solugao do problema
homogéneo como yi, k > n, da forma

Yk = h(le]f +d27’]§ +---+dnr5).

Considerando a convergéncia do método para a solucdo exata do problema (no
caso, a solugao trivial), tem-se

kh=t—tg
e, portanto, para cada parcela que compoe a solugao numérica gy devemos ter

k

oo t=to o, T
lim ; fklingo P =t tokll)rr;o i =0. (6.4.56)

Note que o método jamais podera ser convergente se o médulo de qualquer uma
das raizes r; for maior do que 1. Em outras palavras, o limite em (6.4.56) serd zero
se e somente se |r;| <1, j =1,2,..., n. Isso nos leva ao seguinte teorema.

Teorema 6.3 (Critério das raizes simples reais). Um método de passos miltiplos
linear de n passos da forma (6.4.50), com inicializa¢io consistente, que tenha o
primeiro polinomio caracteristico com raizes simples, distintas e reais € convergente
somente se

T'Sla .:1,"'7'”,
j J

sendo 1 as raizes do seu primeiro polindmio caracteristico.

Se o polinémio (6.4.52) tiver uma raiz com multiplicidade maior que um, por
exemplo 7; com multiplicidade m > 1, entao tal raiz contribuird para a solugado da
equagao de diferencas com uma parcela da forma

[Clj’l =+ aj’gkz 4+ 4 G,j’mk(k — ].) e (k‘ —m + 2)] ’I“;-C.

Se |rj| > 1, o termo dominante quando k& — oo (h — 0) é o termo de maior grau
em k, referente a a;,,. Analisando a forma geral da solucdo do problema, descrita
na equagao (6.1.18), vemos que quando houver uma multiplicidade m > 1, essa raiz
sempre contribuird com uma parcela da forma hkm_lr;‘, m > 1. Para tais parcelas,
tem-se, para um instante de tempo t fixado, o limite

lim AE™ 'R = lim t~t

h—0 J k—o00
kh=t—tg

Mk =t —tg Jim kR (6.4.57)
—00
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Se m = 2, entdo esta equagao (6.4.57), e de fato a equagdo geral (6.4.56), serd
da forma

k
lim k2 (6.4.58)
k—oo k- o
Neste caso, como |r;| > 1, o limite ndo vai a zero com k — co. Se |r;| =1, o limite
serd £1, e se |r;| > 1, o limite serd +oo. Caso m > 2, entdo vemos que a equagao
(6.4.57) ird para +oo quando k — oo.
Concluimos, portanto, que se m > 1 ndo ha convergéncia se |r;| > 1, mesmo que
|rj] = 1. Logo, o método podera convergir para a solugao exata do problema-modelo
proposto somente se o limite em (6.4.57) for zero, que sé ocorre quando |r;| < 1.

Teorema 6.4 (Critério das rafzes). Um método de passos maltiplos linear de n
passos da forma (6.4.50) que tenha primeiro polinémio caracteristico com raizes rj,
7 =1,2,...,n,., € convergente somente se

Irj| <1, ser; for raiz simples,

Iril <1, ser; for raiz com multiplicidade maior que 1.

E importante destacar que o critério das raizes é necessario para convergéncia,
mas nao suficiente, pois mostramos a sua necessidade para apenas um Unico pro-
blema de valor inicial. Para garantia de convergéncia para qualquer problema de
valor inicial bem posto vamos precisar de algo além desse crierio.

Definicao 6.3 (Zero-estabilidade). Um método de passo mailtiplo linear é zero-
estdvel se nenhuma raiz do primeiro polinémio caracteristico

p(r) = Zajrj (6.4.59)
§=0

tiver mddulo maior que 1 e toda raiz com mddulo 1 for simples (multiplicidade
um,).

Note que aqui estamos também interessados em raizes complexas. Portanto,
dizemos que o método é zero-estavel se as raizes do seu primeiro polinémio carac-
teristico estiverem no interior do disco unitario fechado do plano complexo, sendo
que aquelas que estiveram no bordo (tenham mdédulo igual a 1) devem ter multipli-
cidade 1.

Se analisarmos o caso dos métodos de passo unico explicitos (2.0.1), vemos que
estes sempre tem primeiro polindmio caracteristico dado por

pry=r—1, (6.4.60)

com raiz simples e igual a 1. Se o método for consistente com qualquer problema
de Cauchy bem posto, de forma a garantir que a ® do lado direito de (2.0.1) seja de
pelo menos O(h?), p > 0, e portanto respeitando o problema modelo ¢y = 0 quando
h — 0, temos o seguinte resultado.
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Teorema 6.5. Todo método de passo unico explicito consistente € zero-estdvel.

O principal resultado deste capitulo relaciona zero-estabilidade com convergén-
cia, e é descrito a seguir.

Teorema 6.6 (Teorema de Equivaléncia de Dahlquist). Um método de n passos
linear consistente com a equagdo diferencial y' = f(t,y), sendo f Lipschitz, com
condigoes iniciais consistentes, isto €, y; = 0;(h), 7 = 0,1,....,n — 1 sao tais que
0;(h) = 0 quando h — 0, € convergente se ¢ somente se € zero-estdvel. Além
disso, se f for suficientemente diferencidvel, e o erro local de discretizacdo e inici-
alizagao tiverem ambas ordem p, entdao o erro global também terd ordem p.

A demonstracao da necessidade de um método ser zero-estavel para obtermos
convergéncia segue do critério das raizes. Porém, a volta, que garante que um
método consistente zero-estavel é sempre convergente, exige outros resultados que
estdo além do escopo destas notas. A prova pode ser encontrada em [13, 24], mas
foi primeiro discutida por Dalhquilst [6].

6.5 Ordem de convergéncia

O teorema de equivaléncia de Dahlquist nos garante que para buscar métodos de
uma certa ordem de convergéncia, que sejam zero-estaveis, basta analisar a ordem
consisténcia. Com base no Teorema 5.3, se os coeficientes C,,, deduzidos em (5.3.13),
forem nulos até o coeficiente de ordem p, isto é C; =0, j = 0,1, ..., p, entao o método
é de ordem O(h?) de consisténcia. Se for zero-estavel, entao também terd ordem
O(hP) de convergéncia.

Suponha um método de n passos linear. Temos 2(n + 1) coeficientes (o, §;)
a serem determinados. Como podemos, sem perda de generalidade, multiplicar
a equagao do método por uma constante sem afetar a solugdo, temos na pratica
apenas 2n + 1 coeficientes a serem determinados. Portanto, a principio, poderiamos
tentar buscar métodos de até ordem p = 2n.

Isso significa, por exemplo, que poderiamos ter um método de 2-passos com
ordem 4. Vimos no exemplo (6.2.31) que isso pode ser perigoso. Neste exemplo
apresentamos um método de 2 passos explicito com ordem 3, que foi definido unica-
mente, ou seja, é o inico método de 2 passos e ordem 3 explicito possivel, portanto
seria um método 6timo. Na pratica, verificamos que o método era instavel.

As restrigoes impostas pela zero-estabilidade reduzem as possibilidade de termos
métodos de n passos com ordem 2n, de fato, temos o seguinte importante resultado
que estabelece uma barreira para a ordem.

Teorema 6.7 (Barreira de Dahlquist). Nenhum método de passo miltiplo linear
de n passos (n > 2) zero-estdvel tem ordem maior que n + 1 se n for impar, ou
ordem maior que n+ 2 se n for par. [13, 23]

Além disso, é possivel mostrar que apenas métodos implicitos atingem a ordem
maxima definida pela barreira de Dahlquist.
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Exemplo 6.5. Quando n = 1, temos o método o método do Trapézio implicito
dado por

Yk+1 — Yk = g(fkﬂ + fr)- (6.5.61)

Mostre que este método € consistente com qualquer problema de valor inicial bem
posto com ordem 2, zero-estdvel e convergente. Justifique porque o método nao pode
ter ordem de convergéncia maior que 2.
Solugdo:

O método € um método de passo tunico linear implicito. E simples ver que,
para este método temos Co = 0, C; = 0, Cy = 0, portanto tem consisténcia de

z

ordem 2 para qualquer problema de wvalor inicial bem posto. Como o método é
de passo inico, pelo Teorema 6.5 ele € zero-estdvel. Se inicializarmos o método
com a condi¢cao inicial dado do problema, entao a inicializagdo serd consistente.
Portanto, pelo teorema da equivaléncia de Dahlquist, o método é convergente de
ordem 2. Concluimos ainda que como n = 1 é impar, a maior ordem possivel de
convergéncia € 2, pelo Teorema da Barreira de Dahlquist.

6.5.1 Exercicios

Exercicio 6.5. Vimos no Teorema 6.5 que todo método de passo unico consistente
é zero-estdvel. Por outro lado, vimos no Exercicio Resolvido 2.2 que um método
de passo unico pode ser convergente e ao mesmo tempo inconsistente. Justifique
por que nao hd contradicdo destas observagoes com o Teorema de Equivaléncia de
Dahlquist 6.6.

Exercicio 6.6. Verifigue se o método de passo multiplo linear
Ykt2 + 4Yk+1 — Yk = b [4frr1 + 214
€ zero-estdvel.

Exercicio 6.7. Analise a zero-estabilidade do método de passo multiplo linear

ez = (L4 @)y +ags = & (3= a)fin — (14 a)f
para
1. a=0;
2. a=-5.

Exercicio 6.8. Mostre que o método de passo maultiplo linear

iz (b= ks — by = 5[0+ 3) gz + (30 + D

€ zero-instdvel se b= —1.

Exercicio 6.9. Empregue o método de passo multiplo linear

h

Y2 + (b— Dyry1 — byr = 1 [(0+3)feta+ 30+ 1) fi],

comb=0 eb=—1, para solucionar o p.v.i.
d
—y(t) =y(t), te|0,1
Su(t) =y, 1<[0,1]

Yyo=y1=0

Comente os resultados obtidos.
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Exercicio 6.10. Considere o sequinte método de 2 passos linear implicito
1 4 1
—un=hl= = - )
Y+2 — Yk <3fk+2+3fk+l+3fk>

Mostre que o método € zero-estdavel e tem ordem de consisténcia 4. Observe que
esta € a maior ordem possivel para um método de 2 passos.

Exercicio 6.11. Considere o sequinte método de 2 passos linear explicito da forma

Yret2 + @1Yrt1 + @oyr = h (B1 fes1 + Bofr) -

Mostre que ndo € possivel acharmos coeficientes a1, g, 1, Bo tais que o método seja
zero-estavel e consistente de ordem 4, que € a maior ordem possivel para métodos
de 2 passos pela Barreira de Dahlquist.

6.6 Erro de discretizacao global

Para o método de passo multiplo linear
Z%‘%ﬂ' = h25jfk+j, (6.6.62)
j=0 j=0

o erro de discretizag@ao local multiplicado pelo passo de integracao h e a solugao
numérica sao dados, respectivamente, por

hre = Y ogy(tees) —h ) Bif (b y(tee))) (6.6.63)
Jj=0 j=0

Ri = D ajunr; —h) Bif (b Uses)- (6.6.64)
7=0 j=0

Observe que aqui estamos supondo que a equagao de diferengas numérica nao é
resolvida exatamente, pois esta pode acumular, por exemplo, erros de arredonda-

mento.
Efetuando-se a subtragao (6.6.63) - (6.6.64), tem-se

W= R = ) ay (y(theg) = yres) +
=0
- hz Bi (f trgr Y(hts)) — f(Ehtss Yetg)) - (6.6.65)

J=0

Considerando-se em (6.6.65) ¢, = h7 — Ry e empregando-se o Teorema do Valor
Meédio, chega-se a
b = 0 (Y(tey;) — ki) +

=0

- 0
—- h) B a*yf (trtsis i) (W) — Yrs) (6.6.66)
=0
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para i+ entre Y(tpt;) € Yuys-
Lembrando-se que o erro de discretizagao global, no instante de tempo ¢t = #3;,

é definido como sendo
ertj = Y(thts) — Yhts

pode-se reescrever (6.6.66) como
n n 8
> ajery;—hy By gyt Sits) it (6.6.67)
j=0 j=0

Supondo-se que para todo k > 0 se tenha

ér ~ ¢ = constante,

9

Ay

de (6.6.67) obtém-se a equagao de diferengas linear que descreve aproximadamente
a dinamica do comportamento do erro de discretizacao global ao longo do tempo,

f (k4. &ktj) ~ A = constante,

n

D (a; = hAB)) exij = 6. (6.6.68)

Jj=0

A solugao de (6.6.68) é determinada pelas raizes de seu polinémio caracteristico,

= (o — hAB;) 77, (6.6.69)

7=0

e pode ser escrita como,

n
¢
k= ajrh+ — (6.6.70)
=t (a; — hAB;)
=0
onde 7; sao as raizes de m(r), supostas simples momentaneamente apenas para
simplificar a exposigao da teoria. Aqui, Zajrf ¢é a solugao geral da equacao de
j=1

diferencas linear homogénea e

¢

> (g = hAB))

Jj=0

é uma solucao particular de (6.6.68).
Sendo (6.6.62) consistente, tem-se

er =Y dirk+ L (6.6.71)

j=1 —BZBj
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solucdo da equacgao de diferencas linear para o erro global de discretizagéo (6.6.68).

E interessante notar que o polinémio caracteristico da equacao de diferencas que
descreve aproximadamente a dindmica do comportamento do erro de discretizagao
global, (6.6.68). Este pode ser reescrito em termos dos polinémios caracteristicos
de (6.6.62), sendo

w(r) =

NE

(aj = hB;) 17
0

.
Il

[
NE

n
i _ ] )
o hE Bjr
Jj=0

= p(r)—hao(r). (6.6.72)

-
I
=]

De (6.6.72), vé-se que as rafzes de 7(r) tendem as rafzes do primeiro polindémio
caracteristico de (6.6.62), p(r) = Z;‘L:o a;jr?, quando o passo de integragdo h tende
a zero. Como consequeéncia, conclui-se que o comportamento do erro de discretizacao
global, no limite para h tendendo a zero, relaciona-se & zero-estabilidade do método
considerado.

No que segue, apresenta-se o conceito de estabilidade absoluta também conhecida
como estabilidade fraca. Enquanto que o conceito de zero-estabilidade relaciona-se a
convergeéncia do método numérico, o conceito de estabilidade absoluta relaciona-se
a escolha de um passo de integracao h > 0 o qual, na pratica, possa ser utilizado na
obtencao de uma solugao numérica que qualitativamente preserve as caracteristicas
da solugao exata do problema, permitindo assim uma anélise e interpretagao corre-
tas do fenomeno objeto de estudo.

6.7 Estabilidade absoluta

Vamos considerar o problema de valor inicial adotado na parte de estabilidade
absoluta dos métodos de passo 1inicos,

y =y, t>0,
y(0) =1,
com A € C. Vamos supor que a parte real de A seja negativa (Re(A) < 0) e que

portanto y(t) — 0 quando ¢ — oco. Substituindo esse problema na forma usual dos
métodos de passo multiplos temos

(6.7.73)

Dk =0 BiMks, (6.7.74)
=0 =0
e portanto
Z (j — ABj) Yrvj = 0 (6.7.75)
j=0

que define a equagdo homogénea associada & equagao (6.6.68) no estudo do erro
global. Portanto, o A a ser considerado no problema modelo diz respeito a variagao
de f com relagéo a y (relativo a %), que é uma primeira aproximacao (linear) de f.
Essa aproximagao (linearizagao) é razodvel localmente, e esperamos que um método
seja capaz de reproduzir o comportamento de convergéncia para zero do problema
(6.7.73) com t — oo.
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Definigao 6.4 (Polinémio de estabilidade absoluta). Definimos como o polinémio
de estabilidade absoluta associado a um problema de n-passos maultiplos linear o
polinémio,

w(r) = p(r) = ho(r), (6.7.76)

onde p e o sdo respectivamente o primeiro e o seqgundo polindmios caracteristico do
método e h € C.

Definicao 6.5 (Estabilidade Absoluta). Um método de passo miltiplo linear é
absolutamente estdvel se e sé se, para h = hA dado (h fizado), todas as raizes, r;,
do polinomio de estabilidade absoluta satisfizerem

A regidgo de estabilidade absoluta é definida pelo conjunto de valores de h no plano
complexo tal que o método € absolutamente estdvel.

Definicao 6.6 (A-estabilidade). Dizemos que um método é A-estdvel se, e somente
se, a regiao de estabilidade absoluta contiver o todos os pontos compleros z tais que

Re(z) < 0.

Exemplo 6.6. Considere o método do Trapézio Implicito,

Yk+1 — Yk = g (fk + fet1)- (6.7.78)

Sabemos que o método € consistente de sequnda ordem, pois Co = Cy = Cs =0, e
que € zero-estdvel pois € de passo unico. O polinémio de estabilidade absoluta para
este método €

w(r)zr_1—2(r+1)=(1_Z)r—(1+2), (6.7.79)

cujas raiz €
1+

Tzl—ﬁ
2

NPl

. (6.7.80)

Vemos que o método é absolutamente estdvel para todo h = h\ tal que hRe()\) <
0, ou seja, método sempre respeita o comportamento de convergéncia a zero do
problema modelo (6.7.73). Este método € portanto A-estdvel.

Na pratica, podemos estar interessados apenas em valores reais de A. Neste
caso, o intervalo (a,b) da reta real é denominado intervalo de estabilidade absoluta
se 0 método de passo miiltiplo linear for absolutamente estavel para todo h € (a, b).
Pode-se determinar o intervalo de estabilidade absoluta da seguinte forma:

1. Calculam-se as raizes de 7(r) = p(r) — ho(r), rj(h), para um conjunto de
valores de h numa vizinhanca da origem;
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2. Representam-se graficamente as fungoes |r;(h)|;
3. Observam-se os intervalos para os quais ‘rj (71)| < 1.

Exemplo 6.7. Considere o sequinte esquema de 2-passos lineares, conhecido como
Leap-Frog,

Ytz — Yk = 2hfrq1. (6.7.81)

Este método € consistente com segunda ordem, pois Co = C1 = Cy = 0 (verifique!).
Ele também € zero-estdvel, pois o seu primeiro polindomio caracteristico tem raizes
ry =1, ro = —1, distintas, simples e com maddulos iguais a 1. O seu polinémio de
estabilidade absoluta é

7(r) =r? —1— h2r, (6.7.82)
com raizes ry = h+ vV h2 + 1. Vejamos o caso em que A € R e A < 0. Neste caso,
|re| = 1 somente se h = 0. Para h # 0, conforme podemos ver na Figura 6.7,
temos que

0<ry <1 Yh <0
r_ < —1, Vh < 0.
4]
3 4
, | re=h+Vh+1
T 0 T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 —2—3 4 5 6

[aiy

/ -4

Figura 6.1: Exemplo de construgao do intervalo de estabilidade absoluta para o
método descrito em (6.7.81)

Entao a raiz v ndo afeta a estabilidade absoluta para A < 0. Porém, a raiz
r_ nunca terd mdédulo menor que 1 para A < 0. Portanto, o método nao € ab-
solutamente estdavel nao importa o qudao pequeno for h. Portando, como estd, o
método nao tem utilidade prdtica. Curiosamente, este método € bastante utilizado
na prdtica, dado seu bairissimo custo computacional (apenas uma avaliagdo de f),
mas € necessario usar um filtro para obtermos solucoes estdveis.
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Métodos A-estaveis sao na verdade raros. O seguinte resultado mostra o quao
dificil pode ser de se obter um método A-estével.

Teorema 6.8 (Segunda Barreira de Dahlquist [7] [9]). Relagoes entre A-estabilidade
e métodos de passos multiplos lineares:

(i) Nenhum método linear de passos miltiplos explicito € A-estdvel.
(i) Nenhum método A-estdvel linear de miltiplos passos tem ordem maior que 2.

(i) O método de sequnda ordem A-estdvel linear de passos multiplos com menor
constante de erro € o método do Trapézio Implicito.

Exemplo 6.8. Considere o método de 2-passos implicito conhecido como BDF2
(Backwards Differentiation Formulae),

3Yk+2 — AYrr1 + Yy = 2h fr1o. (6783)

Este método é consistente com ordem 2, pois Co = C1 = Co = 0. As raizes do
primeiro polinémio caracteristico sao 1 e 1/3, portanto o método é zero-estdavel. O
polinomio de estabilidade absoluta é

7(r) = (3 —2h)r? —4r + 1,

com raizes
2++1+2h

3—-2h

Mostramos na Figura 6.8 que a regiago de estabilidade contempla todo plano
complero negativo (esquerdo), e que portanto o método é A-estdvel. O método
BDF2 s6 ndo ¢ estdvel para alguns valores de \ positivos com h prézimo de 2.

r4 =

6.7.1 Exercicios

Exercicio 6.12. Reveja as nogoes de estabilidade absoluta e de zero-estabilidade e
suas relagoes com a escolha, na prdtica, do passo de integracao para a andlise do
problema e com a convergéncia do método numérico.

Exercicio 6.13. Considere o método de passo maltiplo linear
h
Yerz = (L4 a)yers +aye = 15 (6 + @) forz + 8(1 = @) frer — (1 +5a) fu],
(6.7.84)

onde —1<a<1.

1. Mostre que o intervalo de estabilidade absoluta do método (6.7.84) é

(20
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05 Re(Ah)

-3.5-

Figura 6.2: Exemplo de regiao de estabilidade absoluta para o método BDF2 des-
crito em (6.7.86). O interior da curva indica regido com médulo maior que 1, e toda
a regiao exterior a curva define a regiao onde o método é absolutamente estével.

2. Para a = —0,9, use o método (6.7.84) para solucionar o problema de valor
inicial
d
Ey(t) = —20y(t), te [07 ]-]v
t (6.7.85)
y(0) =1,
utilizando h = 0,01, h = 0,02 e h = 0,04.

Exercicio 6.14. Considere o método de 3-passos implicito conhecido como BDF38
(Backwards Differentiation Formulae),

11ykrs — 18yYkr2 + yrkt1 — 2y = 6hfrys. (6.7.86)

Mostre que o método tem ordem 8 de consisténcia e que € zero-estqvel. Construa a
regidgo de estabilidade absoluta do método, verificando que ele nao é A-estdvel (por
bem pouco!).
6.8 Exercicios resolvidos
Exercicio Resolvido 6.1. Use o método de passo mailtiplo linear
h
Ykt+2 + 4Yk+1 + yp = 5 [8fkt1 +4fi] (6.8.87)

para calcular a solugcdo numérica do problema de valor inicial

{ z(g)‘i\{@’ 0<t<2, (6.8.88)
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comh=0,1, h=0,05 e h =0,025. Comente os resultados obtidos.
Solugao:
Cidlculo da solug¢do exata do problema de valor inicial:

= 4
dt Wy
1dy L
VY dt
1 dy
—at = [ 4tdt
mat =/
2 442
yT == 7"'0
2
yo_ e @
Y = "+ 5
C 2
_ 2 =
- (5)
y0)=1 = C=2
y(t) = (2+1)% (6.8.89)

O método (6.8.87) foi implementado utilizando a solug¢do exata (6.8.89) para
obter y1, ou seja,

y1 =y (to+h) = y(h) = (B> +1)°.

FEste dado é mecessdrio para iniciar o cdlculo das aprorimagoes em um método de
dois passos (alternativamente, pode-se empregar um método de passo tunico para
gerar yi ).

O método (6.8.87) nao € consistente nem zero-estdvel (verifique!). Logo, diver-
gente. A redugao no passo de integracdo h aumenta o erro de discretizacao global.
O método (6.8.87) gera aprozimagies negativas a partir de certos valores de tempo
para as quais f(t,y) € um nimero complexo.

Considerando-se o instante t = 0.3, pode-se perceber que a redugdo do passo
de integracao h provoca aumento no erro. As tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 apresentam o0s
valores gerados até o ponto em que a solugao numérica torna-se negativa.

h=0,1

23 y(tx) Yk ly(te) — Yl
0,000 1,000000  1,000000 _ 0,000000
0,100 1,020100  1,020100  0,000000
0,200 1,081600 1,081200 0,000400
0,300 1,188100 1,189238 0,001138
0,400 1,345600 1,338866 0,006734
0,500 1,562500 1,592994 0,030494
0,600 1,849600 1,702337 0,147263
0,700 2,220100 2,913023 0,692923
0,800 2,689600  -0,602567 3,292167

Tabela 6.2: Comparagao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugao numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h = 0, 1.
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h=0.1
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Figura 6.3: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h = 0, 1.

h=0,05

tr y(tr) Yk ly(te) — Yl
0,000 1,000000  1,000000 _ 0,000000
0,050  1,005006  1,005006  0,000000
0,100  1,020100  1,020075  0,000025
0,150 1,045506 1,045580 0,000074
0,200 1,081600 1,081158 0,000442
0,250 1,128906 1,130988 0,002082
0,300 1,188100 1,177715 0,010385
0,350 1,260006 1,310883 0,050877
0,400 1,345600 1,095852 0,249748
0,450 1,446006 2,666284 1,220278
0,500  1,562500 -4,430548 5993048

Tabela 6.3: Comparagao das solugdes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =
0,05.

Exercicio Resolvido 6.2. Verifique o efeito da falta de estabilidade (instabilidade)
do método de passo maltiplo linear

h
Ykt2 ~ Ukl = 3 [3fk+1 — 2fx] (6.8.90)

empregando-o para solucionar numericamente o Problema de Cauchy

{ z(g)‘i\{@’ 0<t<2, (6.8.91)
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h=0.05
3 T T T T T T

—— Solugéo Analitica ©
O Aproximagoes
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Figura 6.4: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =

0,05.

h = 0,025

te y(tr) Yk ly(tx) — il
0,000  1,000000  1,000000  0,000000
0,025 1,001250  1,001250  0,000000
0,050  1,005006  1,005005  0,000002
0,075 1,011282  1,011286  0,000005
0,100  1,020100  1,020072  0,000028
0,125 1,031494  1,031627  0,000133
0,150 1,045506  1,044835  0,000672
0,175  1,062188  1,065521  0,003334
0,200 1,081600  1,065009  0,016591
0,225 1,103813  1,186258  0,082445
0,250  1,128906  0,719318  0,409588
0275  1,156969  3,187841 2,030872
0,300 1,188100 -8,915969 10,104069

Tabela 6.4: Comparacgao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =
0,025.

cuja solugdo exata € y(t) = (t* + 1)2.
Solug¢ado:

O método (6.8.90) € zero-estdvel porém inconsistente (verifique!). Logo, diver-
gente. As Figuras 6.6 e 6.7a-b foram geradas com passos de integracio h = 0,1,
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h=0.025
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Figura 6.5: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.88), onde a solugao numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =
0,025.

h = 0,05 e h = 0,025. Note-se que a difereng entre as aprorimacgoes e a solu¢do
exata aumenta & medida que o passo de integracdo é reduzido, fato que caracteriza
a diwergéncia do método numérico (6.8.90).

h=0.1
25 T T T T T
— Soluc&o Analitica
O Aproximagées
20 1
151 1
>
10 1
o
©
51 o 1
o ©
O
0 ©
o ©
G 0 ©0°

Figura 6.6: Comparagao das solugbes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.91), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.90) com h = 0, 1.
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h=0.05
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h=0.025
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Figura 6.7: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial

(6.8.91), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.90) com (a)

h=0,05¢ (b) h =0,025.

Exercicio Resolvido 6.3. Determine a ordem de consisténcia e o erro de discre-
tizagao local principal do Método de Quade

8 6h
Yka — — (Yn43 — Yns1) — Y = Tg(fk+4 +4fers +4fer + i) (6.8.92)

19

Solugao:

8
ag =1, ag = ——, as

19

=0, a1 =

8
19: (7]

6 24 24
ﬂ4_179’ 53—E7 B2 =0, 51—E7 Bo =

19
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4 j5 4 j4
G5 = D g2 ghi=
=0~ =0

1 /8 1944 1 /24 1944 1536
= <—+1024>—<+ + )

120 \ 19 19 24 \ 19 19 19
146 146
19 19
4 jﬁ 4 j5
Co = Z—'aj— gﬁj:
j=0 j=0 "
1 8 5832 1 24 5832 6144
= R —_—— — 4 _— —_— —_— —_—
720 <19 R 096) 120 (19+ R 19>
100 100
= 7—7:0
1 19
4 7 4 j6
Cro= Y g =2 b
j=0 "~ j=0
1 8 17496
= — [ — - —— +163%4
5040 (19 o > -

1 /24 n 17496 n 24576
19 19 19
6121 877 6

1995 285 665

O Método de Quade (6.8.92) é consistente (Cy = Cy = 0) de ordem 6. O erro
de discretizacdo local principal do método é

a = C7h%(€)

6
B6E
Exercicio Resolvido 6.4. Verifique que (6.8.92) é convergente.
Solugao:
Primeiro polinémio caracteristico:

com constante C7 = —

r4f%r3+%r71 = 7"4717%7‘(7"271)
= (P (P4 - ()

~ (2-1) <r2—189r+1>

= (r+1)(r—-1) <r2—189r+1>.

Raizes do polinomio (6.8.93):

r+1=0 = r;=-1;
r—1=0 = ro=1;
TQ—ET—I—I_O = r—i+iv345'
19 B 719" 19 ’
4 1
T4—T97E 345.
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Médulo das raizes r3 e ry:

27 2 1
AN (Ve | 16 345\ 2
ol =l = | (L) 4 (VER) | 2 (Lo sy
19 19 361 | 361

Como as quatro raizes do polindmio (6.8.93) sao distintas e tém mddulo 1, o
método € zero-estdvel.

O Método de Quade (6.8.92) é convergente uma vez que é consistente e zero-
estdvel.

Exercicio Resolvido 6.5. Considere o método de passo multiplo linear

h
Yit3 + & (Yk42 — Yht1) — Yk = 5 B+ a) (fet2 + fr+1) - (6.8.93)

1. Determine para quais valores de ov 0 método (6.8.93) é zero-estdvel.

Solugado:

as=1, as =, a1 = —a, ap = —1

Primeiro polinomio caracteristico:
Prar?—ar—1 = (r3—1)+a(r2—7“)
= (r=1)(+r+1)+ar(r—1)
= (r=1D[r*+(1+a)r+1].
(6.8.94)

Uma das raizes do polinémio (6.8.94) é 1y = 1. As outras duas raizes sao

dadas por
—(14a)+\/(1+a)’ -4

2
(a) Considerando o =1 ou v = —3 em (6.8.95):

(6.8.95)

2,3 =

a=1 = (1+a)-4=0=r=r3=-1
a=-3 = (1+a)’-4=0=>r=r3=1

Como em ambos os casos o polinomio tem raiz de multiplicidade 2 e
mddulo 1, o método ndo € zero-estavel.

(b) Considerando o > 1 ou o < —3 em (6.8.95):

a>1 = 14+a>2=—(14+a)< -2

1+«
= — < -1
2
N l+a V(1+a) _4< .
2 2

= r3 € menor que — 1;
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a<=-3 = l+a<-2=—-(1+a)>2
14+«

>1

2
1+a+ (I+a) —4
2 2
= 1o € maior que 1.

=

>1

Como em ambos o0s casos o polinomio tem raiz de modulo maior que 1,
0 método nao € zero-estdvel.

(c) Considerando —3 < a <1 em (6.8.95):

B<a<l = —2<1l4+a<2=(1+a)’<4

) .
o g YL (14 )
’ 2 2
(1+a)? 4-(1+a)?|°
Ira| = [r3| = 1 + 1 =1.

Para o € (—3,1) o método (6.8.93) é zero-estdvel,
uma vez que as trés raizes do primeiro polinémio ca-
racteristico (6.8.94) sdo distintas de médulo 1.

2. Mostre que existe um valor de o para o qual o método (6.8.93) tem ordem 4,

mas para que ele seja zero-estdvel sua ordem ndo pode exceder 2.

Solugao:
ag=1, as =a, a1 = —a, ag = —1
3+« 3+«
/83:07B2: 7ﬁ1: 7/80:0
2 2
3
Cy = Zajz—l—a+a+1=0
§j=0
3 3
Cio= > jo; =D B
§j=0 §j=0
3 3
= —a+2a+3—( —02—oz+ —;—a)

3
(—a+4a+9)—(;a+3+a>
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C; =

. 3 .
] ]
> 5 Z?

(- a+8a+27)—;<

Mo:

O

4
2 + 2

3+ 3+a>

— @\PA“

= —(2T4+7a)- - (15+5a)

|

18 — 2«x 99—«

24 12

C3£0 = a#9

Para que o método (6.8.93) seja zero-estdvel € necessdrio que a ordem do
mesmo seja 2, uma vez que o =9 ¢ (=3, 1).

3 4 3 .3
= S g3
1

= ( a+16a+81)—<

+38

3+« 3+«
2 2

= L si4150) - L (274 9q)
Y BT @

27 — 3 99—«

3 j5 3 j4
Cs = ZEQJ*ZE@
7=0 7=0
1 /34« 3+
= — 2 243) — — 1
120(01-1—3@4— 3) (2 +62>
1
= — (24 la) — — (b1 +1
120( 3+ 3la) 8(5 + 17a)
23123«
- 240
1

=9 Cs = —
« = 5 10

Para a =9, o método (6.8.93) tem ordem 4, porém ndo € zero-estdvel.
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