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Capitulo 4

Estabilidade absoluta dos
métodos de passo Unico

Considere o Problema de Cauchy

{jty(t) = —10y(t), te 2,06, (4.0.1)
y(2) = 1000,

cuja solucdo exata é y(t) = 1000e~101+20 (verifique!). A obtencdo de uma solucdo

numérica para (4.0.1) demanda, na prética, a escolha de um passo de integragao h >
0 além, é claro, de um método numérico. Por exemplo, considere as aproximacoes
obtidas com o Método de Euler (1.4.23),

Yker = Ye+hf (e, yp) =
= yr+h(=10y) =
= (1 — 10h)yk,

com passos de integracao h = 0,125 e h = 0,5. A Tabela 4.1 mostra o erro de
discretizacao global para cada um destes passos de integracao.

h=0,125 h=0,5

i y(te)  ly(te) —yel  ly(te) — ysl
2.0 1,000E+03 0,000E+00 0,000E+00
2,5 6,738E4+00 2,832E4+00 4,007E+03
30  4,540E-02  3,014E-02 1,600E+04
3,5 3,059E-04 2,463E-04 6,400E+04
4.0 2,061E-06 1,828E-06  2,600E+405
4.5 1,389E-08 1,298E-08  1,024E+06
50  9.358E-11  9,003E-11  4,096E-06
55  6,305E-13  6,166E-13 1,638E+07
6,0 4,248E-15  4,194E-15  6,554E+07

0 O UL W+~ O

Tabela 4.1: Erros de discretizagao global produzidos pelo Método de Euler na
solu¢do numeérica de (4.0.1) para dois tamanhos de passos de integracao.

Da anélise da Tabela 4.1, constata-se que o Método de Euler produz um erro
de discretizacao global aceitavel para h = 0,125, porém inadmissivel para h = 0, 5.



62 Estabilidade dos métodos de passo tinico

Qual é entdao o motivo para o comportamento da solugao numérica em ambos os
casos? Como escolher, na pratica, um passo de integracao que permita uma andlise
confidvel dos resultados obtidos? A escolha apropriada do passo de integracao h > 0
estd associada ao conceito de estabilidade absoluta (h > 0, fixado).

4.1 Estabilidade absoluta

Para compreender a origem dos problemas de estabilidade que se pode ter na
escolha de um passo de integracao h > 0 para um determinado método numérico,
considere o Método de Euler

{ Yo = ylto),

Ye+1 = Yk +hf(tk, uk),
aplicado ao Problema de Cauchy modelo
d
—y(t) = A
{ Q) v,
y(to) = Yo,
cuja solucdo exata é dada por y(t) = yoe * 1) (verifique!). Assim, tem-se

Y1 = Y +hf{trye) =
= yp+ My =
= (14 Ah)ys. (4.1.2)

Estabelecendo em (4.1.2) uma dependéncia da condigio inicial yg, chega-se a

y1 = (14 Ah)yo,
ys = (14 )y,
ys = (1+Ah)°y,
ve = (1+Ah) g, (4.1.3)

onde o parametro A pode ser real ou complexo. O fator (1 + Ah) é denominado
fator de amplificacao.
H4 duas situagoes possiveis para A € R:

1. Se A < 0 entdo lim y(t) = lim yoe 1) = 0.
t—oo t—oo

A solucao numérica yj, terd esse comportamento se, e sé se,

1+A] <1l = —-1<14+M<l=-2<A<0.

Assim, a solugdo numeérica tem o mesmo comportamento da solucao exata se,
e s6 se, Ah € (—2,0).

2. Se A >0,

Yo, se A=0,
)\(tft()) — +OO, se )\ > 07 Yo > O’

7:lim y(t) = tlim Yoe
o e —00, se A>0, yo<0.
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Neste caso, o valor absoluto da solugao numérica
k
Yk = (1+Ah)" o
apresenta sempre o mesmo comportamento da solugao exata: tende ao infinito.

Diz-se que o Método de Euler é um método condicionalmente estdvel cujo in-
tervalo de estabilidade absoluta é dado por Ah € (—2,0), A < 0.

E interessante observar que para A € C tem-se Ah=z2z=a+bi€C,a,beR, e
que, portanto,

z = MM=a+bi, a,beR
14+ Ah| <1 lz+1] <1
la+bi+1| <1
l(a+1)+bi| <1
Vie+1)2+02 <1
(a+1)2+v? <1
[a— (1)) +b* < 1. (4.1.4)

te o el

Em (4.1.4), tem-se o conjunto dos pontos interiores a um disco centrado no ponto
(=1,0) e de raio 1. O intervalo de estabilidade é definido por Re (Ah) € (—2,0). A
parte imagindria, I'm (Ah), é responsavel pelo comportamento oscilatério da solugéo.
Representamos a regido de estabilidade (no plano complexo) na Figura 4.1.

Definicao 4.1 (Estabilidade absoluta). Seja um método de passo inico que, apli-
cado ao Problema de Cauchy modelo

d

Syt = w0, AeC,
y(to) = Yo,
conduz a
Yrt1 = ¥ (ML) Y.
O conjunto

Q={peC| [l <1}

é denominado regido de estabilidade absoluta (h > 0, fizado) e ¥ (Ah) € o fator de
amplificagdo. A interseccdo da regiao 2 com a reta real determina o intervalo de
estabilidade absoluta do método de passo inico.

No intervalo de estabilidade absoluta, solugao exata e numérica apresentam
qualitativamente (em algum sentido) o mesmo comportamento. A Tabela 4.2 apre-
senta os intervalos de estabilidade absoluta para alguns métodos de Runge-Kutta.
E possivel mostrar que, todos os métodos com R estdgios e ordem p = R tém o
mesmo intervalo de estabilidade absoluta [16]. Por exemplo, o método do ponto
médio explicito e o0 método do trapézio explicito, ambos métodos de Runge-Kutta
de 2 estagios e ordem 2, possuem o mesmo intervalo de estabilidade absoluta, des-
crito na Tabela 4.2. Verifique na Figura 4.1 as regioes de estabilidade absoluta para
métodos de Runge-Kutta de R estagios e ordem R.
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Im(Ah)

Figura 4.1: Regiao de estabilidade para métodos de Runge-Kutta. O interior das
curvas fechadas indicam Ah tais que |[1(AR)| < 1.

Exemplo 4.1 (Euler Implicito). Considere o método de Euler implicito, para o
qual temos iteragoes da forma

Yrr1 = Yk + Pf (try1s Yrt1)-

Substituindo no problema modelo y' = Ay, temos

Yk+1 = Yk + ANy
Re-organizando os termos e isolando yi4+1 notamos que

1

AN =150

Para A <0 e h >0, |¢p(Ah)| < 1, portanto o método € incondicionalmente absolu-
tamente estdvel. No plano complexo, a sua regiao de estabilidade é o complementar
do circulo centrado em (1,0) com raio 1, ilustrado na Figura 4.1.

4.1.1 Exercicios

Exercicio 4.1. Ezplique o comportamento observado para o Método de Euler apli-
cado a solugdo do p.v.i. (4.0.1) com passos de integragio h = 0,5 e h =0, 125.
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Im(Ah)

Euler Implicito
Re(A\h)

T

Figura 4.2: Regiao de estabilidade para o método de Euler Implicito. O interior do
circulo indica Ah tais que |¢(Ah)| > 1, portanto a regido que garante estabilidade
absoluta é tudo que esta fora do circulo.

Exercicio 4.2. A Tabela 4.2 traz o fator de amplificacdo e o intervalo de estabi-
lidade absoluta para os Métodos de Runge-Kutta de ordem R com R estdgios [10].
Verifique que, de fato, os fatores de amplificacao estao corretos. Além disso, verifi-

R Fator de amplificacdo Intervalo Q

1 1+ M (-2, 0)

2 14 Ah 4+ QA (-2, 0)

3 1+ Ah+ QRE )7 (2,51, 0)
2 3 4

4 1+ N+ GRS 4 Gl GMD (278 0)

Tabela 4.2: Intervalos de estabilidade absoluta para Métodos de Runge-Kutta de
ordem R com R estdgios [16].

que que o método do trapézio explicito (Euler Aprimorado) (1.4.25) e o método do
ponto médio explicito (Euler Modificado) (3.2.11) possuem o mesmo intervalo de
estabilidade absoluta.

Exercicio 4.3. Comprove o efeito da estabilidade (ou instabilidade) usando o
Meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem com quatro estdgios (3.2.24) para calcular
a solu¢ao numérica do problema de valor inicial

d 9 5 1
— = - —— =, 1<t<4
{ dty(t) Sty (t)+t 20t S <4, (4.1.5)

y(1) 1,

comh=0,2eh=0,4. Sugestiao: Mostre que a solucdo exata do problema de valor

1
inicial (4.1.5) é y(t) = —. Com a solugao exata e a solu¢do numérica, calcule o

erro global de discretizacado.
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4.2 Suplemento tedrico

4.2.1 Instabilidade inerente
Seja o problema de valor inicial

d
—yt)=yt)—t, tel0,5
Su(t) =y(t)—t, te [0, o

y(0) =1

Em (4.2.6), tem-se uma equagao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
nao homogénea. A solugdo exata de (4.2.6) é dada por

y(t) =t +1, (4.2.7)

que se obtém usando o fator integrante e~

Perturbando a condigéo inicial em (4.2.6) em 1%, isto é, y(0) = 140,01, tem-se
os problemas de valor inicial

%y(t) =y(t)—t, tel0,5],

(4.2.8)
y(0) = 0,99,
e
d
Lyy =y —t, t(0,3]
(4.2.9)
y(0) = 1,01.
As solugoes exatas de (4.2.8) e (4.2.9) sao dadas, respectivamente, por
y(t) = —0,0le' +t+1 e (4.2.10)
y(t) = 0,0le’ +¢+1. (4.2.11)

As solugoes (4.2.7), (4.2.10) e (4.2.11) em ¢t = 5 valem, respectivamente,

y(5) = 5+1=6
y(5) = —0,01e® +5+1~4,5
y(5) = 0,0le’ +5+1~7,5.

Como pode ser visto, perturbando-se a condigao inicial em (4.2.6) em 1%, a
solucdo varia cerca de 25%. No exemplo dado, nenhum método numérico serd
capaz de produzir um erro inferior a 25% se a condigao inicial for perturbada em
1%. Este é um problema de estabilidade intrinseco ao problema de valor inicial e,
por este motivo, denominado de instabilidade inerente.

4.3 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 4.1. Determine a regido de estabilidade absoluta para o
Meétodo do Trapézio (Implicito).
Solugdo:
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Tome o problema-modelo
4 t) = A A<0
{ dty Y, )
y(to) = o
cuja solugdo exata €
y(t) = yoe =10,
Aplicando-se o Método do Trapézio, obtém-se
Yet1 = Yk +h®(tk, Yk, ki1, h)
oy k) + F(tsats Un
P yk+hf( k> Yk) J;( k15 Yt 1)
Ay + A
Yk+1 = Ykt L 5 Yhtl
Ah Ah
=5 ) = (1+5 ) u
24+ Ah
i = . 4.3.12
e = (3550w (1312)
Estabelecendo-se em (4.3.12) uma dependéncia da condigdo inicial yo,
B 24+ Ah
Yy = 9_ ) Yo
O (24AR\ (24ARN (24AR\ (24 R)?
b2 o) T 2= ) \a=an ) T \a =) P
(240N (2420 (2407 (24 20)°
S CES VY S CESVY ATV SR TV B
(24N (24BN (240N /24 am)!
= o eoa) B emaw) \ea=an)) T e
2+ A"
= . 4.3.1
wo= (553) w (1313)
2
O fator de amplificagdo é ¥ (Ah) = 5 + iz

Para estabelecer o intervalo de estabilidade absoluta do método € preciso analisar
as condigoes para que | (Ah)| < 1, isto é,

24+ Ah
2—X\h
O Método do Trapézio é incondicionalmente estavel, ou seja, ndo restrigdo

na escolha do passo de integragdo.
Observacao:

2+ Mh
Ea 1<

EA
2—MJ< -

<1= A <0= A€ (-00,0).
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Quando A € C, se z=Ah =a+bi, a,b € R,
24z

‘2+)\h‘<1 = <1
2—Mh 2—z
N 2+ a+bi 1
2—a—bi
(a+2)+bi
= (faJr;)fbi !
N \(a+2)+bz‘|.
|(—a +2) — bi
N (a+2)2 + b2 <1
V(—a+2)2+(-0)?
= V(a+2)?24+02 <+/(—a+2)2+0b2
= a®+4a+4+b*<a®—4da+4+0b
= 8a<0
= a<0
= Re(A\h) <0. (4.3.14)

Em (4.8.14), tem-se o conjunto dos pontos do semiplano & esquerda da origem.
O intervalo de estabilidade é definido por Re (Ah) € (—0,0), enquanto que Im (Ah)
é responsdvel apenas por um comportamento oscilatério da solugdo (veja Schwarz

[21]).
Exercicio Resolvido 4.2. Considere o Método de Runge-Kutta de dois estdgios
Yo =Y (to) P
4.3.15
{ Y+l = Yk +h(cik1 + caka), ( )
com
R1 = f(tv y)7
ke = [f(t+ah,y+ hbky),
onde a,b,c1, e ca sao constantes, aplicado ao problema-modelo
d t) = Ay, A<O0
y(to) = wo

Calcule o fator de amplificacdo e o intervalo de estabilidade absoluta do método
(4.8.15) supondo a="0b e cy +co = 1.
Solugao:

Na aproximacao obtida no ponto tyi1, tem-se

Y41 = Yk + hcirg + heako

= yp +her f (te, yx) + heaf (L + ah, yx + hof (tr, yx))
Yk + hei dyg + hea (yr + hbAyy)
= yp + herdyg + headyy, + eab (Ah) g,

(1 ¥ (1 + 2) M+ eob ()\h)Q) Yk

(1 +Ah+ ch(Ahﬁ) Un.



Capitulo 4 69

Assim, recursivamente, obtém-se

o\ F
g = (14 M+ b (W) o,
Denotando-se a = cob e Ah = x, o fator de amplificacdo € dado por
Y(z) =1+ 2+ ax’. (4.3.17)

Para determinar o intervalo de estabilidade absoluta do método (4.3.15) € ne-
cessdario analisar as condigdes para que |(x)| < 1, isto é,

—“l<y@@)<l=-l<ar’+r+l<l=-2<ar’+2<0.
Para:
1. ax? 4+ x> 2= ax? +x4+2 >0, hd trés casos possiveis:

(a) Se a <0 entdo

A = 1-8a>0
—1—+1—-8«
S PR
—14++v1 -8«
Tg = —————
2

e o intervalo € dado por (x1,%2);

1
(b) Se0<a< 3 entdo

A = 1-8a>0
-1 —+v1-—8«
xl 20
—14++v1 -8«
Ty = —m————
2

e o intervalo € dado por (—oo,x1) U (x2,00);
1
(c) Se a > 3 entio ax? +x+2 >0, Vr € R.

2. ax? 4+ x <0, hd dois casos possiveis:

(a) Se a >0 entdo
ar’+zr<0=z(ar+1)<0

1
e o intervalo € dado por <,0> s
«
(b) Se Se a < 0 entao

ar’+zr<0=z(ar+1)<0
. 7’ 1
e o intervalo € dado por (—o0,0) U <—,oo>.
e

Sendo o = cob, na andlise do problema modelo (4.3.16) tem-se os sequintes
intervalos de estabilidade:
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FEzxzemplos

1. Método de Euler Modificado (Método do Ponto Médio)

h h

yk+l—yk+hf<t+2

1 1
a:bzi, c1 =0, 02:1:>04:02b:§:>z:)\h€(7270)

2. Método de Euler Aprimorado

Ykt 1 :ywrg[f(t,y)+f(ﬁ+h,y+hf(t,y))}

1 1
702:§ja:czb:§:>Z:AhE(—2,0)

N =

a=b=1,c =

8. Método de Ralston

Ykt1 = Yk + % [f (t,y) +3f <t+ %fuy + ;hf (t,y)ﬂ

3 1
7CQZZ:>Oé:CQb:§:>Z:AhE(—2,O)

1 =



