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Capitulo 3

Métodos de passo unico de
altas ordens

Dentre os métodos apresentados até aqui, apenas métodos de passo unico de
no maximo segunda ordem foram vistos. Neste Capitulo, duas técnicas para se
obter métodos de passo unico de ordens mais elevadas sao apresentadas. Numa
primeira abordagem, utiliza-se a Férmula de Taylor com resto de Lagrange para
se obter os métodos da Série de Taylor, Secao 3.1. Na pratica, tais métodos sao
pouco utilizados devido ao grande ntimero requerido de derivagdes de f(t,y), o
que imprime a tais métodos complexidade algébrica elevada (impactando, inclu-
sive, a eficiéncia computacional). Numa segunda abordagem, substituindo-se as
derivagoes por célculos de f(t,y) em pontos estrategicamente posicionados, obtém-
se os métodos de Runge-Kutta, Secao 3.2, bastante difundidos e utilizados, os quais
sao relativamente simples de serem implementados. No que vem a seguir, supoe-
se que a solugao do Problema de Cauchy tenha tantas derivadas quantas forem
necessarias para que se possa apresentar estas duas abordagens.

3.1 Meétodos da Série de Taylor

Da Férmula de Taylor de grau ¢ com centro em t = t;, tem-se a expressao para

. h? h4
y(te +h) = y(tes1) =y(te) + by (ty) + gy”(tk) +- 4+ ?y(” (tr) +
h(I+1
—_ylatD) 3.1.1
+ L ©), (3.1.1)

na qual & € (tg, tx + h). A substituicdo y/(t) = f(¢,y(t)) em (3.1.1), fornece

2

d
W) =yt + b (b y(t) + o o (o y() + o+
hd d9—1 hatl g4

amf(tk»y(tk))‘F m%f(fyy(f))- (3.1.2)
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Como
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de (3.1.2), vem de maneira natural a proposta do método numeérico da forma descrita
a seguir.

Método 3.1 (Série de Taylor).
Yo = y(tO),
3.1.3
{ Yet1 = Yk +h®(tg,yx, h), ( )

no qual

q—1

h -1
p DT f(t,y),

2
B(t,4,0) = f(t,) + 5 DI (b) + 5 D2 (t) + o+

0 0
comD—a—i—fa—y.

Este serd denominado de Método da Série de Taylor de ordem ¢ se (3.1.3) con-
tiver termos de ordem até ¢ — 1 (isto é, seu erro de discretizagdo local é O(h?)).
Verifique!

3.2 Meétodos de Runge-Kutta explicitos

Os métodos de Runge-Kutta surgiram como uma extensao do método de Euler para
ordens mais altas, usando apenas avaliagoes de f, sem a necessidade de calculos de
suas derivadas [5]. Neste sentido, um método é dito de Runge-Kutta explicito se
ele:

1. for um método de passo unico explicito,

2. substituir as derivadas de f(¢,y) por cdlculos de f(¢,y) em pontos “conveni-
entemente escolhidos” e, por fim,

3. concordar com o Método da Série de Taylor (3.1.3) até o termo de g-ésima
ordem, para algum ¢ > 0.

Veja um pouca da histéria dos métodos de Runge-Kutta em [4].
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3.2.1 Meétodos de Runge-Kutta explicitos de 2-estagios

O método de Euler necessita de apenas uma avaliagdo de f (um estdgio). Vamos
supor um método de passo tnico explicito que use duas avaliagdes de f (2 estégios),
da seguinte forma:

Yer1 = Yk + h(bof(te, yr) + 0o f (B, G1)), (3.2.4)
onde by e by sdo constantes e gy, define uma aproximacao para y(tx), para algum
tr € [tk,tk + h}, com

tk = tp+6h,
e = Yk +Ohf(tr,yr) (3.2.5)

. 0 0 .
Seja fr. = f(tk,yx) e Dfi, = 8*{(%yk)*'f(tk,yk)afi(tk,yk)- Agora, expandindo

f(tx,7x) em Série de Taylor bivariada em torno de (tx,ys), temos que (verifique!)
F(ErsGik) = fr + ORD fi, + O(h?). (3.2.6)

Para garantirmos que um método desta forma seja de segunda ordem, concor-
dando portanto com o Método da Série de Taylor até segunda ordem, precisamos
que

bufi + ol + AD) = i+ 2DF. (3.2.7)

Portanto,
by +by =1 (3.2.8)
@0:%, (3.2.9)

e entao o método terd que ter a seguinte forma

Yet1 =Yk + h <[1 - 219} J(te,yr) + ?lgf(tk + 6h,yp + Ohf(tk,yk))> . (3.2.10)

Variando 6, restrito a 8 € (0,1), obtemos diferentes métodos de Runge-Kutta
de 2 estagios, com garantia de ordem 2 de consisténcia. Tomando § = 1 temos
o Método de Euler Aprimorado (veja a equagdo (1.4.25)) e com 6 = 1/2 temos o
Método de Euler Modificado, descrito no exemplo a seguir.

Método 3.2 (Euler Modificado ou do Ponto Médio Explicito).

Yo = y(t()),
3.2.11
{ Y1 = Yk +hO(tk,ur, ), ( )

bh—
com tpy1 =1tk +h, h:7a, 0<k<n-1ce
n

h h
O(tr, yr,h) = f (tlc t 5o Ukt Qf(%yk)) .
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Exemplo 3.1. O Método de Fuler Modificado é um Método de Runge-Kutta de 2
estdgios de seqgunda ordem.

Por inspe¢do, observa-se que o método (3.2.11) é de passo unico e explicito.
Além disso, nao existem cdlculos de derivadas de f(t,y). Basta entdo verificar se
(8.2.11) concorda com o Método da Série de Taylor (3.1.8) para alguma ordem q.

Desenvolvendo-se f (t + At,y + Ay) em Série de Taylor em torno de (tg,yx),

h h
onde At = 5 € Ay = §f(t,y), tem-se

o 0
Flon+dtaet 0 = foow) + | gfam) o feam) [ A0 ]+
b Liar agql| mEten)  gmften) Sk
2! %ayf(tk,yk) aaﬁf(tk,yk) Ay
+ O(A8,Ay?),
ou ainda,
3 h(0f . Ofc 11 (9 fi Pfi | 20 fr
O(ty, yx, h) = fk+§ (W‘i‘fkaiy) + 1\ o +2fk6tay + fx 0y +
+  O(h*), (3.2.12)
sendo fr = f(tk,yr)-
Substituindo-se (8.2.12) em (8.2.11), obtém-se
_ h? (Of Ofk 183 (0%fr 02 fi 2 0% fr
Yk+1 = yk_‘_hfk_‘_g(ﬁ—i_fkaiy + 511 \ o2 +2fk0tay+fk BE +
+  O(h"Y), (3.2.13)

cujos termos concordam com os do Método da Série de Taylor (3.1.3) até a seqgunda
ordem (verifique que a partir dos termos de terceira ordem nao hd coincidéncial).
Desta maneira, o Método de Fuler Modificado é um Método de Runge-Kutta de

ordem 2.

3.2.2 Meétodos de Runge-Kutta explicitos de R-estagios

Nos métodos de Runge-Kutta (ou RK), o ntimero de estdgios diz respeito ao niimero
de vezes que f(t,y) deve ser calculada. Os métodos RK explicitos com R-estdgios
cldssicos tém a forma descrita a seguir.

Método 3.3 (Rung-Kutta explicito de R-estdgios).

Yo = y(t0)7
Ye+1 = Uk + h(ﬁ(tka Yk, h) y

onde

R
Ot,y,h) = bty (3.2.14)
r=1
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com
K1 (ta y) = f (ta y) )
K2 = f(t+heo,y+ hasiky),
k3 (t,y) = f(t+ hes,y+ hagiki + hbsaka) ,

=
N
—
T~
<
=

Il

r—1
f (t—i—hcr,y—i-hZarsnS), 2<r<R. (3.2.15)

s=1

Os parametros a,s, b, e ¢, satisfazem as relagoes

R
i Y obe=1, (3.2.16)
r=1

r—1
(i) =) an 2<r<R (3.2.17)
s=1

A primeira condigao, (i), é suficiente, e necessaria, para obtermos consisténcia.
De fato, quando h — 0, k.(t,y) — f(¢,y). Portanto ®(¢,y,0) = f(¢,y) Zil b, e
precisamos da primeira condi¢ao para termos ®(¢,y,0) = f(t,y), sendo esta também
suficiente para garantir a consisténcia.

A segunda condigao, (ii), é conveniente para garantirmos que o método concorde
com o termo de ordem 2 (referente a y”’ = Df) do Método de Série de Taylor. De
tal forma, um método com mais de um estdgio (R > 1) terd condigdes necessérias
para ser, pelo menos, de segunda ordem. A Série de Taylor de k, em torno do ponto
(tk, yr) serd da forma

o, [+ O
_ 2
Rr(tksy) = fie +her 3=+ h <s§—1 am%) By O(h?). (3.2.18)

Agora, substituimos a Série de Taylor de ks, que pode ser escrita, em primeira
ordem, como ks(tg,yx) = fr + O(h), na série de Taylor de s, acima. Com isso,
notamos que para que o método concorde com a ® do Método da Série de Taylor
até o termo de ordem um (relativo a D f), serd necessério termos

of [ Of . (0fx , Of
e + (2 arsf;g) By = 0, <6‘t + f’“a;,) , (3.2.19)

para algum 6, > 0. Portanto, a condicao (ii) em (3.2.17) garante que, se r > 1, o
método resultante tem chances de ter pelo menos ordem 2, sendo esta uma condigao
necessaria para atingir segunda ordem. Ela nao é suficiente para obtermos segunda
ordem pois, para concordar com o método da Série de Taylor até pelo menos ordem
2, temos que considerar também os valores de b,..

Os métodos Runge-Kutta podem ser expressos na forma de uma tabela, conhe-
cida por Tabela de Butcher [5]. Ela é composta pelos coeficientes a,s, b, e ¢, da
seguinte forma,
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Co | G21
C3 | 31 G32

Cq | Q41 Q42 Q43

CrR | Ar1 AaRrR2 GR3 *** ARR-1
by by b3 -+ bro1  br

ou, na forma compacta,

c| A

bt
onde ¢ é vetor de coeficientes c,, denominados como nés. b é a transposta do vetor
de coeficientes b,, denominados como pesos!. A matrix A, definida pelos coeficientes

ars, ¢ conhecida como matriz de Runge-Kutta.
Retomando o caso de dois estdgios (R = 2), de (3.2.14)-(3.2.17) tem-se

O(tr,yr,h) = bik1 + bako
bif (tk, yx) + baf (t + hea, yr + haor f(te, yr)) , (3.2.20)

com ¢y = ag, que é igual ao 6 da se¢ao anterior (vide equagdo (3.2.10)).

Exemplo 3.2. Tem-se no Método de Euler Modificado (3.2.11)

®(t,y,h) = f (t + g,y + Zf(t,y)) . (3.2.21)

Comparando-se (3.2.21) com (3.2.20), constata-se queby =0 eby = 1 (logo by+by =
1
1) e que co = aan = —. Assim, o Método de Fuler Modificado é um Método de

Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.

Exemplo 3.3. Tem-se no Método de Euler Aprimorado (1.4.25),
1 1

1 1
Comparando-se (3.2.22) com (3.2.20), constata-se que by = 3 € by = B (logo

b1 +ba=1) e que ca = az; = 1. Assim, o Método de Euler Aprimorado é um
M¢étodo de Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.

3.2.3 Métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas

Método 3.4 (Runge-Kutta de Terceira Ordem com Trés Estagios (RK33)).

1
Oty h) = & (k1 +4dk2 + K3), (3.2.23)

1O termo “pesos” vem dos pesos usados em um método de integracdo numeérica para equagao
em sua forma integral.
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com

K1 :f(t7y)a

Ro = 27y 2’%1 )

ks = f(t+h,y— hr +2hko).

Método 3.5 (Runge-Kutta de Quarta Ordem com Quatro Estdgios (RK44)).

1
D(t,y,h) = & (K1 + 2K2 + 2K3 + K4) , (3.2.24)
com
Klzf(tvy)v
(s h +h
K‘Z_.f +§7y 5/‘:1 )
K3 = 27y 2”2 )
ke = f({t+h,y+ hrs).

Método 3.6 (Runge-Kutta de Quarta Ordem com Cinco Estagios (RK45)).

25 1408 2197 1
Bty h) = =y 4 o peg 4 0, 2 3.2.25
(ty:h) = 576% + 556518 + 1104 ~ 5" ( )
com
R1 = f (tay)7
A
Ko = 47y 4'%1 )

kg =[flt+ —,y+ ok +

3h 3h 9K
8 32 322>

1309 T 2197 1T 2107 "2 T 9107 B

t+h,y+

k1 — 8hko +

216 513

< 12h 1932h 7200h 7296h )

439h 3680h  845h
4104 1)

Método 3.7 (Runge-Kutta de Quinta Ordem com Seis Estdgios (RK56)).

16, 665 28561 9. 2 (3.2.26)
—_— R4 — —<KR5 - y /N
135" T 12825 T 56430 T 50 550

(t,y,h) =
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com

t+ —,y+ oK1+

3h  3h 9K
32 322>

12h 1932k 7200 7296h
1377 2197 "1 2197 "2 T 2197 M3 )

wo f (s hygs B30, 360K SASh

5= YT 916 M 2T 3 T 0™ )
(et B g B 1850h 1Lk

6 = 'Y T gy T AR T s T 104 YT T4

3.2.4 Exercicios

Exercicio 3.1. Proponha um Método RK de primeira ordem e dois estdgios.

Exercicio 3.2. Mostre que o Método de Euler Aprimorado (1.4.25) concorda com
o0 Método da Série de Taylor apenas até o termo de seqgunda ordem.

Exercicio 3.3. Interprete geometricamente o Método de FEuler Modificado e o
Meétodo de FEuler Aprimorado.

Exercicio 3.4. Mostre que todos os métodos de ordens mais elevadas (maiores que
2), apresentados na se¢do 3.2.3, sio de fato consistentes e de, pelo menos, sequnda
ordem.

Exercicio 3.5. Encontre as condigcoes necessdrias sobre os parametros da tabela de
Butcher para que um método de 3 estagios seja de ordem 3.

Exercicio 3.6. Considere o método com a sequinte tabela de Butcher

0
2/3|2/3 :
| 1/4 3/4

conhecido como método de Ralston. Mostre que o método tem ordem 2 e estime o
erro local de discretizacao. FEste método € conhecido por minimizar a constante do
erro local de discretizacado.

3.3 Controle automatico do passo de integracao

Ja sabemos que o erro dos métodos estudados dependem do tamanho do passo de
integracao h. Discutiremos nesta se¢cao uma forma de escolher h, ao longo da inte-
gracao, de tal forma a garantir que o erro associado a discretizacao seja controlado.
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A ideia consiste basicamente em usar informagoes de 2 métodos com ordens diferen-
tes para controlar o erro. Isso é computacionalmente mais eficiente se os métodos
coincidirem nas avaliagoes de f, portanto, essa forma de controle comumente faz
uso de métodos de Runge-Kutta que tenham «, iguais.

Considere dois métodos explicitos de passo tinico com ordens p+ 1 e p,

g = Pt Rt (g, 2t ), (3.3.27)
Yoo = yb+hOP(ty,yl,h), (3.3.28)

definidos pelas funcées de iteracdes ®PT1 e OP,

R

Oty h) = > b k(L y,h) (3.3.29)
r=1
R

OP(ty,h) = Y Wre(ty,h), (3.3.30)
r=1

onde R é o ntmero de estdgios do método de ordem mais alta. Caso o método de
ordem mais baixa tenha nimero de estgios, R, menor que R, os tltimos estagios
devem assumir valor nulo (b? = 0 para r = R, + 1, R, +2,..., R).

Subtraindo os erros locais de discretizagoes (af e ai“), considerando que os
métodos tem avaliagoes de x, iguais (mesmos ¢, € a,s), temos que

af —af™t = ®P(ty,y(t), h) — P (b, y(th), h)
= DR — B et y(te), ).
r=1

1 .
Como o™ tem ordem p + 1, podemos estimar o como base em
k p ; P k

S

af =08 = b2 )k (e, y(te), h) + O(RPHY), (3.3.31)
r=1
usando .
af m N (02 = b )k (b, ks ). (3.3.32)
r=1

Note que, usando as definigoes de erros locais de discretizagoes, isso também poderia
ser estimado como

1
of % (U1 — Ui 1) (3.3.33)

ao custo de termos que avaliar ambos métodos. Por outro lado, usando (3.3.32),
aproveitamos as contas dos k.

A estimativa de of pode ser usada para escolhermos um passo de integracao
h dentro de uma tolerancia para o erro local de discretizacdo. Seja € > 0 uma
tolerancia fixada. Suponha que demos um passo de integragdao, com tamanho hy,
para o qual, com base na estimativa de oy, temos

o) (hy)| < e, (3.3.34)

Sabemos que of (h) =~ Ch}, para algum C que pode depender de t;, mas nao
depende de hy. Gostarfamos de achar hpy; de tal forma a garantir que o erro
permaneca dentro da tolerancia. Assim, precisamos que

a1 (hasr)| ~ |CIRE,, < e. (3.3.35)
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Portanto, uma primeira aproximacgao para hgi1 pode ser obtida considerando que,
tanto no passo k quanto em k + 1, temos a mesma constante C, de forma a obter

que
P

h
o (he) [ =5+ < e (3.3.36)
k

Podemos entao adotar como préoximo passo de integragao

h by [ — v 3.3.37
SR |k (ha)| ) (8.3.57)

Com base no hyp41 calculado, estima-se agy1(hg+1). Se este for menor que a to-
lerancia, passa-se para o préximo passo de integragao, senao, deve-se diminuir o
hi+1 e re-calcular ag41(hg4+1) até obtermos a precisdo desejada.

Implementagdes mais simples estimam diretamente ay(hx) a cada passo de
tempo e consideram, de forma iterativa, diferentes valores de hj até que a to-
lerancia seja atingida (|ag(hi)| < €). Uma possibilidade é, por exemplo, multiplicar
sucessivamente hy por 0 < 8 < 1 até obter a precisao desejada.

Exemplo 3.4. [lustraremos o procedimento com os métodos de Euler Modificado (3.2.11 )}
e de Runge-Kutta RK33 (3.2.23). Para estes métodos temos, respectivamente, 0s
sequinte erros de discretizagao locais sao

, t —y(t
oM w i (3.3.38)
[
t —y(t 1
QK33 _ w _ E(Kl + 4Ky + K3), (3.3.39)

para 08 quais € possivel observar que ambos métodos tem a mesma avaliagdo de k.
Calculando-se a diferenca entre (3.8.38) e (3.5.89), chega-se a

1
akEIW - OékRK33 = —K2+ 6(/{1 + 4dKo + Iig) = (3340)
1
= 6(/{1 — 2/12 + Iig). (3341)
Como o533 = O(h3), pode-se reescrever (3.3.40) na forma

1
OlkEM = g(lﬁl - 2/€2 + K/3) + O(hs),
ou aproximadamente
1
afM ~ g(nl — 2K + K3). (3.3.42)

Empregando-se (3.3.42) como uma estimativa para o erro de discretizagao local
do Método de Euler Modificado, pode-se propor uma estratégia ingénua para con-
trolar o passo de integra¢ao no Método de Euler Modificado. Dados (tx,yx), h > 0
e € > 0, um passo tipico de integragao dessa estratégia, sem usar (3.3.37), é descrita
no Algoritmo (3.3.1).

O algoritmo 3.3.1 possui duas constantes, 8 e d, que agem da seguinte forma.
B reduz o passo de integragdo para que a tolerancia seja alcancada, e § aumenta o
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1. Calcule k;,1=1,2,3 ¢ ozkEM,

R1 = f(tkvyk)v
Ro = f(tk + %7yk + %/{1)’
kg = f(ti + h,yr — hiy + 2hes),

aEM = %(m — 2K9 + K3).

2. Ache um h adequado a tolerancia e.
Enquanto oM > ¢ faga
- Reduza o passo de integracao, h < ph, 0 < 8 < 1;
- Recalcule k;, i =1,2,3 e oM = %(m — 2K2 + K3).
3. Avance a solu¢ao numérica e atualize o marcador de tempo:
Yk <— Yk + hq)EMa
tr min{tk + h, tf’inul}~
4. Se ty, < tfina entdo

- aumente o passo de integracao, h < dh, § > 1,
e retorne a 1,

senao FIM

Algoritmo 3.3.1: Controle do passo de integragao no Método de Euler Modificado.

passo de integracao para que sempre consideremos passos suficientemente grandes
e evitarmos darmos passos pequenos demais (correndo o risco de ficarmos quase
parados!). O algoritmo pode facilmente incluir também a estimativa para o h do
préximo passo com base na equagédo (3.3.37).

A combinagao dos Métodos RK45 (3.2.25) e RK56 (3.2.26) é conhecida como
Meétodo de Runge-Kutta-Fehlberg [3, 24]. Essa combinagao é comumente empregada
na pratica para controlar automaticamente o passo de integracao.

3.3.1 Exercicios

Exercicio 3.7. Escreva um algoritmo que empregue o Método de Euler com controle
automdtico do passo de integracdo baseado nos erros locais de discretiza¢ao dos
M¢étodos de FEuler e de Euler Modificado.

Exercicio 3.8. FEscreva um algoritmo que empregue o Método de Runge-Kutta 45
com controle automdtico do passo de integracao baseado mos erros locais de dis-
cretizagao dos Métodos de Runge-Kutta 45 (3.2.25) e de Runge-Kutta 56 (3.2.26)
(Runge-Kutta-Felhberg). Verifique que a estimativa para o erro local de discretizagdo
€ dada por

GRKF o Lo 18 2197 12
oo T360" T 42757 75240 T 5070 T 5500

(Sugestdo: veja o algoritmo proposto por Burden [3].)
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3.4 Suplemento teodrico

Teorema 3.1 (Barreira Explicita (Butcher)). Se um método de Runge-Kutta com
R-estdgios tem ordem p, entdo R > p. Além disso, se p > 5, entdo R > p.

Este importante teorema nos diz que sao necessarios pelo menos ¢ estagios para
obter um método de Runge-Kutta de ordem ¢. A demonstragao exige definiges
que vao além do escopo dessas notas, mas pode ser encontrada em [5].

3.5 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 3.1. Determine os parametros as, c¢1 e co do Método de
Runge-Kutta com 2 estdgios de modo que este tenha ordem mdxima. Mostre que a
ordem nao pode exceder dois e deduza os métodos de Fuler Aprimorado

{ Yo = y(to),

Ykt1 = Yk + ROt Uk, b)), tipr =t +h, 0<k<n-—1,

K1+ ka2 k1= f(tr, k)
D(t h)y=——-—=
(]“yk’ ) 2 ¢ H2:f(tk+hvyk+h"il)7
e de Fuler Modificado

{ Yo = y(to),

Yk+1 :yk+h(1>(tk7ykah)7 tk+1 :tk+ha nggn_la

o b K1 = f(tkayk)7
tk, Yk, h) = ko e h h
(b Yo 1) = iz ko = f(te + o, yx + oK1),
2 2
bh—
ambos com h = a
n

Solugdo:
O Método da Série de Taylor de ordem 3 € dado por

h2 h3
Yrr1 = yr + hyD (te) + gym(tk) + gy(g)(tk) + O(h*)

onde as derivadas sao dadas por
y (0 = fty), yP @) = filty) + L) fy) e vy (b) = fulty)+

21y (6, 0) f(Ey) + Lo (6 0) F2 (8 y) + Fr(ty) fy(ty) + (6 y) f(t,y).
Em uma unica expressao, tem-se

2
Y1 = Ye+hf(teye) + % Ue(tr, yr) + fy (e, i) f(tr, k)] +
3
+ % [fee (b, i) + 2oy (i yi) f (b, i) + Fuy by y) £2 (b yi) ] +

+ % [fe(t yi) fy by ) + fo by i) f (Es wi) | + O(R?). (3.5.43)
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Um Método de Runge-Kutta de 2 estdgios se escreve como
Yet1 = Yk + h(cir1 + cak2) (3.5.44)
com K1 = f(tg,yr) € k2 = f(tp + azh, yr + hba1k1). Como ag = bay, tem-se para ko
ke = f(tg + a2h,yr + hazkq). (3.5.45)

Truncando-se a expansdo de (3.5.45) em Série de Taylor ao redor de (ti,yk)
nos termos de ordem 2, obtém-se

ky = f(tr,yr) + a2h [fe(te, yr) + K1 fy (e, yr)] +
272

aszh
+ 227, [fee (b, yi) + 261 foy (b, i) + K3 Fyy (b yie) ] - (3.5.46)

Apds reorganizacio em poténcias de h, a substituiciao de (3.5.46) em (3.5.44)
resulta em

Ykt1 = Yk + (c1+e2)hf (e, ur) +
+ ascoh® [feltr, yr) + f by yi) fy (b yi)] +
2 3
o O tae) + 20t ) o 1 ) i) o 1 )]

(3.5.47)

Comparando-se (3.5.43) e (3.5.47), conclui-se que
cr+c =
az2C2 =

1 N ) .
Assim, se ¢cp = cg = 5 entdo as = 1 e tem-se o Método de Euler Aprimorado.

N2 4=

1
Seci =0 ecy =1 entao ag = 3 e tem-se o Método de Euler Modificado. Ndo
é possivel estabelecer concorddncia entre os termos de terceira ordem de (3.5.43) e

(3.5.47). Em (8.5.47) hd trés termos com o fator h®, enquanto que em (3.5.43) hd
cinco termos com esse fator. Portanto, a ordem nao pode exceder dois.

Exercicio Resolvido 3.2. Obtenha um método de Runge-Kutta de trés estigios
de terceira ordem para o qual co = c3 € as = as.
Solucao:

3
Yk+1 Yr + hz Crhly =
r=1
= y+h (0151 + Ccoko + 03,%3) .

Como cy = c3, tem-se que

yk+1 = Yk + h (Clﬁil + CoRk9o + Cgﬁlg) s (3548)
sendo

K1 = f(tv y)a

Ko = f(t—i—hag,y—f—hbgml),

K3 = f(t+ha3ay+hb31:‘<1+hb32/‘€2)~
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r—1
De a, = me, 0<r <3, eax = ag, obtém-se as = byy, ag = b3y + bzs €
s=1
as = b3 + b3, 0 que implica que b3y = as — b3o.
Assim,
K1 = f(tay)a
ky = f(t+hay,y+ hagky),
Ky = f(t + has,y + h(az — bgg)lﬂ + hbgg/’ig).

Considere que f(t,y) tenha derivadas parciais continuas até a ordem necessdria,
entdo expande-se ko € k3 em torno do ponto (t,y) até o termo de sequnda ordem.
Durante a expansao, todos os termos de terceira ordem sao desprezados porque na
substituicao em (3.5.48) esses termos acabam compondo termos de ordem quatro.

e Expansdo de ko (com k1 = f):

h*a3 2
R2 = f+ha2(ft+ffy)+T(ftt+2ffty+f fyy):
hZ%a3
= [HhaF+=2G, (3.5.49)

onde F = fi+ ffy € G = fu+2ffry+ [ fyy-

e Expansdo de k3 (com k1 = f):

wy = [+ h{aafi + (a2 — b3a) f + baaka] fy} +
2
%{a%ftt + 2as [(az — bsa) f + bsake] fry +
[(a2 - b32)f + b32’i2}2 fyy} =

+
h2
= f+HA]+ 3,

onde = {aaft + [(ag — b32) f + bsaka] fy}
= {a3 fie + 2az [(az — bs2) f + bazka] fuy + [(az — bs2) f + bazra]” fyy}-

Desenvolvimento de :

= axfi + [(a2 — b32) f + baara] fy 5 o
= afi+asffy —bsffy +bsf, (f +ha P+ hza2 G)

h3a

= aaft +asffy —bsaf fy + baaf fy + haxbs2 F'f, + TQbsszy
h2a2

= aa(fe + ffy) — baaf fy + bsaf fy + hazbz F'f, + 2b3oG f,

2
h%a2b

= (12F+ha2b32ny -+
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Assim,

h2a§b32
2

= CLQF + ha2b32ny +

Desenvolvimento de :

Gf,. (3.5.50)

a3 fir + 2az [(az — bs2) f + bsaka] fry+

+ [(az — bsa) f + bazra]” fyy =
= adfu +2a3f fry — 2a2bsa f fry + 2a2b3a frykio +
N (3.5.51)
By
+ [(az — bs2) f + bazra]” fyy -
By
Substituindo-se (3.5.49) em By e Ba, chega-se a:
Bi = 2asbsaf fiy + 2ha3bsaF fry,

By = a3f*fyy +2ha3bsFff,,.

Em By e Bs, descartaram-se termos com fator h?, p > 1. Substituindo-se By
e By em (3.5.51), obtém-se

= a3G + 2ha3bsa F fr, + 2hadbsa F [ fyy. (3.5.52)

Substituindo-se (3.5.50) e (3.5.52) em (3.5.50), tem-se

h2a§b32
k3 = f+h|aF + habs2F'fy + 5 Gfy

h2
+ 5 (a3G + 2ha3bso F fry + 2ha3bssF f fyy) =

h2
= fHheP+ (a3G + 2a2b32F f,) - (3.5.53)

Em (3.5.53), descartou-se o termo com fator h3.

Substituindo k1, ko € k3 em (3.5.48), tem-se

h?a2
yk+h[01f+02 <f+ha2F+ 22G>] +

Yk+1

h2
+  heo |:f + has F' + ? (CL%G + 2a2b52ny)} =

Yk -+ h(Cl + 262)f + 2h2a262F + h3 (a%cz + a2b32CQny) .

(3.5.54)
O Método da Série de Taylor de terceira ordem € dado pela expressdo
h2 3
Yr+1 Zyk—ﬁ-hf—l-?F—l-E(G—f—ny). (3.5.55)
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Para que (3.5.54) coincida com (3.5.55), deve-se ter

2

c1+2c =1 ag = g
2@202 = = b32 — _

=

2., _ = 1
asCy = ¢ = 1
2 _ 3
azbsaco = — cp =2
8

3

Com os valores anteriores, tem-se az = c3 = 3 e by1 = 0. Assim, o Método

g;
de Runge-Kutta de terceira ordem, com as condi¢oes impostas, é dado por

IR RS SR
Ye+1 = Yk 1 K1 252 2/€3 s

2h 2h 2h 2h
com k1 = f(t,y), HQf(tJraerng) €/€3f(t+73/+/€2>'

3 3 3
Exercicio Resolvido 3.3. Mostre que o Método de Runge-Kutta 44 cldssico,
Yo = y(to),
Yk+1 = Yx +h®(tr, Uk, h), thrr =t +h, 0<k<n-—1,

onde ®(tg,yr, h) = %(m + 2k9 + 2Kk3 + K4), com

tkvyk) 3

f(
K2 :f(thrﬁ,ylmLﬁﬁl),
kg = [ (tk + 3. yk + 552)
tka = f (tk + h,yx + hks)
(b—a . . o Lo
eh= , aplicado & equacao diferencial Y = py, p constante, fornece
Yk+1 ph
= e + O(ph)®.
Yk
Solugao:

Calculando-se K1, Ko, K3 € K4 para a equacdo y = py, tém-se

k1 = f(tr,Yx) = DYks
= f(t +h +h )= +h = +p2h
KRe = k 2,yk 2/<~'1 =P\ Yk 2pyk =1\P D) Yk
h h h p*h
= t — oy 4 = = _ - =
K3 f(k+27yk+2"f2) p{yk+2<p+ 5 )yk]
2h 3h2
< +7+ 1 )yk7
2h 3h2
Ky = f(tk+h,yk+hns)=p[yk+h<p+pZ+p4 )yk}=

3h2 4h3
= <p+p2h+p2 +5 )yk.
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Aplicando-se os resultados acima no Método de Runge-Kutta de quarta ordem,

obtém-se 22 - i
p p p
=(1 h
Yk+1 <+p+ 2 + 5 + 24>yk,
donde
212 373 474
Yk+1 p°h=  p’h”  p°h
= 1 h . 3.5.56
m B T B TR T (3.5.56)
Como
e (ph)n p2h2 p3h3 p4h4
= T = L pht e e+ e 0 ((h)°),

n=0

pode-se reescrever (3.5.56) como

Yk+1 :eph+ O(p5h5)

Yk
Exercicio Resolvido 3.4. Considere o problema de valor inicial
{ y o= €' 0<t<1,
y(0) = 3.

(a) Estime h para que o erro de discretizagdo local para o Método de Euler seja
menor que 1072,

(b) A estimativa para h obtida no item (a) pode ser usada como aproximagao
inicial do passo de integragdo para o Método de Runge-Kutta-Fehlberg? Jus-
tifique.

Solugao:

(a) O Método de Euler

Yk+1 = Uk + hf(te, y)

{ Yo = y(to)

tem erro local de discretizacao dado por

tr —y(lx
= %}l?y() — 1 (e y(te) (3.5.57)
Truncando-se no sequndo termo a expansdo em série de Taylor de y(tixt1)
com centro em t = ty, obtém-se

(the1 — ti)?

51 y" (&), (3.5.58)

Y(tr1) = yte) + (te1 — te)y (te) +

com § € (t,tp+1)-
Denotando-se h = ti11 — ty e substituindo-se (3.5.58) em (3.5.57), tem-se
que

yuw+hymﬂz%v“©—y““_faMMW»

= V) + (€~ Tt y(0)

h‘/l

= V). (3.5.59)
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Assim,
h
al = 3 1@,
mazlay] < Zmazly(€)|
A k = 2 cel )
ﬁmaac\y”(g)\ < 107
2 cel ’
2.1074
h < m. (3~5~60)
el Y
Ainda,
I = J[o,1],
th
t = —
y(t) 5
y/(t) - 62t7
y'(t) = 2e*. (3.5.61)

Como a fungdo (3.5.61) € estritamente crescente no intervalo [0, 1], assumindo
o valor mdzimo 2e% em t = 1, pode-se reescrever (3.5.60) como

2.107%
h -
< 2e¢2
10~4 _5
h < —5— ~1,35335z10°. (3.5.62)
(&

(b) Uma aproxzimacdo para o erro local de discretizacio do Método de Runge-
Kutta-Felhberg é dada por

1 128 2197 1 2
RKF
N —K]— ———hK3 — ——— — —Kg. 3.5.63
Yk 360" 22757 T Th2a0"™ T 50"t 55 (3:5.63)
0 10~4 )
Calculando (3.5.63) com f(t,y(t)) = e**, to =0 e h = —5—, obtém-se
e
K1 = (t07y0) = thO = 60 = 17
Ko = 0 47y0 4’€1

— 2(to+HE) — ¢% & 1,000006767,

PYORE I
3 0T QY0 T 3T gyt
— 2+ R) — %~ 1,00001015,
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£t + 12h n 1932h 7200h 7296h
— - — K
i 0T 130T o197 LT o197 2T o197 P
— 2ot E) — oF ~1,000024985,
439h 3680h 845h
ks = f (to +h,yo + 216 T 8hka + =13 " 104 /‘64>
= 2toth) — ¢2h 1000027067,
B f(t+ﬁ 8k o, 3544h1850h 11k )
ne = 0T 0T o LT AR T s T Tat04 T a0 0
2(t0+%) — oh ~ 1,000013534,
aftBF x~ 1,967842107 11 (3.5.64)
Como no Método de Runge-Kutta Fehlberg tem-se que
laf ™| =1,967842107" < e =107", (3.5.65)

—4

pode-se usar —
e
—4

se verifica para h <

e2

como valor inicial para o passo de integra¢ao h. O mesmo
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