Métodos para a solucao numérica de equacoes
diferenciais ordinarias a valores iniciais
Notas de aula em construcao

Texto original de 2014

Alexandre Megiorin Roma
roma@ime.usp.br
Joyce da Silva Bevilacqua
joyce@ime.usp.br

Departamento de Matematica Aplicada
Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo

Rudimar Luiz Nés
rudimarnos@utfpr.edu.br

Departamento Académico de Matemaética
Universidade Tecnolégica Federal do Parand

Edicao de 2019

Pedro da Silva Peixoto
pedrosp@ime.usp.br
Departamento de Matemédtica Aplicada
Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo



“... que a importancia de uma coisa nao se mede com fita métrica nem
com balancas nem com barémetros etc. Que a importancia de uma
coisa hé que ser medida pelo encantamento que a coisa produza em

nos.”
Manoel de Barros.
Memorias Inventadas, 2006.



Agradecimentos

Aos monitores e aos alunos da disciplina MAP5725 - Tratamento Numérico de
Equacoes Diferenciais, disciplina anualmente ministrada dentro do Programa de
Verao do IME-USP para a qual tais notas foram escritas, por seu continuo ques-
tionamento, por suas criticas e por sua constante demanda por exemplos e por
exercicios resolvidos sem os quais o texto nao estaria completo. A CAPES pela
bolsa de péds-doutorado para um dos autores durante o periodo em que o texto foi
reorganizado na versao de 2014.



iv



Conteudo

Prefacio

1.1
1.2
1.3
14

1.5

1.6

2.1
2.2

2.3

24
2.5

2.6
2.7

3.1
3.2

3.3

3.4
3.5

O Problema de Cauchy

Definicao do Problema de Cauchy . . . . . . ... .. ... ... ...
Existéncia e unicidade de solugao . . . . . . .. .. ...
Solucao do Problema de Cauchy . . . ... ... ... ........
1.3.1 Exercicios . . . . . . . . ..
Discretizagao do Problema de Cauchy . . . . ... ... ... ....
1.4.1 Exercicios . . . . . . . .. e
Suplemento tedrico . . . . . . ...
1.5.1 Férmula de Taylor de uma fungao de uma varidvel . . . . . .
1.5.2 Foérmula de Taylor de uma fungao de duas varidveis . . . . .
Exercicios resolvidos . . . . . . ...

Métodos de passo tnico

Erro de discretizacao local . . . . . . . ... oL
Consisténcia . . . . . . . ...
2.2.1 Exercicios . . . . . ...
Erro de discretizacao global . . . . . .. ... oL
Convergéncia . . . . . . . ... Lo
Expansao do erro de discretizagao global . . . . . .. ... ... ..
2.5.1 Estimativa do erro de discretizacao global . . . . . . .. . ..
2.5.2 Estimativa da ordem de convergéncia . . . .. ... ... ..
2.5.3 Depuragao do cédigo computacional . . . .. ... ... ...
2.5.4 Exercicios . . . . . ...
Suplemento tedrico . . . . ... oL oo
Exercicios resolvidos . . . . . .. Lo oL

Métodos de passo tinico de altas ordens

Métodos da Série de Taylor . . . . . . ... ... ... ... . ....
Métodos de Runge-Kutta explicitos . . . . . . . ... ... ... ...
3.2.1 Métodos de Runge-Kutta explicitos de 2-estagios . . . . . . .
3.2.2 Métodos de Runge-Kutta explicitos de R-estagios . . . . . . .
3.2.3 Métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas . . . . . .
3.24 Exercicios . . . . ... L
Controle automatico do passo de integragdo . . . . . . .. ... ...
3.3.1 Exercicios . . . . ... ...
Suplemento tedrico . . . . . . ... e
Exercicios resolvidos . . . . . ... o o

23
23
25
27
27
27
30
31
31
32
34
35
36



vi

4 Estabilidade absoluta dos métodos de passo tnico 61
4.1 Estabilidade absoluta.. . . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 62
4.1.1 Exercicios . . . . . . . e 64

4.2 Suplemento tedrico . . . . .. ... 66
4.2.1 Instabilidade inerente . . . .. .. ... ... ... ... ... 66

4.3 Exercicios resolvidos . . . . . . . ... o 66

5 Meétodos de passo muiltiplo lineares 71
5.1 Caracterizacao dos métodos de passo multiplo. . . . . . . ... ... 71
5.2  Deducao de métodos de passo multiplo . . . . . . .. ... ... ... 72
5.3 Erro de discretizacao local . . . . . . . ... L oo 73
5.4 Consisténcia . . . . . . . . . e 75
5.5 Inicializacao . . . . . . . . .. Lo 7
5.6 Convergéncia . . . . . . . ..o 79
5.6.1 Exercicios . . . . . . . . .. 81

5.7 Exercicios resolvidos . . . . . . . . . ... 81

6 Zero-estabilidade e convergéncia dos métodos de passo miiltiplo

lineares 87
6.1 Equagoes de diferengas lineares . . . . . . . . .. ... ... ..., 87
6.1.1 Exercicios . . . . . . . . .. 93

6.2 Exemplo de divergéncia . . . . ... ... ... Lo 94
6.2.1 Consisténcia e divergéncia . . . . . . ... ... ... ... .. 94

6.2.2 Exercicios . . . . . . . . ..o 97

6.2.3 Relagao com as raizes do polinémio caracteristico . . . . . . . 97

6.3 Primeiro e segundo polinomios caracteristicos . . . . . . . . ... .. 99
6.4 Zero-estabilidade . . . . . ... .. Lo o 100
6.5 Ordem de convergéncia . . . . . . . . . ... ... 103
6.5.1 Exercicios . . . . . . . . ... 104

6.6 Erro de discretizagao global . . . . . .. ... o000 105
6.7 Estabilidade absoluta . . . . . . ... ... ..o oL 107
6.7.1 Exercicios . . . . . ... L 110

6.8 Exercicios resolvidos . . . . . . ... .. Lo 111

7 Meétodos preditores-corretores 123
7.0.1 Exercicios . . . . . . . . .. 124

7.1 Erro de discretizagao local . . . . . . .. ... L oo 126
7.2 Estratégiade Milne. . . . . . . ... . Lo o 129
7.3 Estabilidade absoluta . . . . . . ... ... .. L 130
7.3.1 Exercicios . . . . . . . .. 133

7.4 Controle do passo de integragao . . . . . . . . .. ... ... 133
7.4.1 Exercicios . . . . . . . . e 134

7.5 Suplemento tedrico . . . . . .. ... 135
7.6 Exercicios resolvidos . . . . . . .. ... 135

A Exercicios complementares 139
B Exercicios computacionais 143

Indice 148



Prefacio

Por intermédio de equacgoes diferenciais ordinarias, é possivel construir relacoes
entre grandezas e suas respectivas variagoes em relagdo a um parametro indepen-
dente (e.g. o tempo). Obter tais relagdes é uma tarefa de modelagem matemética
e esta fora do escopo destas notas. Aqui, parte-se diretamente de modelos ma-
temdticos ja estabelecidos, representados por equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem com valor inicial. A partir das equagoes discretizadas, estudam-se
os erros de discretizacao local e global, a consisténcia de tais discretizagoes com o
modelo matematico, sua estabilidade e a convergéncia da solugdo numérica para a
solugao exata do problema colocado.

Pressupoe-se que o aluno saiba programar em alguma linguagem de alto nivel
aprendida numa disciplina introdutéria de programacao cientifica e que tenha cur-
sado ao menos duas disciplinas de cédlculo diferencial e integral. Intimidade com
equagoes diferenciais ordindrias é desejavel mas nao essencial para o aprendizado.
Para uma “leitura suave” dos temas abordados, recomendam-se fortemente revisoes
prévias de alguns resultados tedricos tais como o desenvolvimento em série de Tay-
lor de uma funcao de uma e de vérias varidveis e de teoremas primeiros como o
do confronto e o do valor médio [12]. Os conceitos de limite e de convergéncia sao
fundamentais. H4 uma grande influéncia na maneira de como se conduziu o fluxo
do texto de excelentes livros na temdtica abordada, como o de Lambert [16], e de
outros, de cardter mais geral, como os de Burden e Faires [3], Stoer e Bulirsch [24],
Schwarz [21], dentre muitos outros.

Este texto compreende grande parte das notas de aula revisadas da disciplina
Tratamento Numérico de Equagdes Diferenciais, oferecida pelo Instituto de Ma-
tematica e Estatistica da Universidade de Sdo Paulo (IME-USP) em seus progra-
mas de Verao ha mais de dez anos. Embora tal disciplina tenha como ptblico
alvo candidatos ao programa de pds-graduacdo em Matemaética Aplicada, nao é
incomum alunos de iniciagao cientifica cursarem a disciplina devido a abordagem
introdutéria dada ao tema. Além disso, ao longo dos anos, o texto original mostrou-
se um excelente material de apoio a disciplinas de graduagao com foco em métodos
numéricos para equagoes diferenciais ordindrias, oferecidas no IME-USP a alunos
do Bacharelado em Matemédtica Aplicada e Matemédtica Aplicada e Computacional.
Esperam-se resultados ainda melhores com o presente texto.

Sao Paulo, 30 de setembro de 2014.

Alexandre Megiorin Roma
Joyce da Silva Bevilacqua
Rudimar Luiz Nés






Capitulo 1

O Problema de Cauchy

O corpo humano utiliza a glicose como principal fonte de energia. A glicose é
um tipo de agtlicar cuja concentracao sanguinea deve estar entre 70 e 110 mg/dl em
individuos normais. A insulina e o glucagon, horménios produzidos no pancreas,
sao liberados sempre que a concentragao de glicose aumenta, como ocorre apds a
ingestao de alimentos.

Quando os niveis de glicose estdo acima de 110 ml/dl (hiperglicemia) por um
periodo prolongado, o individuo é diagnosticado com diabetes mellitus, doenga do
sistema regulatério da glicose-insulina. Os sintomas do diabetes sdo sede excessiva
(polidipsia), exacerbada produgao urinéria (poliuria), desidratacao, cansago e perda
de peso. O diabetes é classificado em dois tipos: o Tipo I ou juvenil, que é insulino-
dependente, e o Tipo II, mais comum em adultos, tratado em casos mais criticos
com drogas ou insulina. Independentemente do tipo, o controle da concentragao da
glicose no sangue é imprescindivel para evitar, ou no minimo retardar, a evolugao
da doenca a qual compromete a microcirculagao podendo ocorrer retinopatia, neu-
ropatias e nefropatia, entre outras complicagoes.

Estudos mostram que a liberagao da insulina pelo pancreas ocorre em diferentes
escalas de tempo. As taxas mais rdpidas duram em torno de dezenas de segundos e
estao vinculadas a concentragao de fons de célcio (Ca2+). As taxas médias ocorrem
entre 5 e 15 minutos e as liberagdes lentas entre 50 e 120 minutos. O diagndstico
do diabetes é feito pelo Teste de Tolerancia a Glicose (GTT). Neste, o individuo
ingere em jejum uma dose elevada de glicose e por um periodo de trés a cinco
horas colhem-se amostras sucessivas de sangue as quais sao utilizadas para avaliar
a variagao da concentragao de glicose no tempo.

Virios modelos matematicos foram desenvolvidos para representar o mecanismo
do sistema regulatério glicose-insulina. Segundo Bergman [1, 19], o modelo que
contém o menor nimero de pardametros, denominado modelo minimo, é representado
pelo sistema de equagoes diferenciais ordinarias

d
d*G(t)

d

§X(t) = —byX(t) + b3 [I(t) — I) , (1.0.1)

1) =0b4[G(t) — bs| "t — bg [I(t) — I,]

— [bl + X(t)] G(t) + b1Gy

com condigoes iniciais G(0) = by, X(0) = 0 e I(0) = by + I, nas quais G(t) e I(t)
representam a concentragao de glicose e de insulina no sangue, respectivamente,
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X (t) é uma fungao auxiliar que modela o tempo de retardo do consumo da insulina
em relacao ao consumo de glicose e

+ G(t) — b5, se G(t) > by

[G(t) = bs)" = { 0, caso contrario
Os parametros b;, i = 1,...,7, sdo constantes positivas asim como os valores basais
de glicose G de insulina Ip.

Discutir a modelagem matemaética deste processo estd fora do escopo deste texto.
No caso do mecanismo regulatoria glicose-insulina, modelos mais realistas devem
incluir as variagoes das taxas de produgao de insulina e do consumo de glicose. O
modelo (1.0.1) é aceito como uma boa aproximagéo para a drea médica. Contudo,
para uma primeira abordagem, é possivel utilizar modelos ainda mais simples. Se-
jam G(t) e I(t) funcbes continuas e definidas num intervalo [0, 7] que representam
a concentracao de glicose e de insulina no sangue, respectivamente. O intervalo
[0, T¥] representa o tempo de duracao do teste que tem ininicio em ¢ = 0, apds 12
horas de jejum, com a tomada de medidas G(0) e I(0) as quais correspondem a va-
lores de equilibrio para o paciente. Uma dose de glicose é administrada no paciente
e os valores G(t) e I(t) sdo medidos em vérios momentos do tempo até o término
do teste em ¢ = T, que dura aproximadamente 5 horas. As dindmicas de G(t) e
1(t) podem ser representadas pelo sistema de equagdes diferenciais ordinarias

d
ﬁG(t) = —kG(t) — k21(1) (1.0.2)
1) = +hsG (1) — kal () (10.3)

com condigao inicial G(0) = Gg e I(0) = Iy, ¢t € [0,Ty], onde k; >0, 1 <4 < 4 sdo
constantes positivas.

Quando um aumento na concentracao desvia a glicose de seu nivel de equilibrio,
parte dela é absorvida pelos tecidos e parte é armazenada no figado, forgando as-
sim um decréscimo em sua concentragdo no sangue. Similarmente, um aumento
na concentracao de insulina também acarreta um decréscimo nos niveis da glicose
sanguinea pois o hormoénio facilita seu armazenamento nos tecidos e no figado. Este
processo é descrito pela primeira equagio, (1.0.2). Por outro lado, um aumento na
concentragao de glicose faz com que mais insulina seja secretada, aumentando a con-
centragao desta na corrente sanguinea. O organismo, ao identificar este aumento
na concentracao hormonal, tende a fazé-la baixar novamente. Este mecanismo de
autorregulacao é descrito pela segunda equagéo, (1.0.3).

Na prética, elimina-se a funcao I(t) do modelo matemdtico derivando-se (1.0.2)
e substituindo-se o resultado em (1.0.3). Chega-se assim & equagdo diferencial or-
dindria linear de segunda ordem homogénea

d? d ,
25 G +202G(t) +WPG(H) = 0, (1.0.4)

k1 + kg
= e

onde o = w? = kikg + koks sdo parametros a serem determinados com

o auxilio das medidas efetuadas no teste GTT. Neste caso, as condigoes iniciais
d . d

passam a ser dadas por G(0) = Gy e %G(O) = Go, onde G(0) e %G(O) sdo,

respectivamente, a concentragao de glicose no inicio do teste e a velocidade com

que esta concentracao se modifica.
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1.1 Definicao do Problema de Cauchy

Um problema de valor inicial (p.v.i.) definido por uma equagdo diferencial
ordindria de primeira ordem com condicao inicial é chamado Problema de Cauchy
[5, 10, 16, 22].

Definicao 1.1 (Problema de Cauchy).

Zy(t) = f(t,yt), tE€la,bl,
V@) = F(t,y(), telab . 115)

y(to) = y(a) = yo

Considerando f uma fungao continua em ambas varidveis (f € C([a, b] x R™, R™)),
desejamos encontrar solugoes (cldssicas) do p.v.i., que sdo fungdes continuamente
diferencidveis no tempo (y € C!([a,b],R™)). Para abreviar a notacio, consideramos

. d
v = i0) = Sy,
No modelo glicose-insulina (1.0.2)-(1.0.3),

| ki G(t) — k2I(2)

St G(t), I(t))
] B { +hsG(t) — kal(t) |

ftyt) = f(t,G@),I(t) = { fat, G(1), 1(1))

Além dos modelos descritos por sistemas de equagoes diferenciais ordinérias de
primeira ordem, um equacao diferencial ordinaria de ordem m > 1 pode ser reescrita
como um sistema de m equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem quando
tal equagao puder ser colocada na forma

y "™ () = f(tyt),yP ),y @), ...,y (1)

com condicao inicial dada por (y(to),y(l)(to),y(z)(to), e ,y(mfl)(to)). Para isto,
faz-se a substituicao de varidveis definida por

1 (t) = y(t)
) (t) = xa(t) = o' (¢)
wy(t) = w3(t) = " (t)

'r;n(t) = f(x17x27 s 7'Z'm—1)

e colocam-se 1 (tg) = y(to), z2(to) = yél)(to)7 oz (to) = ¥V (tg). Como se vé,
nas condigoes anteriores, a defini¢ao (1.1.5) é vélida para um sistema de equagoes.

Da teoria de equagdes diferenciais [2, 8, 22] sabe-se que para uma equagio di-
ferencial ordinaria de ordem m ou para um sistema de m equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem sao necessarias exatamente m condigoes para garantir
a unicidade de solugao. No caso do Problema de Cauchy para sistemas de equagoes
diferenciais, sdo necessarias m condigoes iniciais.
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1.2 Existéncia e unicidade de solucao

As condigoes para a existéncia e unicidade de solugao do Problema de Cauchy
(1.1.5) s@o dadas pelo Teorema (1.1), abaixo. Entre tais condi¢des, encontra-se o
conceito condicao de Lipschitz.

Definicao 1.2 (Condigao de Lipschitz). Uma func¢do f(t,y) satisfaz a Condigdo de
Lipschitz na varidvel y, (t,y) € & C R X R™, se e somente se existir uma constante
L > 0 tal que

I[f(t,y1) = f(t,y2)ll < Lilyr — 2| (1.2.6)

para quaisquer par de pontos (t,y1) € (t,y2) em Q e || -|| € uma norma do R™.

Teorema 1.1 (Existéncia e unicidade). Seja o problema de valor inicial

d
Zy(t) = f(t,y(t
dty( ) f( y( )) , (1'2.7)

y(a) = yo

onde f:[a,b] x R™ — R™ € continua em t e satisfaz a Condi¢ao de Lipschitz em y.
Nestas condigoes, existe uma dnica solu¢io para o p.v.i. (1.2.7).

A demonstragao do teorema de existéncia e unicidade de solugdo do Problema
de Cauchy pode ser encontrada em Butcher [5]. Note que verificar as condigdes que
garantem a existéncia e unicidade de solugao nao implica em encontrar a solugao
exata propriamente dita. Pode-se, em alguns casos, mostrar a desigualdade de
Lipschitz (1.2.6) empregando-se do Teorema do Valor Médio [14], mas isto apenas
determina um valor para L, a constante de Lipschitz, como ilustra o Exemplo (1.1).

Exemplo 1.1 (Constante de Lipschitz). Sejam

Q = {(t,y); 1<t<2, yeR}e
fty) = tyl.
Assim:
Lf(Ey) = F@y)ll = [l tlyal = tlyel ||
= [t [ lya] = lyal |
< 2llyr — |-

Portanto, f(t,y) satisfaz a Condi¢éo de Lipschitz com constante L = 2.

Quando f (¢,y(t)) é continua, o Problema de Cauchy (1.1.5) também pode ser
colocado em uma forma integral, ou seja,

y(t) —y(to) = [ f(s,y(s))ds. (1.2.8)

to
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A forma (1.2.8) é obtida aplicando-se o Teorema Fundamental do Célculo a
(1.1.5).

Outro resultado importante, que pode ser encontrados em livros classicos de
equagoes diferenciais (e.g. [10]), diz respeito & dependéncia continua da solugio em
relagdo a condicao inicial. Mais precisamente, considerando o problema de valor
inicial,

y'(t) = f(ty(t), telab]
(1.2.9)
yla) =s
sob as mesmas hipdteses para f do teorema de existéncia e unicidade, e portanto
com solucéo tnica denotada por y(¢; s), temos que
ly(t; 51) = y(t, s2)|| < 7V s1 = 5o, (1.2.10)

parat € [a,b]. Consequentemente, as solugdes dos p.v.i., inicas para cada s, variam
continuamente com as condigdes iniciais (s).

1.3 Solucao do Problema de Cauchy

Em algumas situagoes especiais é possivel determinar a solugao exata da equagao
diferencial sendo considerada. Existem véarias técnicas para tal como a separacdo de
varidveis e o uso de fatores de integracdo, dentre outras. Contudo sao pouquissimas
as equagoes para as quais se sabe que tais técnicas podem ser empregadas.

Exemplo 1.2. Solucione o p.v.i.
d
Syt)=3y(), +>0
t (1.3.11)
y(0) =1

Em (1.8.11), tem-se uma equagao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
homogénea.

%y(t) = 3ty(t)
ﬁ%y(t) — 3t
/ﬁ%y(t)dt _ /3tdt
iy = 7+
y(t) = Cest (1.3.12)

Usando a condigdo inicial em (1.8.12), tem-se que
y(0)=C=C=1.

Logo,

y(t) = 3t (1.3.13)
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Exemplo 1.3. Analise a existéncia e unicidade do p.v.i.

d
—y(t) = 3(y(t)?3, t>0
dty( ) =3(y(?)) > (13.14)

y(0) =0

Primeiro note que y(t) = 0 € solugdo do p.v.i. Além disso, o p.v.i. (1.3.14) pode
ser resolvido pelo método da separacdo de varidveis para obtermos que y(t) = t°
também ¢ solugio do problema. Verifique que f(t,y) = 3(y(t))?/® ndo é Lipschitz
na varidvel y em t = 0, e portanto nao podemos usar o Teorema da Existéncia e
Unicidade 1.1.

Exemplo 1.4. Solucione o p.v.i.

d f
d—y(t) =2y(t)+e%, t>0
t (1.3.15)

y(0) =1

Em (1.3.15), tem-se uma equagao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
nao homogénea.

Fator integrante: e/ —2t = ¢=2t

e 2t [jty(t) — 2y(t)} = e 2
) 2y = o
dt
d . _
= [e Qty(t)] ot
/jt [e™2y(t)] dt /etdt
e 2y(t) e+ C
y(t) e 4 Ce? (1.3.16)
Usando a condigdo inicial em (1.8.16), tem-se que
y(0)=14+C=C=0.
Logo,
y(t) = e (1.3.17)
Exemplo 1.5. Reescreva o p.v.i.
y'(t) +2y'(t) = 3y(t) =0, t>0
y(0) = ky (1.3.18)
y'(0) = k2

como um sistema de duas equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem.

Convengaes:

y(t) =y1(t); o' (1) = y1() = w2(t); ¥ (t) = 5(t).
Substituindo (1.3.19) em (1.5.18), tem-se que:

(1.3.19)

Yy (t) = y2(t)

Yo (t) = —2ya(t) + 31 (t)
y1(0) = kq

Y2(0) = ko
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1.3.1 Exercicios

Exercicio 1.1. Verifique que a solugdo (1.3.18) satisfaz de fato o p.v.i. (1.8.11).
Exercicio 1.2. Verifique que a solugdo (1.3.17) satisfaz de fato o p.v.i. (1.3.15).
Exercicio 1.3. Obtenha (1.0.4) a partir de (1.0.2) e (1.0.3).

Exercicio 1.4. Reescreva o modelo (1.0.4) como um sistema de equagoes diferen-
ciais ordindrias de primeira ordem.

- d
Sugestao: Use y1(t) = g(t) e ya(t) = %g(t).

1.4 Discretizacao do Problema de Cauchy

Com as técnicas matematicas conhecidas, pode-se determinar a solugao exata de
um pequeno nimero de equacéoes diferenciais. Para a esmagadora maioria é possivel
apenas calcular solugoes aproximadas. Contudo, estas nao podem ser determinadas
em todos os pontos do dominio. Isto é facil de entender quando se pensa nas res-
trigoes impostas pelo uso do computador, tais como aritmética de ponto flutuante
e limitagoes de tempo e memdria.

Ao solucionar numericamente o Problema de Cauchy (1.1.5), objetiva-se deter-
minar uma aproximagao da solugao exata em um conjunto discreto finito de pontos
definido por

a=tg, t1 =tg+ Aty, to =t1 + Atg,--- ,b=1t, =t,_1 + At,,

onde cada Aty, 1 < k < n, denota o passo de integra¢do necessario para ir dety_1 a
tr. A menos de mengao em contrario, adotar-se-4 neste texto um passo de integragao
uniforme, isto é,

Atletgz---zAtn:At:h:bia,
n

tr = a+ kAt = a + kh,

onde n é o nimero de partigdes uniformes efetuadas no intervalo [a,b]. Uma vez
obtida a solucao aproximada nos pontos tr, pode-se utilizar as técnicas de inter-
polagao polinomial, aproximagao de fungoes por splines ou pelo método dos minimos
quadrados [3, 11, 21, 24, 25, 26] para se obter uma aproximagao continua vélida em
todo o intervalo de estudo.

A discretizacdo do Problema de Cauchy nao é tnica, podendo ser obtida pela
expansdo da solugao exata y(t) em Série de Taylor, pela integracdo numérica da
equacao integral, por extrapolacao e por interpolacao. Para ilustrar a primeira
dessas abordagens para a discretizagao do Problema de Cauchy, considere sua forma
diferencial (1.1.5) com y : [a,b] — R. Supondo que a solugao y(t) seja tnica e que
tenha pelo menos m derivadas continuas, pode-se escrever seu polindmio de Taylor
com resto de Lagrange

h? hm
Yt + ) = y(te) + by (1) + Sy () + -+ ™ (), (1.4.20)

para algum ponto &, ¢ < § < tg4+1. Lembrando que y(tx+h) = y(tg+1), reescreve-se
(1.4.20) como

m—

(i) —y(tr) _

- Y™ (€). (1.4.21)

h h
y () + 5y () 4o+ =
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Para valores de h suficientemente pequenos, é razoavel truncar a expansao
(1.4.21) no primeiro termo do lado direito da igualdade. A aproximagdo que se
obtém define o Método de Euler:

W) 290 001, = (1, yita)). (1.4.22)

Método 1.1 (Euler Explicito).

Yo = ylto)
(1.4.23)
Yker = Yu+hP(tr, yx, h)
b—a
com tpy1=tpx+h, 0<k<n-—-1, h= e D(tr,yx,h) = f (tr,yx)-
n

No Método de Euler, calcula-se a aproximacgao yx+1 da solucao no instante tx1
conhecendo-se apenas o valor da aproximacao no instante de tempo t; imediatamen-
te anterior. Métodos numéricos com esta propriedade sdo denominados de métodos
de passo unico ou métodos de um passo, traducoes livres dos termos single step
methods e one step methods, respectivamente. Além disso, o Método de Euler é
um método explicito, isto é, nao é necessario solucionar qualquer tipo de equagao
algébrica para se determinar a aproximagao yr+1. Tal aproximagao, neste caso,
pode ser calculada diretamente pela soma das parcelas do lado direito de (1.4.23).

Geometricamente, o Método de Euler (1.4.23) fornece a aproximagao yr4+1 por
meio da reta tangente & curva que define a solucdo exata. A equagdo da reta
tangente ao grafico da solugao exata no ponto (to,yo) é dada por

r(t) —yo = (t —to)y'(to) = (t — to) f(to, yo)-

Quando t = tg+ h = t1, tem-se que r(to+h) = yo+h f(to,y0) = y1. A Figura (1.1)
ilustra a interpretagao geométrica.

Outros exemplos que se enquadram na classe dos métodos de passo Unico sao o
Método de Euler Implicito, o Método de Euler Aprimorado e o Método do Trapézio,
descritos a seguir.

Método 1.2 (Euler Implicito).

Yo = ylto)
(1.4.24)
Yyr = Yk +h Pk, yrs1, h)
b—a
com tpy1=tpx+h, 0<k<n-—-1, h= - e

O(t, Yrr1,h) = f(tx + Iy yYrt1)-
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Figura 1.1: Interpretagio geométrica do Método de Euler: solugdo exata (curva)
e solugdo aproximada (reta).

Método 1.3 (Euler Aprimorado, do Trapézio explicito ou de Heun).

Yo = yl(to)

(1.4.25)
Yksr = Ye +hP(tr, yx, h)

b— 1
com tpy1=tp+h, 0<k<n-1, h= a’ <I>(tk7yk,h):§(n1+/<;2) e
n

{ k1 = f(tr, yr)
ko = f(te + h,yr + h k1)

Método 1.4 (Trapézio Implicito).

vo = ylto)

(1.4.26)
Y1 = Ye+ ROtk Yrs Yrr1, h)

b—
com tpr1=ty+h, 0<k<n—-1, h= a
n

1
O(ti, Yk, Yut1, h) = B (f(te,yr) + [t + Py Yrg)) -

O Método de Euler Aprimorado (1.4.25), assim como o Método de Euler (1.4.23),
é um método explicito. J4 nos Métodos de Euler Implicito (1.4.24) e do Trapézio
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(1.4.26), para avangar a solugdo no tempo, é necessdrio solucionar uma equacao
algébrica cuja incégnita é yr11. Por exemplo, se f(t,y) = sin(y + nt), reescreve-se
o Método do Trapézio (1.4.26) como

h . h .
Ykt1 — 5 sin(yr4+1 + mtp+1) = Yk + 5 sin(yx + wtr). (1.4.27)

Em (1.4.27), para cada instante de tempo é necessdrio empregar um método como o
de Newton [3, 11, 21, 24] para determinar a raiz yg4+1. Um método como o Método
de Euler Implicito ou o Método do Trapézio é chamado método implicito.

Exemplo 1.6. Considere o Problema de Cauchy dado por

d
—y(t) = e¥y(t), te[0,1],
Zy(t) = ey(t), teo,1] iz

y(0) = 1.
Pedem-se:
1. Discretize-o usando o Método de Euler;
2. Calcule a solu¢do aprozimada para a particio hy = 1/2;

3. Sabendo que a solugdo exata €

e2t 1

ylt)y=e ="
calcule o erro absoluto, E4(t) = y(t) — y2, em t = 1.
1.

{y(o) = 1

Yer1 = Yk +h®(tr Yk, h)

thke1 =te +h, 0<k<n—1,h=1/n e ®(ty,yr, h) = e**yy. Aplicacio:
k=0= 1y = (14 he*™)y
k=1=y,= (14 he*")y

k:2¢y3:(1—|—he2t2)y2

2. Para h =1/2, tem-se
1, 3
= = — 1) = —

1
k=1=y, = <1+261> () =—(e+2)~3,539
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3. Ea(l)=y(1) —yp = 5" — 3,530 = 24,300 — 3, 539.

Em uma outra abordagem, empregam-se na discretizagao do Problema de Cau-
chy técnicas de quadratura numeérica ao invés de expansoes em Série de Taylor. Essa
abordagem é uma das formas naturais de se obter métodos de passo miltiplo (mul-
tistep methods). Nestes, para determinar yy41, devem-se conhecer aproximagoes da
solucao em p instantes anteriores yi, Yx—1, Yrk—2, ---» Yk—p+1- S0 por este motivo
conhecidos também como métodos de p-passos. Como exemplo, apresentam-se a
seguir os Métodos de Adams-Bashforth e de Adams-Moulton de quatro passos.

Método 1.5 (Adams-Bashforth).

yo = y(to), yp pré-determinado, 1 <p<3

i+ 35 (555 = 59 i1+ 37fi2 — i)

b_
com 3<k<n-1, h= a, Jroem = f(th—m Yk—m) € 0<m <3,
n

Yk+1

Método 1.6 (Adams-Moulton).

yo = ylto), yp pré-determinado, 1 <p<3
(1.4.30)
Yk+t1 = Yk + %(251]”“1 + 646 f, — 264 fr—1 + 106 fr—2 — 19f;_3)

b—
com 3<k<n-1, h= a: fkfmzf(tkfmaykfm) e —1<m<3.
n

O método (1.4.29) é apenas um dos muitos métodos pertencentes & classe dos
métodos de Adams-Bashforth. Todos eles s@o explicitos e envolvem um nimero
maior ou menor de passos no tempo. O mesmo se pode dizer do método (1.4.30),
com a diferenga de que é um método implicito.

Nos métodos de passo multiplo s@o necessarias as aproximacoes da solucao em
alguns dos instantes iniciais. Por exemplo, para empregar (1.4.29) tem que se co-
nhecer as aproximagoes y1, ¥2 € y3, além da condicao inicial yq. Estas aproximagoes
podem ser determinadas aplicando-se um método de passo tnico.

O Método de Simpson, outro método de passo miltiplo, pode ser obtido através
da forma integral (1.2.8) do Problema de Cauchy. Considerando o intervalo de
tempo ty—1 <t < tg41, chega-se a

th1 g try1
) st = [ fuds= [ fey)ds (143
th—1 S th—1
Aplicando-se quadratura numérica [3, 11, 21, 24|, aproxima-se a integral em
(1.4.31) pelo Método de Simpson. Dessa maneira, integra-se o polinémio de segundo
grau po(s) que interpola f(s,y(s)) nos pontos s,_1, Sp € Spr1. O polindmio pa(s)
é escrito na forma de Lagrange como

p2(s) = f(tes1,y(tes1))Lita(s)
+f (e y(te)) Li(s) + f(te—1, y(tr—1)) Lr—1(s), (1.4.32)
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onde L;(s) sao os polindémios de Lagrange

s—1 .,
Li(s) = Wi, w—F, i#], (1.4.33)
¥ i

paraj=k—1,kek+ 1.
Substituindo-se (1.4.33) em (1.4.32) e admitindo-se um passo de integragéo cons-
tante no tempo, chega-se a

(s —tr—1)(s — tx) (s = th-1)(s — trt1)

p2(s) = flte+1,y(tes1)) TE — [ (tws y(te)) %
+ f(tkfl,y(tkfl))w, (1.4.34)

o qual é integrado no intervalo [tg_1,tx+1]. Como resultado, tem-se o Método de
Simpson

h
Y(tes1) —y(te—1) =~ 3 (1, y(tr1)) +4F (e, y(tn) + f (o1, y(t—1))] s
(1.4.35)
um método de dois passos implicito.
Método 1.7 (Simpson Implicito).
yo = y(to), w1 pré-determinado
(1.4.36)
Yt = Y-t + 5(frrr A4S0+ feo1)
b—a

com 1<k<n-1, h= s Jeem = f(h—m,Yk—m) e —1<m<1.
n

Exemplo 1.7. Discretize o Problema de Cauchy

9 (1) = sin(y)

y(to) = %o
usando:

1. 0 Método de Euler Aprimorado (1.4.25);

{ Yo = y(to)
Ykt1 = Yr + & [sin(yx) + sin (yp + hsin(yx))]

2. 0 Método do Trapézio (1.4.26).

{ Yo = y(to)

Yrt1 = Ye + 5 (sin(yx) + sin(yrs1))
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1.4.1 Exercicios

Exercicio 1.5. Discretize o p.v.i. y' = y,y(0) =1, comt € [0,1] e y(t) € R,
usando o Método de Euler e o Euler Aprimorado. Escreva um algoritmo (ou um
programa em linguagem C' [15, 20, 25] ou Fortran [26]) que forneca a solug¢do apro-
zimada Yry1 dados to, trina, 1 e y(to). Prepare um arquivo de saida do tipo

to Yo

31 Y1

tn Yn
que serd utilizado para tragar o grdfico da solug¢do aprorimada.

Exercicio 1.6. Discretize o problema do exercicio anterior utilizando o Método de

Adams-Bashforth (1.4.29).

Exercicio 1.7. Empregue o Método do Trapézio

Yo y(to)
Ykir = Ye+h®(tr, Yrs Yra1, h)
b—a

com tpr1=ty+h, 0<k<n—-1, h= , e
n

1
D (tr, Yk, Yot1, h) = 3 (f (ks yr) + f (tk + Py Yrt1))

para discretizar o modelo bioldgico presa-predador definido por

. Y
= 1,20 —2? —
T 20 — 21090
. 1, 5xy
y = -
z+0,2

1.5 Suplemento tedrico

Apresentamos aqui alguns resultados classicos de Calculo Diferencial e Integral e
Equagoes Diferenciais facilmente encontrados na maioria dos livros texto do assunto
(e.g. [12, 22, 10]).

Teorema 1.2 (Teorema do Valor Médio). Se f(t) for uma func¢do continua em
[a,b] e derivdvel em ]a,b| entdo existird pelo menos um ¢ em |a,b[ tal que

f®) = fla) = f'()(b—a).

Definicao 1.3 (Conjunto convexo). Um conjunto D C R? € convezo se e somente
se para quaisquer pontos (t1,y1) e (t2,y2) pertencentes a D o ponto

((1 — )\) t1 + )\tg, (1 — )\) 1+ )\yg)

também pertence a D para todo X € [0,1].
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Teorema 1.3. Se f(t,y) for definida em um conjunto convero D C R? e se ewistir
uma constante L > 0 tal que

a
— <
)| <LV eD.

entdao f(t,y) satisfaz a Condigao de Lipschitz em D na varidvel y com constante de
Lipschitz L.

Definicao 1.4. O problema de valor inicial
d
ay(t) = f(tay(t))7 te [aa b]
(1.5.37)
yla) = o
€ dito bem posto se e somente se:
1. Ezistir uma unica solugdo y(t);

2.V e>03k(e) >0 com a propriedade de que, sempre que |eg| < € e §(t) for
continua com |0(t)| < € em [a,b], a solugdo tnica z(t) para o problema

%z(t) = f(t, 2(t)) + 6(t), tE€ [a,b]
(1.5.38)

z(a) = a+ €

existe com
|z(t) — y(t)] < k(e)e, ¥ t € [a,b].

O problema de valor inicial (1.5.38) é chamado problema perturbado associado
ao problema de valor inicial original (1.5.37).

Teorema 1.4 (Problema de valor inicial bem posto). Seja D = {(t,y)|a <t <b
ey € (—o0,00) }. Se f(t,y) for uma fungdo continua que satisfaz a Condi¢ao de
Lipschitz na varidvel y em D entdo o problema de valor inicial

Lyt) = 1t.9(0)

y(a) =«

€ bem posto.




Capitulo 1 17

Teorema 1.5 (Teorema de Picard). Se f(¢,y) for continua e de Lipschitz em
Q =1, X By, onde I, = {t;|t — to] < a} e By = {y; |y — yo| < b}, e se satisfi-
zer ||f(t,y)|| < M em Q entdo existe uma unica solucdo de

i) = Su(0) = ft.y(0)
y(to) = Yo

em I, onde oo = min{a, & }.

A demonstragdo do Teorema de Picard pode ser encontrada em Doering [8] e
em Sotomayor [22].

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental do Calculo). Se f(z) for continua em [a, D]
entao

b
/ f(x)dz = F(5) — F(a),

onde F(z) é uma primitiva de f(x), isto é, F(z) é uma fungio tal que F' (z) = f(x).

1.5.1 Foérmula de Taylor de uma funcao de uma variavel

Seja f derivavel até ordem n no intervalo I e seja tg € I. O polindomio

pott) = Y- T (1.5.39)

k!
k=0

denomina-se polinémio de Taylor de ordem n, de f, em torno de ty. Se f tiver n+1
derivadas entao

f(t) = pult) + Ru(t), (1.5.40)

onde R, (t) é o resto (de Lagrange) o qual tem a forma

_ )

= m(t —to)" !,

Rn(t) = f(t) — Pn (t)

com ¢ pertencente ao intervalo formado por tq e t.
Considerando-se n = 0 em (1.5.40), tem-se que

f(t) = f(to) + Ro(t) = f(to) + f'(e)(t — to), (1.5.41)
ou seja,
)= f(to) = f'(e)t—to), (1.5.42)

que é exatamente o que afirma o Teorema do Valor Médio.
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1.5.2 Formula de Taylor de uma funcao de duas variaveis

Seja f(t,y) uma funcdo de classe C™*! definida num conjunto aberto 2 € R?
a valores reais e sejam (to,yo) € (to + h,yo + k), h # 0, k # 0, pontos tais que o
segmento que os une esteja completamente contido em 2. Nestas condigoes,

f(to+h,yo+k) = f(to,y0) +

! r of (r=p)Lp
+ Zr!{;p!(rp)!@t(rp)ayp(to’yo)h k

r=1 =0
+ En(h k), (1.5.43)
onde
n+1 n+1)
(n+1)! ot f (n+1-p)1.p
finll ) n+1)'z pl(n+1—p)l otnt1-r)gy 5 (G h k

para algum ¢ € [to,to + h] e 0 € [yo, yo + k].

Corriqueiramente, serd necessario o desenvolvimento acima para n = 2 na teoria
a ser apresentada nos capitulos a seguir. Em tal caso, a Férmula de Taylor assume
a forma

0 0
flto+hyo+k) = f(to, %)+ {@f(tovyo) h+ a*yf(tovyo) k} +
0? h2 0? 0? k2
+ [atzf(to,yo) otoy f(to,yo) hk + oy [ (o, %0) 2,} +
+ RQ(Cvn)

1.6 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 1.1. Mostre que o Método de FEuler é um método linear
explicito e de passo unico.
Solugao:

O Método de Euler pode ser reescrito como

Yk1 = Yk + h®(r, Yr) = Yut1 = Yk + hfe = yry1 — yr — hfr =0,
~—
F(yr,yk+1,fr)

com
F(yr, Yrv1, fr) = Yry1 — Yk — hfr.

O operador F, acima, define o Método de Euler. Para mostrar que o método €

linear, basta mostrar que o operador F' € linear. Assim sendo, deve-se verificar que

F(ys + @, Yk1 + @lk+1, fr + afi) = F(Yr, Yo fr) + F(Tx, Grt1, fr)-
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F(yr + s Y1 + Qlfrts fo + afi) =
= Yir1 + Qi1 — Yo — o — hfi — ahfy
= Ykt1 — Yk — hf + a1 — ofi — ahfy
= Yks1 — Yk — hfn + a(frsr — Tk — hfr)
= F(Yr, Yrs1, fr) + OF (Gk, Gs1s fr)-

Portanto, o Método de Euler é linear. Tem-se ainda que:

e O método € explicito porque ®, sua funcao de discretizacdo, nao depende de
Yk+15

e Ele é de passo unico pois para calcular a aproximacao no instante tyy1 sao
necessdarias somente as informacoes do instante imediatamente anterior, ty.

Exercicio Resolvido 1.2. Seja
#(t) +0,128(8) + 22(t) = 0 (1.6.44)
com condi¢ées iniciats ©(0) =1 e £(0) = 0.

(a) Reescreva (1.6.44) como um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem;

(b) Discretize o sistema obtido no item (a) usando o Método de Euler.
(a) Convengoes adotadas:
y1(t) = z(t) = 0 (t) = (1), (1.6.45)
Ua(t) = in (1) = (0) = Galt) = (1) (1.6.46)
Substituindo-se (1.6.45) e (1.6.46) em (1.6.44), obtém-se:

92(t) +0,12ya() + 2y1(t) = 0 = 92(t) = —0,12y2(¢) — 291 (¢).  (1.6.47)

Assim, tem-se o sistema de EDOs a sequir.

1(t) = ya(t)
{ U2 (t) = —0,12y5(t) — 291 () (1.6.48)

Como
z(0)=1=y1(0) =1 e 2(0) =0 = y3(0) =0, (1.6.49)

0s dados iniciais do sistema (1.6.48) sao

{Z;Eggzé . (1.6.50)
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(b) Discretizagdo do sistema de EDOs pelo Método de Euler.
k+1 k k
Y1 _ | W Ya
) = +h )
[ vt ] { uh ] [ —0,12y5 — 2yy }

Yie+1 | _ | YLk +h Y2,k
Y2,k+1 Y2,k —0,12y0 1 — 2y11 |-
Exercicio Resolvido 1.3. Obtenha o Método do Trapézio

Yo = y(to),
Ykl = Uk + ROk, Yrs Ykt 1, h), thyr =tk +h, 0<k<n-—1,

ou

1
D (th, Y, Yr41, h) = 3 (f iy yr) + f (Eet1, Y1) s
usando quadratura numérica partindo da forma integral do Problema de Cauchy.
Solugdo:

Da forma integral do Problema de Cauchy,

tht1
Ye+1 = Yk + / f(s,y)ds, (1.6.51)

tk

inicialmente aprozima-se f(s,y) pelo polinémio interpolador de Lagrange de pri-
meiro grau nos pontosty etipy1. Depois disso, integra-se esse polinomio no intervalo
[tk,tk+1]. Para simplificar, denota-se f(tx,y(tr)) por fi.

Pontos de interpolagio: (tx, fr), (tkr1, frs1)-

pi(s) = frLlr(s)+ fey1Lig1(s)
= fks_tkH 1 Sl
tp — thy1 T — e
fr S
= (s~ tea) + h“(s—tk)

tht1 tht1 ) k41
/ p1(s)ds —%/ (s — tgy1)ds + fk}:rl / (s —tg)ds
tr

tr ty

_ _ﬁ [52 _ 2Stk+1:|tk+1 N fk+1 2 — QStk]tkﬂ
h 2 b h 2 b

S [tha — 2t 8 n frar [ther — 2teters + 17
T h 2 h 2

Jk 2 | Jrt1 2
= (g —t oyt —t

2h(k+1 k)" + oh (thy1 — tr)

Je o Jet1,0
= ==h h

2h + 2h

h B (fx + ka)] (1.6.52)
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Substituindo-se (1.6.52) em (1.6.51), tem-se que:

Y1 = yk+h[;(fk+fk+1):|

= y+h [; (f (trs y) + f(tk+17yk+1)):|

D (tk Yk, Yr+1,h)
= yk+hq)(tk7yk7yk+17h)'

Portanto, o método do Trapézio € definido por

Ykl = Y + h®(te, Uk, Yua1, h)

onde

1
O (ti, Y, Yut1, h) = 5 (f (> yre) + f (g1, Y1) -

Note que o nome do método é herdado da técnica de quadratura empregada, o
Meétodo do Trapézio.

Exercicio Resolvido 1.4. Obtenha o Método de Simpson

{ Yo = y(to),

yk+2:yk+§(fk+2+4fk+1+fk), tee1 =t +h, 0<k<n-—1,

fk+’i Zf(tk+i7'£/k+i)’ ? :071727

usando quadratura numérica partindo da forma integral do Problema de Cauchy.
Solugao:

Da forma integral do Problema de Cauchy,

tht2
Yk+2 — Yk = / f(s,y)ds. (1.6.53)

ty

Aprozima-se f(s,y) em (1.6.53) pelo polinémio interpolador de Lagrange de grau 2
nos pontos ty, tx+1 € tpya, sendo estes igualmente espacados. Feito isso, integra-se
no intervalo [ty, tyyo] o polindmio obtido.

Pontos de interpolagio: (tg, fr), (tk+1s fr+1)s (thra, fut2)-

p2(s) = fruli(s) + fer1Lry1(s) + feyaLlira(s)

(s = trg1)(s — trq2)

(te — te1) (b — trta) )
§—tr)(s — tkto

+  Jk +

fiewn (th1 — tk;gtk-&-l )

(S — tk S — tk+1)

= Ji

+  fro
T2tz — ti) (brso — tren)

= % s —tpa1)(s — tpao)+
_ I;L;l (s —tr)(s — tgao)+
frt2

o2 (8~ th)(s —tk1)
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trt2 ()
/ pa(s)ds = f—kQ / (s — trpa1)(s — tri2)ds +
e 2n% J;,

k42
- f"“/ (s — tr) (s — typo)ds +

n2
tet2
+ f"“/ (s —t3)(s — tpp1)ds (1.6.54)
2h2 th
trt2 fe 2h%  fri14h®  frio 203
ds = 22 = = 1.6.55
/tk p)ds = sy T e 3 TR 3 (1.6.55)

feh  Afuiih | fri2h
3 + 3 + 3

= DU+ tfen ot fin2) (1.6.56)

Observacao: A passagem de (1.6.54) para (1.6.55) ndo € trivial. Ela exige con-
sideravel manipulacao algébrica. Vocé consegue propor uma substituicao adequada
que simplifique essa manipulacdo algébrica?

Substituindo-se (1.6.56) em (1.6.53), obtém-se o Método de Simpson

h
Yet2 = Yk + 3 (fe +4fr1 + fog2) |




