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1. Considere o Problema de Cauchy, também chamado de Problema de Valor Inicial, (PVI):

{ y' = flz,y)

y(wo) = wo

Teorema 1. Seja f(x,y) uma fungdo continua definida para todos os pontos
(z,y) do conjunto

Q={(z,y) [a<z<b, —00 <y < oo}

com a e b finitos. Se existir uma constante L > 0, tal que, para todo x, y1 e Yy
e para todo par (x,y1) e (z,y2) em £,

1f (2, 91) = (@, 92)l| < Ly —wall (%)

entdo, existe uma unica funcdo y(z), com y(xo)= yo, continua e diferencidvel
que € solugcdo do PVI para todo par (z,y) em SQ.

() Esta condicdo é conhecida como condigdo de Lipschitz, a constante L € cha-
mada de constante de Lipschitz. Acima, diz-se que a funcdao f(x,y) satisfaz a
condi¢ao de Lipschitz na varidvel y.

Considere os seguintes PVI’s:

y' = ycos(z)

y(0) = 1

Q@ = {@y | 0<z <1, —00o<y < oo}
y = 2%y

y(0) = 1

Q@ = {&y) | 0<z<2 —00<y < oo}

a. Mostre, utilizando o teorema anterior, que estes PVI’s tém uma tnica solugao.
b. Encontre a solucao destes PVI’s.

2. Considere o PVI:

{ y' - f(a.y)



Teorema 2. Seja f(x,y) uma fungdo continua definida para todos os pontos
(z,y) do conjunto convero (#x)

Q={(z,y) [a<z<b, —00 <y < oo}

com a e b finitos. Se existir uma constante L > 0, onde
of
|5, @Y < L, para todo (z,y) € 2
Y
entdo f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz na varidvel y em € e, portanto, eziste
uma dnica funcdo y(x), com y(xo) = yo, continua e diferencidvel que € solugdo
do PVI para todo par (z,y) em €.
(**) Diz-se que um conjunto ) € convezo, se e somente se, dados dois pares
(z1,11) € (x2,y2) em Q, o par (1 — N)z1 + Azxa, (1 — Ny + Ay2) pertence a §,
para todo A € [0,1].

Considere os seguintes PVI’s:

Y =Y

y(0) = 1

Q = {(z,y) | 0<2z<1,—00<y< oo}
y = y-a®+1

y(0) = 0.5

Q = {(z,y) | 0<2<2,—00<y< oo}

a. Mostre, utilizando o teorema anterior, que estes PVI’s tém uma tnica solugao.
b. Encontre a solucao destes PVI’s.

3. Utilizando o Método de Diferencas Finitas, escreva uma discretizacao com ordem de aproximacao O(h?) e monte
o sistema de equagOes correspondente com o passo h = 0.2, para os seguintes Problemas de Valor de Contorno,
PVC:

a.
//+y - 0
y(0) = 0
y(1) = 1, z€l0,1]
b.
y//+xy/+y - 9
y(0) =1
y(1) = 0, z€l0,1]

OBS. Nao precisa resolver o sistema.

4. Mostre todo o desenvolvimento para a obtengao do Método da Série de Taylor de ordens 1, 2 e 3 para o PVI:

{ y = flxy)
y(zo) = Yo
5. Seja y(x) uma fungdo que tenha derivadas até ordem n + 1 em x, sua expansao em série de Taylor é dada por:
_ h / h " h (n) h (n+1)
y(z +h) —y(x)—i—ﬁy(x)—kiy (x)+~~~+my ($)+my 3

com & € (x,x + h).
O d1ltimo termo da expressao anterior, ﬁy("ﬂ)(f), representa o erro local de aproximagao de ordem n + 1,

O(h("*+1)), de y(z + h) pelos n + 1 primeiros termos da série de Taylor.



a. Obtenha as férmulas avangada, atrasada e centrada para discretizar a derivada de primeira ordem, y'(z),
apresentando os respectivos erros locais de aproximagao.

b. Obtenha uma férmula, diferente daquelas obtidas no item anterior, para discretizar a derivada de primeira
ordem, y'(x), apresentando, também, o seu erro local de aproximagao.

¢. Obtenha uma férmula para discretizar a derivada de segunda ordem, y”(z), apresentando seu o erro local de
aproximagao.

6. Considere o seguinte PVI:

y o= —yta+2
y(0) = 2, z€]0,1].

a. Verifique que a solugao analitica do PVI é y(z) = e ™ + 2 + 1.

b. Utilize o Método da Série de Taylor de ordens 1, 2 e 3, com passo h = 0.1, para obter uma aproximagao para
y(1).

c. Construa uma tabela apresentando, para cada passo de integragdo, os valores das solucoes aproximadas e
analitica, bem como o valor absoluto do erro global entre as solugoes aproximadas e analitica. Comente os
resultados.

d. Plote os graficos das solugoes aproximadas e analitica no mesmo sistema de eixos coordenados para o intervalo
x €10,1].

7. Considere o seguinte PVTI:
yl _ y2 -9
y(0) =0, z€][0,1],

. ~ 7L 7’ — 6z . 7’ )
cuja solucdo analitica é y(z) = 3(i+56w) e os seguintes métodos numéricos:

Método 1 (Método de Euler).

{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + h®(tr, Yk, h),  thp1 =t + D,

com @ (tg,yx,h) =K1 e
{ k1= Fltrun)

onde 0<k<n—-1eh=522

n

Método 2 (Método de Euler Aprimorado).

{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + h® (e, Y, h),  thp1 =tk + A,
com D (tg, yx, h) = %(m + ko) e

{ R1 = f(tk7yk‘)
ko = f(tr + h,yr + hr1)

onde 0<k<n-1 eh:b*T“




Método 3 (Método do Ponto Médio ou Método de Euler Modificado).

Yo = y(to)
Yrt1 = Yk + h®(tr, Yk, h),  tip1 =tk +h,

com @ (tg,yx, h) = ko e

k1 = f(tr, yx)
ko = f(tx + %,yk + %lﬂ)

onde 0<k<n—1eh=522

n

a. Aplique os métodos anteriores com passo h = 0.1, para obter uma aproximagao para y(1).

b. Construa uma tabela apresentando os valores das solugoes aproximadas e analitica, bem como o valor absoluto

do erro global entre as solugbes aproximadas e analitica. Comente os resultados.

c. Plote os graficos das solugoes aproximadas e analitica, no mesmo sistema de eixos coordenados, para o intervalo

x € 10,1].
8. Escreva a expressao do erro local e mostre analiticamente que para o PVI:

{ y = f(ty)

y(to) = o

a. O Método de Euler tem ordem de consisténcia 1.
b. O Método de Euler Aprimorado tem ordem de consisténcia 2.
c. O Método do Euler Modificado tem ordem de consisténcia, 2.
9. Considere o seguinte PVI:
Yy =~y
y(0)=1 2 €[0,1],

cuja solucdo analitica é y(x) = e~ e os seguintes métodos numéricos implicitos:

Método 4 (Método de Euler Implicito).

{ Yo = y(to)

Y1 = Yk + hO(tk + by yrt1, h),  tepr =tk + b,

com ®(ty + h,yrt+1,h) = K1 €

{ w1 = fte +h,yrt1)

onde 0 < k<n—1¢eh="1t2

n

Método 5 (Método Implicito do Trapézio).

{ Yo = y(to)

Ye+1 = Yk + h®(t, Yk, Yet+1, h),  thyr =tk + R,
com D(t, Yi, Yrr1, h) = 3 (k1 + K2) €

{ k1= f(tk,yx)
R = f(tk: + h7yk:+1)

onde 0 < k<n—1¢eh=>1t2

n




a. Obtenha uma aproximacao para y(1), utilizando os métodos anteriores com passo h = 0.1.

b. Construa uma tabela apresentando, para cada passo de integracao, os valores das solugoes aproximadas e
analitica, bem como, o valor absoluto do erro global entre as solucoes aproximadas e analitica. Comente os

resultados.
c. Plote os gréaficos das solugoes aproximadas e analitica e aproximadas, no mesmo sistema de eixos coordenados,

para o intervalo = € [0, 1].

10. Considere o PVI:
y+3y—at=0
y()=1, z€[L,3].

cuja solugao analitica é y(x) = 9% + %x‘f’.
a. Obtenha uma aproximacao para y(3), utilizando o Método de Euler Explicito. Utilize como passos h; 1 = %,

parai=20, .. 6ehy =04

b. Para cada passo de integracao, construa uma tabela contendo o valores absolutos dos erros local e global.
Observe o comportamento deste dois tipos erro e comente os resultados.

¢.  No mesmo sistema de eixos coordenados, plote os graficos do valor absoluto do erro local para cada passo de

integragao, para o intervalo = € [1, 3].

d. No mesmo sistema de eixos coordenados, plote os graficos dos valor absoluto do erro global para cada passo
de integracao, para o intervalo x € [1, 3].

11. Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem:

uy = 3uy + 2us — (2t2 + 1)e? ¢t € 0,1],u1(0) = 1;
uby = 4duy +ug + (2 + 2t — 4)e? ¢t € [0,1],u2(0) = 1;

cuja solugoes analiticas sao:
uy(t) = %65"‘ — ée‘t + 2t
ua(t) = ze ze

a. Aplique o Método Explicito do Ponto Médio para obter aproximagdes para uq(1) e u2(1), com passo h = 0.1.

b. Apresente uma tabela contendo, para cada passo de integragdo, o valor absoluto do erro global entre as
solugoes aproximada e analitica.

12. Considere o seguinte PVI:

cuja solugao analitica é y(x) = —(;23_51) €o

Método 6 (Método de Heun).

yo = y(to)
Yk+1 = Yk + h®(tk, yr, h), ey =t + I,

com @ (tg, yk, h) = i(m +3k2) €

{ k1 = f(tr, yx)
ko = f(tr + 2h, yi + 3hk1)

onde 0 < k<n—1¢eh="1t2

n




a. Calcule o valor exato da solugao Yezato(3).

b. Calcule as aproximacdes para y(3), indicando-as por y*(3), com passos de integracio h; = h—2‘1, para i =
1,...,5. Comege calculando y%(3), com ho = 0.2.

c. Obtenha a sequéncia dada por Ri = Wm, parai =1,...,4.

[ly* (D) =yezato(D]]
My 1 (D) =Yewato (D]’

d. Obtenha a sequéncia dada por R} = parai=0,...,4.

e. A sequéncia Rj parece convergir para algum nimero? Em caso afirmativo, explique a relacdo existente entre
este numero e ordem de convergéncia do Método de Heun.

f. As sequéncias RY e R} convergem para o mesmo nimero? Isto era esperado? Justifique sua resposta.
13. Considere o PVI de segunda ordem:

y' — 4y +13y =0
y(0) = -1
y'(0)=2, tel0,1].

cuja solugdo analitica é y(t) = e*(—cos3t + 3sen3t).

a. Transforme esta equacao diferencial em um sistema de equacoes diferencias de primeira ordem com suas
respectivas condigoes inicias, escrevendo-o, também, em notagao matricial.

b. Implemente e valide o Método Explicito do Trapézio e utilize-o para integrar o PVI acima utilizando o passo
h = 0.01.

c. Plote os gréficos das solugoes aproximada e analitica, no mesmo sistema de eixos coordenados, para o intervalo
t €10,1].

d. Plote a curva (y,y’) para vérias condigdes iniciais, tudo num mesmo grafico. Escolha condigoes iniciais de
modo que as curvas plotadas sejam representativas. Discuta isso.

14. Considere o seguinte PVI:
y' = —ytan(t) — #(t)
y(0)=1, telo,1].

cuja solugdo analitica é y(t) = cos(t) — sin(t).

a. Leia sobre a Extrapolagcao de Richardson em alguma bibliografia indicada no curso. Explique em que
condigoes esta extrapolagao pode ser empregada e qual a vantagem de se utilizé-la.

b. Calcule o valor exato da solugdo Yezato(1).

c. Aplique o Método Explicito do Ponto Médio para calcular aproximacoes para y(1), indicando-as por y(1),
hi_1

—, parai=1,..,n, com n =5. Comege calculando y°(1) com hg = 0.2.

com passos de integracgao h; =

d. A Extrapolacio de Richardson pode ser obtida por intermédio da construgdo de uma tabela com n linhas e n
colunas, cujo elemento da linha ¢ e da coluna j, N (i, j), é assim obtido:
1) Cada elemento da coluna 1 é obtido fazendo-se:

N(i 1) = y'(1),

parai=1,...n+ 1.
2) Cada elemento da coluna j é obtido fazendo-se:

N(i+j_1aj):N(i+j_17j_1)+[ 2i-1 _ 1 ]7

paraj=2,...,n+1lei=1,...m— 75+ 1.

e. Calcule o valor absoluto do erro global entre a solugao analitica e cada um dos elementos da tabela anterior.
Comente os resultados.



15. Uma maneira de se analisar a estabilidade de um Método Numérico de Passo Unico é aplicd-lo ao Problema de
Cauchy:
{ y Ay
y(to) = o,
com \ < 0.
Como resultado, se obtém-se uma seqiiéncia do tipo: yr+1 = Y(A)yx. A fungdo ¢, depende do método

empregado e tem como argumento o produto de A pelo passo h. A partir disto, se constroem regices do plano
complexo, com base na seguintes definigoes:

e Regiao de Estabilidade Absoluta do método é o conjunto definido por
Q={(An) e C | [[p(An)[| <1}

¢ Intervalo de Estabilidade Absoluta do método ¢ o conjunto definido por Q(R.

e Um método é dito ser A-estavel, se seu intervalo de estabilidade absoluta estiver todo no semiplano negativo,
isto é, se a parte parte real de Ah for negativa, ou seja, R.(Ah) < 0.

a. Com base nestas definigdes, determine a regido e o intervalo de estabilidade do Método de Euler Explicito e
conclua se ele é A-estavel.

b. Determine a regiao de estabilidade do Método de Explicito do Trapézio.

c. Utilizando os passos h = 0.5 e h = 0.1, aplique o Método de Euler Explicito ao Problema de Cauchy, fazendo
A=—4,y(0)=1et€[0,1], para obter aproximacoes para y(1). Comente os resultados obtidos.

16. Para o Método de Heun:
a. Calcular o erro local de discretizagao.
b. Verificar se o método é consistente.

c. Verificar se o0 método é convergente. Em caso afirmativo, determine a ordem de convergéncia, a constante de
erro e a regiao de estabilidade do método.

17. Counsidere o problema de Cauchy:

{y’(x) = —y(z)tan(z) — 1/ cos(x)
y(0) =1

cuja solucao exata é y(x) = cos(x) — sin(x). Verifique numericamente a ordem do Método de Euler (devidamente
validado) ponto x=1.292695719373. Faca a mesma coisa para x=1. O que aconteceu? Comente e justifique
analiticamente os resultados obtidos.

Agora considere outro problema de Cauchy:

{y’(w) = —ay(x)/(1 -2?)
y(0) =1

cuja solucdo exata é y(r) = sqrt(l — x?). Repita os testes numéricos do exercicio anterior nos pontos x=1 e no

ponto x = 0.5. Novamente, comente e justifique analiticamente os resultados.
Dica: Leia a sessao 214 do Butcher (paginas 63 a 66).

18. Considere o seguinte PVI:
y=1+%
y(l)=2, tell1,2].

cuja solucao analitica é y(t) = tin(t) + 2t e os seguintes métodos numéricos:

Método 7 (Runge-Kutta de 2 Estagios e Ordem 2).

Yk+1 = Yk + %(Hl + 3k2), onde
k1 = f(tr, yr)
Ko = f(tx + 5h,yr + Shr1)




Método 8 (Runge-Kutta de 3 Estdgios e Ordem 3).

Y+1 =Yk + 7 (“1 + 3k3), onde
K1 = f(tkayk)

Ko = f(tk + ;h,yk + %hnl)

k3 = f(tx + 3h,yr + 5hez)

Método 9 (Runge-Kutta de 4 Estagios e Ordem 4).

Y+l = Yk + h(m + 2K9 + 2K3 + K4), onde
K1 =
Ko =

tlﬂyk)

th + 1h,yx + Shk)
th + 5h, yx + 5hk2)
tr —|—h Yk +hH3)

I
(
(
(

a. Obtenha, para cada um dos métodos, uma aproximagcao para y(2) com h = 0.1 e apresente, também, uma
tabela contendo o valor absoluto do erro local entre solugoes aproximadas e analitica.

b. Plote os graficos das solugoes aproximadas e analitica, no mesmo sistema de eixos coordenados, para o intervalo
€ [1,2].
19. Counsidere o seguinte PVI:
Yy =1+(t-y)?
y(2) =1, te€]2,3].

cuja solugao real é dada por, y(t) =t + ﬁ e os métodos numeéricos:

Método 10 (Runge-Kutta de 6 Estdgios e Ordem 5).

yk+1 —(yk + SL( S0kt + Okg + 155 K3 + 29308k — 25 kis + K6, onde
flte, i
flte + §h Yk + 43h/<1)
flte + §h Yk + 25 hk1 4 S5hks)

932 7200 7296

ke = f(tk+ 3h Y + 2197h“1 - Wh + 2197h“3)
£t —|—h Yk —|— /ml 8hkg + 2 Ohm — 345 h1cq)
f(

210
tr + = h Yk — zzhK1 + 2hkg — Qth K3 + ﬁ‘fihm — %h/%)

Método 11 (Runge-Kutta de 5 Estdgios e Ordem 4).

Y1 = Y + h(216“1 + Okz + %45182/‘03 + 42&81’{4 — 3ks), onde
k1 = f(tx, yk)
/€2 = (tk + §h , Yk + 43h/€1)

(bt ghoon + ghen + 55heg)

(tk + 13h Yk +92197h” - 2197h 0"’ 2197h8’f£)

(tk + h, yx + 5350k 3 hks — qiophka)

a. Implemente e valide os dois métodos acima.



b. Leia sobre o Método de Runge-Kutta-Fehlbergh em alguma bibliografia indicada no curso. Utilize o
Método de Runge-Kutta de 6 Estdgios e Ordem 5 para estimar o erro local do Método de Runge-Kutta de 5
Estdgios e Ordem 4. Note que K1, ko, K3, K4 € K5 820 iguais em ambos os métodos. Obtenha uma aproximacao
para y(3), com erro de tolerancia igual a 107°.

c. Construa uma tabela contendo todos os valores dos passos h utilizados.

d. Plote, num mesmo sistema de eixos coordenados, os graficos das solugoes aproximada e analitica, para o
intervalo ¢ € [2, 3].

20. Leia o que o Butcher fala do problema de Lotka-Volterra (pdginas de 18 a 21). Utilize o Método de Euler
explicito e o Método de Runge-Kutta Clédssico (4 estagios e ordem 4) para o modelo descrito pelas equagoes (107a-
b) da péagina 18. Para cada um dos métodos, tente obter um retrato de fase semelhante aquele da figura (107) da
pagina 20. Comente com detalhes os resultados obtidos.

21.

Definigao 3. Um Método Linear de Passo Multiplo, MLPM, também chamado
de Método de k— Passos, para resolugdo de um PVI, é definido pela seguinte

relagao:
k k
Z QiYnti = h Z Bi fr+i
i=0 i=0

onde oy e i, sao constante arbitrdrias independentes de n, com ai # 0 e ag e
Bo ndo sao ambos nulos. Suponho-se que o, = 1. Diz-se que o MLPM ¢ explicito
se B, = 0 e implicito se B # 0.

a. Obtenha, a partir do Método de Taylor, o Método Explicito de 2-Passos, que é também chamado de Método
do Ponto Médio.

b. Obtenha, a partir das Férmulas de Integracdo Numérica, o Método Implicito de 2-Passos, que é também
chamado de Método de Simpson.

22. Considere o seguinte PVI:
y=y"+1
y(0) =0 te[0,1]

cuja solugao analitica é y(t) = tg(t) e os seguintes métodos lineares de passo miltiplo:

Método 12 (Método de Nystron).

{ vk =yr—1 + 201

Método 13 (Método de Adams-Bashforth de 2 passos).

{ Yn+2 = Yn+1 + %[_fn + 3fn+1]v

a. HEstes métodos sao explicitos ou implictos. Justifique sua resposta.

b. Utilizando este dois métodos, obtenha uma aproximacao para y(1) com passo h = 0.1. Use o Metédo de Euler
Aprimorado para obter os valores iniciais necessarios.

c. Plote, num mesmo sistema de eixos coordenados, os graficos das solugoes aproximadas e analitica, para o
intervalo ¢ € [0, 1].



23. Considere o seguinte PVI:

Yy =4dx\/y
{ y(0)=1 z €10,2]

cuja solugdo analitica é y(x) = (1 + 22)? e os seguintes métodos lineares de dois passos:

Método 14 (Método 1).

{ Yn+2 = Yn+1 + %[Bfn—&-l - 2fn]7

Método 15 (Método 2).

{ Yn+2 = (1 + a)yn+1 — ayn + %[(3 - a)fn+1 - (1 + a)fn]v

a. Mostre que o Método 1 é zero-estavel, mas nao é consistente.

b. Mostre que o Método 2 é consistente para todo valor de a; zero-estdvel e de ordem 2 se a = 0 e nao é
zero-estavel e de ordem 3 se a = —5.

c. Aplique o Método 1 ao PVI para obter uma aproximagao para y(2), utilizando os passos de integragao:
h =0.1, h=0.05 e h = 0.025. Construa uma tabela contendo o erro absoluto entre as solu¢oes aproximadas e
analitica para cada passo de integracao. Analise os resultados obtidos. Use o valor da solucao analitica para
obter os valores iniciais necessarios.

d. Aplique o Método 2 ao PVI, para a = 0 e a = —5 e obtenha uma aproximacao para y(2), utilizando os passos
de integragao: h = 0.1, h = 0.05 e h = 0.025. Construa uma tabela contendo o erro absoluto entre as solugoes
aproximadas e analitica para cada passo de integragdao. Analise os resultados obtidos. Use o valor da solucao
analitica para obter os valores iniciais necessarios.

24. Para os seguintes Métodos Lineares de Passos Muiltiplos, determine a ordem do método, a constante de erro,
o erro de truncamento local e indique, também, quais deles sao explicitos e quais sao implicitos:

Método 16 (Euler).
Yn+1 = Yn + h/fn

Método 17 (Ponto Médio).

Yn+2 = Yn + thn

Método 18 (Simpson).

h
Yn+2 = Yn + g[fn +4fn+1 +fn+2]a

Método 19 (Adams-Moulton de 2 passos).

h
Yn+2 = Yn+1 + E[_fn + 8fn+1 + 5fn+2]7

10



Método 20 (Adams-Bashforth de 2 passos).

h
Yn+2 = Yn+1 + 5[_fn + 3fn+1]7

Método 21 (2 de Simpson).

3h
Yn+3 = Yn + ?[fn +3fnt1 +3fni2+ fn+3]v

Método 22 (Quade).

6

8 8 h
Yn+1 + —=Yn+3 + 1_9[fn + 4fn+1 + 4fn+3 + fn+4]v

Yn+a =Yn =79 19

25. Considere o seguinte método linear de passo multiplo:

Método 23.
Yn+2 = 5yn - 4yn+1 + h[bOfn + blfn+1]

a. Mostre que by e by podem ser determinado se a ordem do método for 3.

b. Na hipdtese do item a), calcule a constante de erro deste método.

26.

Definicao 4. Um Método Linear de Passo Multiplo € estdvel, se nenhuma raiz
do polinémio caracteristico:

k
p&) = g’
=0

tiver modulo maior do que 1 e todas as raizes com maodulo 1 serem simples.

Definigao 5. Um Método Linear de Passo Multiplo é consistente se tem ordem
qg>1

Teorema 6. Um Método Linear de Passo Multiplo é convergente de ordem q se
e somente se € estdvel e consistente de ordem q.

Tanto a consisténcia, quanto com a estabilidade de um Método Linear de Passo Multiplo sdo importantes para
garantir a convergéncia. Enquanto a consisténcia controla o erro local em cada passo, a estabilidade controla a
forma pela qual o erro se propaga na medida em que o nimero de passos aumenta. E importante ressaltar que
quanto maior for a ordem de consisténcia do método, mais rapidamente se obtera a solucéao.

Com base nesta informagoes, analise a consisténcia, a estabilidade e a convergéncia dos seguintes métodos:
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a. FEuler.
b. Ponto Médio.
c.  Simpson.
d. Adams-Moulton de 2 passos.
e. Adams-Bashforth de 2 passos.
f. % de Simpson.
g. Quade.
27. Considere o seguinte PVI:
{y =y
y(0) = 1, telo,1].

cuja solugao analitica é dada por y(t) = et.
Considere os dois métodos lineares de passos multiplos:

Método 24.
{ Yns2 +3yn — 4Ynt1 = —2hf,

Método 25.
{ Yn+2 — Yn+1 — %[_an + 3fn+1]

a. Andlise a ordem e a consisténcia destes dois métodos.
b. Anélise a estabilidade deste dois métodos.

c. Estes métodos podem ser utilizados para resolver um PVI com garantia de convergéncia. Justifique sua
resposta.

d. Aplique este dois métodos ao PVI para obter uma aproximagao para y(1) com h = 0.1. Utilize o Método de
Heun, para obter os valores iniciais necessarios.

e. Para cada um deste métodos, elabore uma tabela contendo o valores das solucoes aproximada e analitica.
Comente os resultados.

28. Resolva o PVI
y=y—t
y(0) =2, te]0,1].

cuja solugao analitica é y(t) = e* +t + 1, utilizando o par Previsor-Corretor de Ordem 2, no modo P(EC)?E:

Método 26 (Método de Nystron).

Preditor : { Y1 = Yh—1 + 2R fi,

Método 27 (Método Implicito do Trapézio).

Corretor : { Y41 = Yk + ﬁ[fk + fet1]

Inicialize os valores, utilizando o método explicito de segunda ordem: Método de Euler Aprimorado
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Método 28 (Método de Euler Aprimorado).

{ ks = un + 50 @, un) + F(@k + hyye + hf (@, y))]

a. Utilize h = 0.1 para obter uma aproximacao para y(1).
b. Plote, no mesmo sistema de eixos coordenados, os graficos das solugoes analitica e aproximada.
29. Considere o PVI
y/ — y2 +1
y(0) =0, te]0,1].

cuja solucdo analitica é y(t) = tg(t), e o Método Preditor-Corretor conhecido como:

Método 29 (Método de Milne de Quarta Ordem).

Preditor : { yrs1 = yr—3 + B[2fr — fa—1 + 2fr—2]

Corretor : { yrp1 = Yo-1+ 2[frt1 + 4fx + 4f0-1]

Inicialize os valores, utilizando o Método Explicito de Ruge-Kutta de 4 Estagio e Ordem 4:

Método 30 (Método Explicito de Ruge-Kutta de 4 Estdgio e Ordem 4).

Ykt1 = Y + L(K1 + 2K + 2K3 + Ka), onde
K1 =

(tlmyk)

fltr + Lh,yp + Shey)
J(te 4+ 5h,yr + 5hkz)
f(

tr —|—h Yk +hH3)

a. Utilize o Método de Milne de Quarta Ordem, no modo P(EC)2E, para obter uma aproximacio para y(1)
com passo h = 0.1

b. Plote, no mesmo sistema de eixos coordenados, os graficos das solugoes analitica e aproximada.

30.

Teorema 7. Seja o método Preditor-Corretor, PC, para o qual o Preditor, tem
orderm p* e o Corretor, tem ordem p, aplicado no modo P(EC)™E ou P(EC)™
onde p*, p e m sdo inteiros e p* > 0, p > 1 em > 1. Entdo: 1) Se p* > p, o
erro de truncamento local principal do Método Preditor-Corretor serd o mesmo
do Corretor.

2) Sep* =p—q;0 < q<p, o0errode truncamento local principal do Método
Preditor-Corretor séra:

2.1) o mesmo do Corretor, quando m > q+ 1,

2.2) da mesma ordem do Corretor, mas diferente dele, quando m = ¢,

2.8) da forma khP=9tm+t 4 O(RP=4tm+2) sem < g — 1.

Note que o erro de truncamento local principal do Método Preditor-Corretor serd
o do Corretor, independente da ordem do Preditor.

Considere o seguinte PVI:

{rst o

cuja solugio analitica é y(t) = (1+17tn(f)) e Método Preditor-Corretor conhecido como:
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Método 31 (Método de Hamming de Quarta Ordem).

Preditor : { yp41 = yr—3 + 22 [ka fr—1 + 2fk—2]

Corretor : { yrp1 = 39k — yr—2] + %[fk—&-l +2f5 — fr-1]

a. Com base no teorema acima, determine a ordem do erro de truncamento do Método de Hamming de Quarta
Ordem, quando aplicado no modo P(EC).

b. Calcule aproximacoes para y(4), indicando-as por y*(4), com passos de integracao h; = h;f ,parai=1,...,5.
Comege calculando 3°(4), com hg = 0.4. Obtenha a sequéncia R} = M, para ¢ = 1,...,4; e
finalmente conclua sobre a ordem de convergéncia do Método de Hamming, quando aplicado no modo P(EC).

Utilize o Método de Euler Aperfeigoado, para obter os valores iniciais necessérios.

31.

Teorema 8. Considere um método Preditor-Corretor aplicado ao PVI:

{ y' = flz,y)

y(o) = Yo

Se f(z,y) e a L forem continuas em x ey no intervalo fechado [a, b] e se a{/ nao

se anular neste intervalo, o Método Preditor-Corretor convergird, desde que o
passo h seja escolhido de modo a satisfazer:

2
h<8—f

1]

Observagao. A experiéncia mostra que aplicacdo de uma ou duas interagoes do Corretor sdo suficientes para
se obter a precisao desejada, desde que a amplitude do intervalo &, tenha sido escolhida adequadamente. Caso esta
interacbes nao sejam suficientes, é melhor reduzir a amplitude do intervalo h, ao invés de aumentar o nimero de
interagoes, isto é, na pratica, nao se utiliza m > 2.

Considere o seguinte PVI:

y =y
{ y(1) =1, te[L,4].

’172—
cuja solugao analitica é y(t) = e 2 * ¢ 0 Método Preditor-Corretor conhecido como:

Método 32 (Método de Milne de Sexta Ordem).

Preditor : { Yk+1 = Yk— 5—|— [11fk —14fx—1+26fx_2 — 14fr—35 + 11 fr_4]

Corretor : { yp41 = yp—3 + %[7fk+1 +32fk +12fr—1 4+ 32fp—2 + 7 fr—3]

a. Verifique que a fungdo ¢y’ = f(x,y) = xy, satisfaz as condi¢oes do Teorema.
b. Com base no Teorema, escolha um valor de h adequado para que o Método de Milne de Sexta Ordem convirga.

c. Com o valor de h escolhido no item anterior, utilize o Método de Milne de Sexta Ordem, no modo P(EC)E
para obter uma aproximacao para y(4). Utilize o Método de Euler Aperfeicoado, para obter os valores iniciais
necessarios.
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d. Tome um valor de h maior do que o recomendado pelo Teorema e utilize o Método de Milne de Sexta Ordem,
no modo P(EC)E, para obter uma aproximacao para y(4). Utilize o Método de Euler Aperfeicoado, para
obter os valores iniciais necessarios. O Método Convergiu? Comente o resultado.

32.

Considere o seguinte PVI:

cuja solugio analitica é y(t) =

a.

33. Considere o seguinte sistema de PVI:

_t
1+int"”

y _ (E)Q
=1, zell4].

Leia sobre o Método Preditor-Corretor com Tamanho Varidvel de Passo de Adams em alguma
bibliografia indicada no curso.

Aplique o Método Preditor-Corretor com Tamanho Varidavel de Passo de Adams, com erro de tolerancia
TOL =107%, hypae = 0.5 (passo maximo) e hy,in = 0.02 (passo minimo) para aproximar y(4).

Elabore uma tabela exibindo o tamanho de todos os passos de integracao utilizados e os respectivos valores
das solugoes aproximada e analitica para cada passo de integragao.

u) = 32u1 + 66uz + 2t + 2, ui(0) =1, t€0,0.5]
uh = —66u; — 133uz — 2t — %, ux(0) =%, t€[0,0.5]

cuja solugao analitica é:

a.

§t+g —t _ 1,-100¢

36 (&

1y T le—ty %6710015

3 3

Leia sobre Equacgoes Diferenciais Rigidas em alguma bibliografia indicada no curso.

b. Aplique o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, para resolver o sistema de PVI Rigido, utilizando os
passos h = 0.1 e h = 0.025 e compare os resultados com a solugao analitica.

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.

Exercicio 10.1 do Butcher.
Exercicio 10.2 do Butcher.
Exercicio 10.5 do Butcher.
Exercicio 12.3 do Butcher.
Exercicio 22.2 do Butcher.
Exercicio 24.1 do Butcher.

Exercicio 24.2 do Butcher.

Exercicio 24.3 do Butcher.
Exercicio 24.4 do Butcher.
Exercicio 25.1 do Butcher.
Exercicio 25.2 do Butcher.

Exercicio 25.3 do Butcher.
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