Notas de aula de Computacao Musical
Analise de Fourier
1o semestre de 2009

1 Série de Fourier para funcoes periédicas
Objetivo: Representagao de fungoes periédicas como combinacao linear de fungdes “senoidais”: sen(z),

cos(3x), sen(5x + 8)...

1.1 Revisao de Calculo

Observe que
Asen(wt + ) = Acospsen(wt) + Asen g cos(wt)

= asen(wt) + b cos(wt)

onde
a= Acosp A=+Va%+1b? b
b= Aseny ¢ =tan 2 A@

a

Seja f : IR — IR com periodo T'. Vamos tentar encontrar {a; }ien € {b; }ien tais que

ft) = i a; sen(w;t) + b; cos(w;t)

1=0

o oA . .
onde w = =% (freqiiéncia angular) e w; = iw.

Lema (Relacoes de Ortogonalidade)

T
/ sen(w;t) cos(w;t) dt = 0, Vi, j
0

cos*(wot)dt = T

S—
3

T
cos?(w;t) dt = 3 Vi#£0

S—
3

T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = 0, Vi # 7,
0

T
sen’(w;t) dt = B Vi #0 sen’(wot) dt =0

S—
S

S—
S

T
/ sen(w;t) sen(w;t) dt =0, Vi # 7,
0



Prova

Considerando a primeira integral, se ¢ # 7,

T J 1 /T J 1 /T J
w;t wit)dt = - wi +w;)t)dt + = w; —w;)t) dt
/0 sen(w;t) cos(w;t) 2/0 sen(( i)t 2/0 sen(( i)t

1 cos((wi +wj)t)r+ 1 [_cos((wi —wj)t)r

2 | w; + wj 2 Wi — Wj 0
1 cos((z—l—j)Qﬂt/T)] 1[ cos((z—j)zm/T)r
2| (t+j)2m/T 2 (i —jg)2n/T |,

1 N 1 1 L1 [_ 1 . 1 1
2| (i+7)2x/T " (i+4)2x)T| 2| (i—j)2n/T " (i—j)2n/T

T T
Quando i = j tem-se 3 / sen((w; —w;)t) dt = / 0dt = 0 na expressao acima. Em relacao ao
0

produto de cossenos temos, para i # 7,

T 1 /T 1 /T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = 3 / cos((w; + w;)t) dt + 3 / cos((w; — w;)t) dt
0 0 0

1 lsen((z'ﬂ)m/T)r 1 lsen((i—j)Qﬁt/T)]T
2 0 0

(t+7)2n/T 2 (1t —9)2n/T
=0.
T 1 (T
/ cos(w;t) cos(w;t) dt = 5/ cos(2w;t) dt + = / cos(0t) d / ldt
0 0
_I
=3

T T T
/ cos(wot) cos(wot) dt = / cos(0t) cos(0t) dt = / ldt =
0 0 0

T
Os resultados para / sen(w;t) sen(w;t) dt sdo anédlogos.
0



Podemos usar as relagoes de ortogonalidade para obter os valores de a; e b; na expressao f(t) =

>0 a; sen(w;t) + b; cos(w;t). Multiplicando por sen(w;t) (para j # 0) e integrando entre 0 e 7' temos
T
/ f(t)sen(w,t) / Zaz sen(w;t) sen(w;t) + b; cos(w;t) sen(w;t) dt
0

- Zal < / sen(wit) sen(w;t) dt) + b < /0 " cos(wit) sen(w;t) dt)

T
72

de onde obtemos o T
aj; = ?/ f(t)sen(w;t) dt, V5 # 0.
0

Analogamente, multiplicando a expressao original por cos(w;t) (para jlneq0) e integrando,

T T 00
/0 f(t)cos(wjt)dt = /0 > a;sen(w;t) cos(w;t) + b; cos(wst) cos(w;t) dt

1=0

i (/ sen(w;t) cos(w;t) dt) + b; </0T cos(wjt) cos(w;t) dt)

T
2

b

de onde obtemos
b; T/ t) cos(w;t) dt, Vj # 0.

O valor de by pode ser obtido de modo andlogo, lembrando que a 1ltima integral possui valor T" quando

1 [T
T/ t) cos(wpt) t:T/o f(t)dt

O valor ay na realidade é irrelevante para a decomposigao pois aparece multiplicado por sen(w;t) =

7 =0, e assim

sen(0t) = 0, e pode ser definido arbitrariamente como ay = 0.

As equagoes que definem os coeficiente a; e b; sao denominadas equagoes de andlise, pois permitem
decompor (analisar) a fungao original como soma de fungoes mais simples, através da equagdo de sintese
f(t) = X2y aisen(w;t) + b;cos(w;t). Cada uma destas fungoes mais simples é chamada de (i-ésimo)

harménico da funcao f(t) original, possuindo a forma de uma sendide

hi(t) = a; sen(w;t) + b; cos(w;t) = A; sen(w;t + ;)

onde A; = y/a? +b? e ¢; = tan™! %



1.2 Expoentes Complexos

Podemos representar vérias fungdes que nos interessam aqui através da série de Taylor f(z) = Z anx"

n
Quando tal representacao existe, podemos obter os coeficientes a, calculando a funcao original e suas
derivadas no ponto x = 0:

f(0) = ag
=> na,2" ' = f'(0) =
n=0

0 (m)
Z (n—1)---(n—m+ Da,a"™ = f™(0) = m!am:am:fT'(O).

Assim, temos as representacoes

sen(z) = sen(0) 4 cos(0)x — @ y2 _ co0)y3 4 o — i et
? > = (2n+1)!

o] —1 2n

cos(z) = cos(0) —sen(0)x — COZ(O) x? + Soggo) B =3 (=D
- n=0 (271)'

[e.e] :L,TL
et =424 ¢ x+3,x+ :ZF

n=0 """

Utilizando a expansao de Taylor de e* no ponto x = iw (onde i é a unidade imaginéria) temos

n=0 n' n=0 n'
Observe que para n par temos i°,72,¢*,4% ... = 1,—1,1,—1,... e para n impar temos i',3,i°,i",... =
q p p b ) ) ) p p )

1, —1,1, —1,.... Assim obtemos a chamada Relagda de Euler:

[e’s) n 2n o0 n, 2n+1

w . —1)"w
_y BT C e
n=0 n=0 ( n+ )

= cos(w) + isen(w).



O ntimero complexo €™ possui como representacao Cartesiana a expressao cos(w) + isen(w). Em
coordenadas polares representamos o mesmo nimero através de seu médulo e do angulo ou fase em relagao

ao eixo real:

le| = \/cos2(w) +sen?(w) =1

@ = tan™! (ii’;é:g) = tan"!tan(w) = w

A partir da relacao de Euler podemos obter outras relagoes entre expoentes complexos, senos e cossenos:

= cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — isen(w)
ou ainda, e”™ = (e™)* (x denota a operacao de conjugacao, definida por (a + ib)* = a — ib). A partir das

expressoes e~ = cos(w) —isen(w) e e = cos(w) + i sen(w) podemos obter:

eiw + e—iw
cos(w) = —y
eiw _ e—iw
sen =
(w) 5

1.3 Série complexa de Fourier

Seja f : IR — IR com periodo T". Vamos tentar encontrar valores complexos {F), },cz tais que

f(t): Z Fneiwnt

n=—oo

ondew:%”ewn:nw.

Lema (Relacoes de Ortogonalidade)

T . - 0, sen#m
/ 62wnt6—2wmt dt — { %
0

T, sen=m.



Prova

Se n # m,

T ) T .
/ 6zwnt6—zwmt dt = / ez(n—m)wt dt
0 0

B 6i(n—m)wt T

~ liln—mw|,

ei(n—m)wT -1
i(n —m)w

cos((n —m)2m) +isen((n —m)2m) — 1

i(n —m)w
= 0.
T , T
Se n = m entao / e“rteomt dt = / ldt="T.
0 0
Podemos usar as relagoes de ortogonalidade para obter os valores de F, na expressao f(t) = Y00 F,e™nt.
Multiplicando por e~“mt ¢ integrando entre 0 e T temos
T ) T =° ) .
/ ft)e ™mtdt = / > Fpetrtemmtdg
0 0 n=-—oo
s T . .
— Z Fn/ ezwnte—zwmt dt
n=—00 0
=F,T
ou seja, para qualquer n € Z ,
1 T -
F,= = / t)e "t dt.
[
Definicao (Sintese e Andlise) As equacoes f(t) = Y00 Fpe“nt e F, = %/ ft)e ™t dt sao
0

chamadas de equacao de sintese e equagao de analise, respectivamente.

Uma propriedade fundamental dos valores F), é a seguinte:



Teorema

Prova

Como f(t) é real, temos f(t) = (f(¢))*. Além disso é facil verificar que (ab)* = a*b*. Assim,

F., = % /0 ' f(t)e “—tdt
= = [ oy ey
T/ e dt

_ (% [ rweie dt)

— F.

*

Definigao (Fungoes pares e impares)
Uma fungao f € par se satisfaz f(t) = f(—t), V
=—f (—t), Vt.

Uma fungao f é impar se satisfaz f(t)

Exemplos de fungao par e fungdo fmpar sdo cos(t) e sen(t), respectivamente. Algumas propriedades de

fungoes pares e impares de facil verificacao sao enumeradas a seguir:
Lema

1. Se f e g sao pares, fg € par.

2. Se f e g sdo impares, fg € par.

3. Se f € paregqg € impar, fg € impar.

4. Se f ¢é par, /_[;f(t)dt:Q/OUf(t)dt

U
5. Se f éimpar,/ f(t)dt =
-U



Sejam F,, = A, + 1B, e F,, = a,e"* as representacoes Cartesiana e polar do niimero complexo F),, que
estao relacionadas pelas expressoes

An: n n n — A2 B2
{ Oy, COS @ — {a \/ Ay, + by

B, = a,seny, ¢n = tan 2=

Entao a partir da propriedade F_,, = F* obtemos A_,, +iB_, = A, —iB, e também a_,e¥—" = aet—#n)

de onde segue imediatamente o resultado:

Corolario A, e a,, sdo funcdes pares do argumento n, bem como B, e p, sao funcoes impares de n.

T )
A expressao I, = % / f(t)e ™t dt descreve o espectro de uma funcao periédica através das ampli-
0

tudes e fases correspondentes aos diversos hamonicos. Seja Fl, = o, a representacao polar de F,. Entao

[e.e]
n=—oo

as parcelas F,e“nt e F_, et que aparecem na equagao f(t) = F,e*nt quando somadas, corre-

*

spondem ao n-ésimo harmonico da func¢ao f. Lembrando que F_,, = (F,)* = a,e ", temos a expressao

do n-ésimo harmonico de f:

Fnezwnt + F_nezw,nt — anewnezwnt + ane—zgpne—zwnt
— an (6i(wnt+<ﬂn) _I_ 6_i(wnt+ﬂon))

= 2a, cos(wpt + pn).
Para n = 0 o coeficiente Fj é calculado como

T ) T
Fy= %/0 f(t)e ™t dt = %/0 f(t)dt

e corresponde ao valor médio da funcao f. Este “harmonico” tem a funcao de transladar verticalmente os

demais harmonicos (que oscilam entre +2«,, e —2ay,) para a “posi¢ao correta” da funcao f.
0, 2<t< -1

Exemplo: Considere a funcao f(t) =< 1, -1 <t<1 , f(t+4)=f(t), Vt.
0, -1<t<L?2



0.5 -

TemosT:4,w:2%:%ewn:n Assim, para n # 0,

s
R

F, = 1/2 fltye "t dt = 1/1 ~hent gt
noT )W “1)af

1 <€_iw" _ 6iW7L> o 1 Sen(wn)

4 —Wy, 2w,
_ 1sen(ng)
2 ng
.2 1
e paran =0, Fy = %/ f(t)dt = 3"
-2
F,
2 1 1 T 1
15| |
\
T |
0.5 .
[ ) [ ]
O_Lg.ii.iiLii.ii
[ ) ‘ [ ]
-0.5 ‘
1 ! ! | !
-6 -4 -2 0 2



Observe que os extremos de integracao utilizados nas contas acima foram [—%, %] Qualquer periodo

completo pode ser utilizado. Observe ainda que F,, é real e conseqiientemente par (pelo corolario anterior).
Pela equacao de sintese,

F(t) = f: Fpiwnt — 1 S 16—i5%t _ 16—23%15 1oeiEt 4 T 1oeiBt _ 1€i3gt 4 1615%1‘/ .
=T s 5 3 2 3 5
e 0 n-ésimo harmonico (para n impar) é dado por
n-1 1 . . n-1 2 T
—1)77 —[e7™2! 4 M2 = (—1)"T — cos(n=t).
(1) | = (-1 cos(n 1)
1 — 0° harmonico 1 — 1° harmonico 1 — 3° harmonico 1 — 5° harmonico
0.5 | 0.5f | 1 0.51 | 1 0.5} 1
o= === = 0 | OWW ORAAANAAANAAAA
-0.5f 1 -0.5¢ 1 -0.5¢ 1 -0.5¢ 1
I S R ] N S ] N R I S R
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Definigao (fpar e fl'mpar) Seja f : IR — R; definimos as fungoes

fpar(t) = 5 [f(t) + f(=1)]

1
2

Fimpar(®) = 5 [F(6) — (=)

E imediato observar que fpar ¢ uma fungao par e fimpar é uma funcao impar. Mais ainda,

[F() + f(=t) + F() = f(=0)] = f(2).

N —

Foax(t) + Frpar(t) = 5 () + F(=1)] + 5 [F(6) — F(~1)] =

Teorema (Decomposicao em fpar e fl'mpar) Seja f : R — IR uma fungao periddica e seja {F, =
A, +iB, ez a série compleza de Fourier associada a f. Entao {A,}nez € a série complexa de Fourier

associada a fpar € {iBn}nez € a série complexa de Fourier associada a fz’mpar'

Prova

10



PO+ F(-0] =1 3 Bl 41 Y B

n=—oo n=—oo

N —

fpar(t) =

62wnt + e—zwnt

= ¥ Fn#: > F,cos(wyt)

impar—=o

o i

= > A, cos(wnt) + 1B, cos(wyt)

impar—=o

[e.e] s\ ——

= > A, cos(wyt) + iA, sen(wyt)
— Z An€iw"t,

que é a uma equagao de sintese para a funcao fpar a partir dos coeficientes {Ay}nez , 0 que
implica que esta ¢ a série complexa de Fourier associada a fpar-
A verificacao de que fimpar(t) =3 __iB,e™nrt é andloga, e fica como exercicio.

Uma conseqiiéncia imediata do resultado anterior é:

Corolario
f(t) € par <= F(n) € real e par

f(t) é impar <= F(n) é imagindria e impar

Exemplo: Considere a fungao

11



TemostQ,w:%’T:W,wn:mr. Para n # 0,

1 ! —twnt 1 ! —twnt
F, :—/ f(t)e ”dt:—/ te~tnt gt
2J-1 2 /-1

1mpar:> 0
2/ tcoswn t——/ tsenwn
1
= —i/ tsen(wpt) dt
0

[sen(w,t) tcos(wnt)] !
= — —
0

<—1>”1 e

nm

1
ParanzO,F():%/ tdt = 0.
-1

S(Fn)
1 I I T I I
\
05 | -
[ ]
| .
[ ] L [ ]
O — - 7. - - - - 4*7 - - - .7 - T ]
[ ]
‘ [ ]
05 F \ A
\
1 ! ! | ! !
-6 -4 -2 0 2 4 6

Observe que F,, é puramente imaginaria e conseqiientemente impar. O n-ésimo harmoénico de f é dado

por
’L( ) e—zrmt + Z( ) ezmrt — Z( ) [6zn7rt _ e—zrwrt] — _2( ) sen(mrt).
—nm nm nm nm

1 _1° harmonico 1 _2° harmonico 1 _3° harmonico 1 _4° harmonico
0.5¢ | 1 0.5} | 1 0.5f | 1 0.5f | 1

o =\ =\ OW AN ALAANA OANAAAAANANY
-0.5¢ 1 -0.5} 1 -0.5} 1 -0.5¢ 1

RS I N I N I R

3 -2 -1 0 1T 2 3 =3 -2 -1 0 I 2 3 =3 -2 -1 0 I 2 3 3 -2 -1 0 I 2 3

12



2 Transformada de Fourier

Quando a fungao f(t) : R — IR néo é periédica é impossivel escrevé-la como combinagao linear de uma
familia de senos e cossenos harmonicamente relacionados. No entanto, muitas vezes é possivel escrevé-la
como combinacao linear de todos os senos e cossenos que existem, utilizando todas as freqiiéncias w € IR

disponiveis:

1

f(t) = o /OO F(w)e“'dw (equagao de sintese)
T J—0

o
Para fungoes que satisfazem o critério / (f(t))*dt < oo, entre outras, pode-se provar que os valores

— o0

de F(w) que satisfazem a equac@o acima sao dados por
F(w) = / ft)e ™" dt (equagao de andlise)

Definigao Se f(t) e F(w) estao relacionadas pelas equagioes de andlise e sintese acima, denotamos esta
relacao por

£(t) — F(w).

Utilizamos as notacoes
F(w) = A(w) 4+ iB(w) = a(w)e®

para as representacoes Cartesiana e polar de F(w).

Exemplo: Considere a funcao

0.5

-0.5 -

|

[V

o — —
VBN

Para w = 0 temos F(0) = /OO f(t)e ™ dt = 7. Para w # 0:

13



e—zwt 2 2 [ews — ¢ w3
w ;W 21
-3
T T
_ 2sen(wy) _ sen(wy)
w w3
sen(ig)’T -1
w3

1.5 T T T ! | [ I

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Assim, pela equacao de sintese,

f(t) L /OO Tisen(wg)em dw.

21 J—so w

NS

Freqiientemente representamos a transformada de Fourier através dos espectros de amplitude e fase.

Neste caso,

aw) = 7 sen(w3)

w
0, se Fllw) >0

o) ={ =0
47, caso contrario.

A escolha entre 4+ na expressao de ¢(w), embora arbitréria, deve preservar a propriedade de que p(w)

é uma funcao impar.

14



x 1 1 1 4

-0.5

1 1 _ 1 1
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -40  -30 -20 -10 0 10

Teorema (Propriedades da Transformada de Fourier)
1. Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) «— G(w), 8,7 € R, entao
(Bf +79)(t) — (BF +1G)(w).

2. Conjugagao: F(—w) = F*(w).

3. Simetria:
A(w) e a(w) sao fungoes pares.
B(w) e p(w) sdo fungoes impares.
fpar +—— A(w).
f{mpar — iB(w).

f(t) € par <= F(w) € real e par.

f(t) é impar < F(w) € imagindria e impar.
4. Propriedade da Area
| syt = F(o);
/_O:O F(w)dw = 27f(0).
5. Dualidade: Se f(t) «—— F(w) entao
F(t) «— 2nf(—w).

6. Mudanca de Escala: Se f(t) «—— F(w) e 8 # 0 entdo

1 w
f(Bt) «— _F(ﬁ

o (3

15



7. Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € IR entdo

flt—7) e e ™“TF(w).

8. Deslocamento na Freqiiéncia: Se f(t) «— F(w) e wy € R entao

el f(t) e F(w — wy).

Prova
A verificagao das propriedades (1)-(4) segue os mesmos argumentos das respectivas propriedades

da série complexa de Fourier, ficando como exercicio.

5. Dualidade: Aplicando a equagao de andlise para a fungao F'(t), verificamos que sua trans-

formada de Fourier sera

/ - F(t)e ™" dt.

Trocando os nomes das varidveis ¢t e w na equagao de sintese para f(-) temos f(w) =
1 F(t)e™" dt. Deste modo,

prs

/ Y F()e ™t dt = / T R@)EC dt = 2 f(~w).

— o0 —00

6. Mudanca de Escala: Se 3 > 0, entao a transformada de Fourier de f((t) sera

/_O:O f(ptye™tdt = /_O:O f(z)e ™5 % (z = ft)

O caso < 0 fica como exercicio.

7. Deslocamento no Tempo: A transformada de Fourier de f(t — 7) é
[ e = [ e e
cer [ e
= T F(w).

16



8. Deslocamento na Freqiiéncia: Usando a equagao de sintese (transformada de Fourier in-

versa) para a funcao F(w — wy) temos

o

= Flw—wy)e“dy =~ - F(0)e'0+0t do (9 = w — wy)

2.1 Transformada do limite de funcoes

Algumas vezes nao é possivel obter F(w) a partir da definigdo, mas através de limites. Se f(t) =
limg_ g f5(t), f¥(t) «— F¥(w) para cada k e além disso existe o lim;,__x F*(w), entdo este limite corre-
sponde a transformada de Fourier de f(t), possuindo todas as propriedades da transformada obtida pela
definicao.

Exemplo: Delta de Dirac. Esta fungao generalizada (distribuicao) é definida pelas condigdes

5(t) = 0, Wt £ 0
/_Ooé(t)dtzl

sendo que o valor §(0) nao esta definido. Freqiientemente representamos esta distribui¢ao usando um vetor

com altura representando seu peso (o valor da integral na defini¢ao):

0.5 .

17



O Delta de Dirac pode ser visto como o limite das fungoes by (t) para k — 0F:

=

|

N

ok — —
SRS =

Pelo exemplo do pulso quadrado na secao anterior, juntamente com a propriedade de linearidade, sabemos
que a transformada de Fourier da fungao by(t) é

Quando k — 07, Br(w) — 1 para qualquer valor de w. Assim a transformada de Fourier do Delta de

Dirac é a funcdo constante A(w) = 1, ou ainda,

i(t) «— 1.
o(t) Aw)
2 T T T ‘ T T T 2 T T T ‘ T T T
1.5F | . 1.5 | .
1F . 1 |
0.5 J . 0.5 | .
o — — — — + — — — — o — — - — - — — — —
05} | . 05} | 1
_1 1 1 1 X 1 1 1 _1 1 1 1 X 1 1 1
-2 -15 -1 -05 0 05 1 1.5 2 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2

Pela equacao de sintese,

1 foo
o(t) / et dw

T 2r

de onde também obtemos

/OO e dw = 2m5(t).

18



Podemos definir deltas de Dirac localizados em instantes ¢ # 0 e com pesos (valor da integral) diferentes

de 1. Em geral definimos i, = Ko(t — 7), que satisfaz

5[(77—((‘,) - 0, Vit # T
/ Srr(t)dt = K.

Exemplo: Transformada do seno e cosseno
eiwot_i_efiwot

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as expressoes cos(wgt) = 5

eiwot _efiwot

5 . Para isso, lembremos que

sen(wot) =
o(t) «— 1.

Pela propriedade de deslocamento no tempo,

§(t —T) e e ™7

e por dualidade,
e e 2m5(~w — 7) = 276 (w + 7).
Substituindo 7 por —wqy e +wy obtemos, respectivamente,

iwot

e’ «—— 21 (w — wo)

—iwot

e — 216 (w — wy),

de onde, finalmente,

cos(wot) «— mo(w — wp) + T (w + wp)

sen(wot) «— gé(w —wp) — gé(w + wp)-

Espectro de cos(wot)

-2 [ Ibrr I471' 27 2T am [SF ST
Two “wo “wo w0 0 wo

wo w0 w0  wo — —wo



Espectro de sen(wot)

1 1
-2 w  _ 67w am PAS 0 27 anr [$F 3
wo wo wo wo wo wo wo wo —>

A propriedade a seguir chama a atencao para o fato de que a fungao 6(t — 7) quando multiplicada por

uma fungao qualquer f(-) preserva (isto é, amostra) somente o valor f(7).

Lema (Propriedade da amostragem) Seja f : R — R e 7 € R. Entdo

f@)o(t —7) = f(r)o(t — 7).

Em particular,

Prova

Temos f(t)0(t — 1) =0, Vt # 7 pela defini¢ao de 6(+). Por outro lado,

/ T H0s(E— 1) dt = / )2 /_ O:o =) i, dt

—00 —00 2T

= [T et e o

[e.e]

= o= F(—w)e ™7 dw

o que mostra que f(t)6(t — 7) satistaz a defini¢do de dx , com K = f(7).
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2.2 Convolucao

A operacao de convolugdo surge como resposta a seguinte pergunta: se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w),
qual € a fungio h(t) «— H(w) = F(w)G(w)?

Definicao (convolugao) Se f(t) «— F(w) e g(t) < G(w), a convolugao de f e g € definida por

(Fra)t)= [ fnyglt—)dr

Prova
Aplicando a equacao de andlise para a funcao h(t) = (f * g)(t) temos
Hw):/wumﬂmﬁ
= [ | rmgtt=ryar] e rar

:/oo / f t—T —iw(t— 7—) —iwT dT] dt

= [ ot = et a] s

= /_O:O G(w)f(T)e ™ dr

/Zf e A7 = F(w)G(w).
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Observe que a operacao de convolugao é simétrica, pois

(fo)t) = [ Fgtt=r)d

= [T 1= 09(0) (=d0) (¢ =t=7)

= [ rt-0gac
—/ ft—7)dr

= (9% f)(1).
Exemplo: Lembrando da propriedade da amostragem

f)o(t —7) = f(r)o(t — ),

temos

/_ Z FO)S(t —7)dr = /_ Z F(7)5(t — 7) dr,

e como f(t) ndo depende de T na primeira integral, f(¢) /OO ot —7)dr = /Oo f(1)o(t — 7) dr, ou seja,

o0

6y = | f@)0—r)dr = (F + 8)(0).

— o0

Disso concluimos que 6(t) é o elemento neutro em relagdo a operagao de convolugao, e também que f(t)

pode ser vista como uma somatéria (integral) das fungdes f(7)d(t —7) para todos os valores de T possiveis:

f@) = (f % 0)(1)

T ‘ T T
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Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = >0°, 8.0(t — ~,). Entdo, usando a propriedade da

amostragem,

(Fx9)t) = [ ft=m)gr)dr
= [Tst=0) (S8t =) ar
=SB ([ s = slr =) dr

= 520 ([ $E =)0 = 3n)) dr

—0o0

= Z?LO:(] 6nf(t - f)/n) ‘/_OO 5(7— - ’Yn) dr

o0

= Zzozo 6nf(t - 7n)7

ou seja, (fx*g) corresponde a somatoria de varias copias da funcdo f(t) com fatores de escala (3, e deslocadas

no tempo de ~,.

2 ORI 2 ) 2 (9
1.5} 1 15} 1 15} :
0.5} { o05f 1 os5f :
0 — == 0f— v = 1 — — ==
05 105 105 ]

A= —716¢ 5§ 10 10 T 1 6 § 10 10 % 1T 6 8§ 10

Lema (Convolugao na freqiiéncia) Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo

W(t) = F(t)g(t) — H(w) = ——(F % G)(w).

:27r

Prova

Exercicio.
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3 Transformada de Fourier Discreta

Dado N € IN, considere a familia de nimeros complexos

{em% |n:0,1,...,N—1},

: 2 : 6
6127r§ — 67127r§

: 1 ; 7
6127r 5 67127r g
; 7
6127r 5

o1
— 67127"5

T
que divide o circulo unitario em N partes iguais: L .
ei27r% _ e—iQﬂ—% ei2mg — —i27g

. 6 : 2
6127r§ — 67127"5

Vamos verificar que a familia de fungdes (de n) {ean% l¢g=0,...,N — 1} possui uma propriedade de
N-—

1

ortogonalidade em relacdo ao produto interno em €V definido por (a,by = Z apby. Para simplificar a

. . , Ciond
notacao, vamos utilizar o stmbolo W = e~®7~ de tal forma que

Wk — e~27%
Lema (Relagoes de Ortogonalidade)
N, seq=rm.

=l 0, seq#r
} : ”r—qk(ur—rk>* )
k=0

Exemplo: Considere N =5, g =2 e r = 3. Entao, para os vetores

k=0

W =W =w-6

WO WO WS — W72
W—2 W—3
WO
a=| W™ e b= | W6 T
w6 w—?
W2 — W78
i w8 | L W12 | Wl = Wb — -4
temos
(a,0) = WWO+ W2W2 + W WO+ W W2 + WBWR =1+ W+ W+ W3 + W' =0
e
(a,a) =WWO4+W2W2 4+ WA W+ WO WO+ WS =1+1+14+1+1=5

Prova
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Se q #,

N-1 ~1 1 — (W—lemm)N
—qk —rk\x __ —(g—r)\k _
SRy = > W =

IR (50 A
Tl —w-am T 1wl

=0.
Por outro lado,
N-1 N-1 N-1
SN WTHEW ) =3 (WO => " 1=N.
k=0 k=0 k=0
Seja f = (fo,..., fn—1) € RY. Vamos tentar encontrar um vetor complexo F = (Fy,..., Fy_,) € €V
tal que
1 = 227rk£
N Z v

Usando as relagoes de ortogonalidade, podemos obter os valores de F),, multiplicando a expressao acima

por e —2mmy o somando em relacao a variavel k:
N-1 X N-1 /1 N-1
—1 £ n — £
Z fke 2rm ( Fnez27rk )6 227rm
k=0 k=0 n=0
1 N-1 N-1
. F 6@27rn 227rm
n
N n=0 k=0
1
ou seja, paran=20,...,N — 1,

N-1 ) N
Fn — Z fke_lzﬂnﬁ-
k=0

n

Definigao (Sintese e Andlise) As equagdes fr = ~ S0y F,e*™ % e F, = Y0 fre 2™ sdo chamadas
de equacao de sintese e equacgao de analise, respectwamente. Representamos esta relagao por (fo, ..., fn-1) <
(Fy,...,Fn_1) ou simplesmente f «—— F. Utilizamos as notacoes F, = A, +iB,, = a,e™" para as repre-
sentacoes Cartesiana e polar de F,.

Lema (Propriedades da Transformada Discreta de Fourier)
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1. Linearidade: se f F,gq G, B,v € R, entdo
Bf +79 < BEF +1G.

2. Periodicidade:
As funcoes f: Z — R e F:Z — C definidas pelas expressoes

R
f(k’) - Z Fnez27rkﬁ
N n=0
e
N-1 o
F(n) — Z fke—z27rnﬁ
k=0
sao periodicas com periodo N.
3. Conjugagao: F_, = F.
4. Simetria:
A, e« sao funcoes pares.
B,, e p, sao funcoes impares.
fpar < Ay.
fz”mpar 1By,
f(t) € par <= F, € real e par.
f(t) é impar < F, € imagindria e impar.
N—1 1 N-1
5. Propriedade da Média: Z fr=F e N Z F, = fo.
k=0 n=0

6. Dualidade: Se f «— F entao
F<—>N(f0>f—1>f—2--->f—(N—1))-
7. Deslocamento no Tempo: Se f «— F em € Z entao

(f_m, fl—ma ey fN—l—m) — (WOF(), WmFl, W2mF2, ooy W(N_l)mFN_l).

8. Deslocamento na Fregiiéncia: Se f «—— F em € Z entdo

(W0f07 Wmfh W2mf27 ceey W(N_l)mfN—l) — (Fm7 fl—l—mu ) fN—1+m)-

Prova

Exercicio.
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3.1 Transformada Rapida de Fourier

O método direto de calculo da transformada discreta de Fourier a partir da expressao

N—-1 o N-1
Fn:kae—mwnN:kawkn’ n=0,... N-1
k=0 k=0

utiliza N? produtos entre niimeros complexos e N(N — 1) somas, possuindo assim complexidade com-
putacional O(N?). O método FFT (Fast Fourier Transform) permite obter o mesmo resultado em tempo
O(Nlog N).

Comecemos com alguns exemplos pequenos. Considere N = 2; neste caso a expressao da transformada
Jo+ fi

B wo wo fo B
ywe Wt A | fo- A

Ou seja, sao necessarias apenas duas operagoes aritméticas. Se N = 4 podemos escrever

de Fourier fica
Fy
Fy

F, wo wo wo wolT f we  we  wo  wolT f
Fo| | we wh w2 we | A W Wt W WA
Fy | | WO w2 wt wé || f | | WO WO WO WO | fy |
Fy WO W3 WS WO || f WO —wl o —wo Wl || fs

onde a tultima matriz foi obtida pela propriedade de circularidade dos valores W"™. Esta matriz pode ser

fatorizada como segue (por enquanto nao pergunte como...)

wo o wo o wo  wo 100O0][We Wo o o we o WO 0
wo Wl —wo —w'| |00 10||W W 0 0 0o wW° o WO
wo —wo WO —w°| |0 100 o 0 w° w! woe 0o —-w° 0
wo —wl —w°  Ww! 0001 0o 0 W° —wt 0o wWo o —Ww°

Isso mostra que F' pode ser obtido em trés etapas, calculando-se

5 we o W' 0 fo fo+ fo
Dl oo w0 WO A | Ath
S w0 —we o |l | fo—fo |
5 0 We 0 —W°] | f fi—fs
) we w0 0] [ f fo + 1Y
@) W W o 0 0 1) _ )
DT 0 0w oWt || W w Y
2 0 0 Wwo —_wt M 0y 0
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e finalmente

Fy @
R _ |8
B
Fy 37

Observe que as duas primeiras etapas correspondem a N operacoes aritméticas cada, e a ultima etapa ape-
nas rearranja os elementos do vetor. Freqiientemente indicamos as operacoes acima através de diagramas,
com setas indicando parcelas nas expressoes e indices nas setas indicando multiplicadores. As expressoes
acima seriam representadas como:

n f=r0 F F@ F

Vamos ver a seguir que o método FFT geral para N = 27 calcula o vetores fI, ..., (@ intermedidrios,
cada um a um custo O(N), e obtém o resultado final rearranjando os elementos de f(®). No total, 0 método
utiliza O(No) = O(N log N) operagoes aritméticas.

Para entender o modo como os vetores intermediarios sao calculados, considere a expressao da transfor-

mada discreta de Fourier, onde vamos substituir n e k por suas representagdes bindrias n = (ny,_1,...,n0) =

o2 e k= (kooy,... ko) = X720 k;2

1 1 o—1_ i o—1, o
Fowromy =3 3 - Z Fooms ok ( i=0 "J”)(Zj:o ’“ﬂ]), n; =01, j=0,... 0—1

ko=0 k1=0 ko—1=0

Utilizando a propriedade W& = W?” = 1, podemos simplificar o expoente de W na expressao acima:

(gnjzj) (:z:j_: kaj) Z_j (Z nl2’+ﬂ>

7=0
o—1 [fo—1—j '
S i I
j=0 \ =0
de onde podemos escrever
! ! ! 1 1 2 1 2 0
ko (n 297 +np2°~ )k —2 (TLU,12‘77 +ng_229 " “+---+ng2 )ko
Fn =2 2 2 L1 U S R 1
o —1;--+,T0 (k)o-,h...,k‘o) :

ko=0 ko_2=0ks_1=0
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Observe que a expressao central (indicada pela chave) depende dos valores ng e ky_o, ..., ko (a variavel k,_4
estd atrelada & somatoria, percorrendo os valores 0 e 1). Definiremos assim um vetor f(1) € C” indexado

por (ng, ky_2, ..., ko) pela expressao

1 n 071]60-7
f((n())7k0727, k Z f(kU kg —2,....k O)W o2 1'

ko—1=0

Percorrendo a férmula de F, de dentro para fora observamos a expressao seguinte como

—1,.--,10)

(n12"71+n02‘7*2)k072
Z f(n(), ko—2,ks—3,.. JfO)W

U 2= =0
que depende dos valores ng, nq € k,_3, . . ., ko (a expressao nao depende de k,_s que estd ligado a somatdéria).
Assim podemos definir outro vetor f@® € €Y indexado por (no,n1, ky—s, ..., ko) pela expressao
(2) 20‘71_’_ 20‘72 ko
f(n07n17k50'737- ki Z fno7 ko—2,ko— :a---JC(J)VV(n1 " ooz,

ko —2=0

Podemos continuar definindo estes vetores de maneira andloga; na v-ésima etapa teremos a expressao

)

1
() (v—1) (ny—12°"14n, 929724 4027 " )ky_,
f(n07~~~7n1/727n1/71Jfofuflw ok Z fn07 My — 27k071/7k071/717---7k0)W

ko_1,=0

que depende explicitamente de ng,...,n,_1 € ky_p_1,...,ko (ky—, estd ligada a somatéria). A expressao
acima define a expressdao de o vetores intermediarios f0), f) ... @ (considerando o vetor f original

como f©). O tltimo vetor

Z f(o 1 W (o127 4ng 22772 400 20)ko

f(n():---ynon:no 1) (no,...,no—2,k0)

ko=0

possui indices (ng, . .., no—1) que correspondem aos bits do vetor Fi,,,_, .. n,) invertidos de posi¢ao. A tltima

etapa do processo, que corresponde a atribuicao na expressao de Fi,, _, . o), ¢ simplesmente

_ ¢
F(no-,l,...,n()) - f(’no,...,ngfl)

que por esta razao é denominada de etapa da inversao de bits.

A expressao

Z f(u 1) W(n,,,l2"*1+nu—2gf2+---+ng2"*”)kgfy

-f(n(),...,nl,,g,nl,,17kg,V71,. 7 n07 SNy — 27 o— V7ko'71/717---7k0)

o' IJ_O

pode ser melhor compreendida ao abrirmos a somatoria substituindo os valores de k,_,:

(V) _ (V_l) (V 1 nl,712"*1+ny,22"*2+m+n02"*”
f(n07~~~7n1/ 2Ny 1yko v—1,-- kO) - f(n()r“:nuf%(]ykofuflv' 7 +fn07 My — 2717ko v—1,-- 7k0)W :
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Considere os valores n,_; = 0 e n,_1 = 1 na expressao acima. Observando que

W(l)Z"*l+n,,722"72+"'+n02“7” _ chrflW(O)Zcrfl+nV722072+...+n0207u
_ W%W(0)2o’71+n1’*22o—72+'”+n02071/

_ _W(0)2071+n1/722072+'”+n0207V

Y

podemos escrever o par de equacoes

(V) _ (V_l) ny,22"72+---+n02‘77”
f(no,...,an,O,kafufl,~~~,k0) - f(n07~~~7nu7270,k57u71,. Hk + f(no, Ny—2,1 ke _1,...,k o)W
f(V) — f(V_l) _ f(’/_l) Wnl,,22‘7’2+---+n02"’1’
(no,sny—2,1,ko—1—1,...,k0) (n0,..yny—2,0,ko—1—1,...,k0) (0, nu—2,1,ko—1—1,...,k0)

ou equivalentemente, substituindo a representacao binaria pela decimal,

fw = fr=b 4 f +2[, L Wplm) para qualquer m da forma
ffril_?_?:rfu = fy(yllj_l) - fm+2o' qu m = (m0—17 cee 7m0'—(l/—1)7 07 mo’—(l/+1)7 v 7m0)2
onde o expoente p(m) é calculado a partir de m = (m,_1, ..., mp)o através das operagoes
o—v bits
. . . HH
1. deslocamento para a direita de o — v bits: resultado= (0,...,0,ms_1,...,My_1)2;
o—v bits
. ~ ~ . —N—
2. inversao da representacdo em o bits: resultado=(my_,,...,my_1,0,...,0)s.

Pela simetria das equacoes acima, o par de valores
1)
(f v—1) f(V - V)

recebe o nome de par dual em relacao a etapa v do FFT. Note que a distancia entre indices dos elementos
do par dual é de

o—v 27 N
20 = =
2v 2v
Observe ainda que para todos os valores de m da forma m = (m,_ 1, e M (=1), 0, M (41), - - -, M2

1) . N .
os valores f—1 f(y+20 , 86 aparecem nas expressoes de f\) e fm 90—v- Isso mostra que o cdlculo de

todas as etapas do FFT pode ser feito em um tnico vetor em €, guardando os valores das expressoes
v—1 (v-1) m L e aF T v )

fr=b e I +2(,,VWP( ) em varidveis auxiliares antes de efetuar as atribuicoes em f) e ooy (apenas

uma variavel auxiliar é estritamente necessaria se as atribuigoes forem executadas na ordem contraria a

indicada acima).

Para efeito de ilustracao, as trés etapas do FFT para N = 8 teriam um diagrama como segue:
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3

f= o @ £® F

.

JAVAN .
L

N

) —w2
WS
7 -

-1 —-Ww? -w3

Exemplo: Considere o vetor f = f(© = (1,0,1,0,1,0,1,0) € R®. Sua transformada de Fourier discreta

pode ser calculada com auxilio do diagrama do FFT acima:

f=f0 fo @ @ F
(1] [ 2] [ 4] [ 4] [ 4]
0 0 0 4 0
1 2 0 0 0
0 0 0 0 0
— — — —
1 0 0 0 4
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
| 0 | 0 | 0 | 0 | 0
Lembrando da equacao de sintese da transformada discreta de Fourier
e L
FEN 2 )
observamos que o vetor original é construido a partir das fungoes periddicas
0N cos(2m-0- %) sen(2m-0- &)
1 LN 1 cos(2m-1- %) N Zi sen(2m-1- %)
N : N : N :
e (IN=D cos(2m(N-1)%) sen(2m(N-1)7)
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paran =0,..., N — 1. Em particular, no exemplo anterior,

fi = <4 +4 <cos(27rk:%) + isen(27rk%))>

| —

1 1 '
= — + —cos(km) + %sen(lm)

2 2
1 1
:§+§cos(k7r)
ou ainda,
F o
2 2
1
5 0
1 1
2 2
1
= 0
F=111+|1
2 2
1
3 0
1 1
2 2
1
2] [0

Considerando que Fn_, = F_, = F*. e representando F,, = «,e"", podemos escrever o n-ésimo
n? )

harménico h" (paran =1,2,..., % — 1) como
]. ; n ]_ . N—n
N — _Fnez27rkﬁ 4 _FN_n€227rk ~
OON N

1 ion 2Tk —ipn 12Tk =3

:Nane "e N 4+ ape e N
1 1(2mk = +on) —i(2mk % +¢n)

:—an(e N e N“’”)
N

2
= 5% cos(27rk:% + ¢¥n).

As freqiiéncias utilizadas nesta decomposicao sao claramente
{ 0 1 N — 1}
NN TN .
N—1

Quando n = 0 temos Fy = Z fr. Paran = %, pode-se provar que F% ¢é sempre real, e assim pn = 0
k=0
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(verifique!); assim o &-ésimo harménico é

1
= yoy cos(k).

Considere agora que as N amostras correspondem a um sinal amostrado a taxa de R Hz. Entao a
duragao de todos os vetores acima ¢é de % segundos. Em particular, todas os harmonicos utilizados na
decomposicao terao seus comprimentos de onda divididos por R ou, equivalentemente, suas freqiiéncias

multiplicadas por R. Isso mostra que neste contexto as freqiiéncias da andlise sao

0 R (N-DR).
N7N7"’7 N )

outro modo de verificar isto é considerar que se f; corresponde ao valor da func¢ao f(¢) no instante ¢ = %

entao pela equacao de sintese
k ]_ N-l . n ]_ . nR k
A Fn 2rky . Fn 227T(W>(E>.
/() = 2 s =y G e

Assim, se nosso exemplo fosse de um trecho de dudio amostrado a taxa R = 8000Hz, entao o espectro

teria uma resolucao de 1000Hz e poderia ser representado como abaixo
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-1 ] ] ] i ] ] ] ]
-4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Observando que F_,, = F7, poderiamos omitir a parte negativa do espectro sem perda de informagao.
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