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Propriedades de fun¢des trigonométricas

Uma funcio senoidal pode ser vista como a projecdo de um
movimento circular uniforme:

1 coordenadas cartesianas coordenadas polares
) 20 2(t) = |:A cos(wt + ga)} _ { magnitude = A
Asen(wt + ¢) fase(f) = wt + ¢
A C
0 cosﬂzg senﬁz% tan0:%
B X =
cos® § +sen?f = ﬁ—: + %:
_ B*tc?
A2
= 1(Pitagoras)
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Representacdo de fungdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
temos
Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(p) + Acos(wt)sen(yp)
ou ainda
Asen(wt + ¢) = asen(wt) + bcos(wt)

onde a = Acos(p) e b = sen(yp).

@ Ou seja, qualquer senoide dada por uma amplitude A e uma
fase inicial ¢ pode ser expressa como uma combinagcdo de um
seno e um cosseno (de mesma frequéncia e fase 0).
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Representacdo de fungdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representagdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

a= Acos(p) a% + b* = A? (cos(p) + sen(y)?)
{ ’ = b _ Sen(y)
b = Asen(yp) 2= o) = tan(y)

Ou seja, x(t) = Asen(wt + ) se definirmos

b
A=+a>+b?> e ¢ =arctan <a>’
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Coordenadas Polares e Cartesianas

@ Isso mostra que as representacdes de senoides em coordenadas
polares (A, ¢) ou cartesianas (a, b) sdo equivalentes:

Asen(wt + ¢) = asen(wt) + bcos(wt)

onde
a= Acosyp
b = Asenyp
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Nameros complexos

o A unidade complexa é definida a partir da equagdo x> +1 =0,
que n3o admite solucdo em IR, porém a hipdtese de existéncia
de uma solugdo fora da reta real ndo é inconsistente (ndo gera
contradi¢do).

@ Postula-se assim uma solucdo denotada por i que satisfaz
i> = —1 (de onde segue também que
(=i = (=)(~i) = i? = -1).

@ Nameros complexos tém a forma x = a+ bi onde a,b € R, e
obedecem aos mesmos axiomas que os nimeros reais em
relacdo as operacBes elementares.
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Relacdo de Euler

A Relagcdo de Euler
e = cos(w) + isen(w)

explicita a representacdo Cartesiana do namero complexo e'“, que
em coordenadas polares é dado por

lei| = \/cos?(w) + sen?(w) = 1

/e =tan~! (sen(w)) =tan ! tan(w) = w

cos(w)
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Outras re|a<;6es entre expoentes complexos, SENOS € COSSENOS

e—iw _ ei(—w)
= cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — isen(w)
ou ainda, e~ = (e/“)* (x denota a operacdo de conjugacio,
definida por (a+ ib)* = a — ib). A partir das expressdes
e”™ = cos(w) — isen(w) e e’ = cos(w) + isen(w) podemos obter:

eiw 4 efiw eiw _ efiw

cos(w) = 5

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fungdes Trigonométricas
Expoentes Complexos

Mensurag3o de espectros Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier
Interpretagdo de Espectros Discretos

Relagdes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relages trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio
sen(a-+ b) = cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

ia jib_ _—ib ia__ —ia _ib .—ib

_ efqeia P _e e—e eP+e
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 5; + 5; 5
. (eia_*_efia)(eib_efil:)_'_(eia_efia)(eib_'_e—ib)
- 4i
ia | g—iaygib_ —iagib_(gia | o—iayg—ib | jia —ib | jia ib_  —ia -
_ (e""+e ™ ")e e e (e""+e e P +te +e'e®—e"¥e
- 4i
_ elaelbie—ia —lb+elaell: e—iae—ib
- 4i
. ei(ath) _ g—i(ath)
- 2i
= sen(a+ b)
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Relagdes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

: cos(a)

cos(a+b)
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Relagdes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia —ia ib —ib
cos(a) cos(b)= w (e+27€)

: cos(a)

cos(a+b)
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Relagdes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia —ia ib —ib
cos(a) cos(b)= w (e+27€)

: cos(a)

(ei(a+b)+e—i(a+b))+(ei(a—b)+e—i(a—b))
2 cos(a+b)

N
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Relagdes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia_|  —ia ib. _—ib
cos(a) cos(b)= w (e+27€)

: cos(a)

(ei(a+b)+e—i(a+b))+(ei(a—b)+e—i(a—b))
2 cos(a+b)

N

= %cos(a +b)+ % cos(a — b)
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Raizes Complexas da Unidade

Dado N € IN, considere a familia

de nimeros complexos Lt ot
i 1 -1= 1= giznd _ —iand
{e’2”qN q:O,l,...,N—l}, ;
piznd _ —iznd ei2n g _ gmi2ng
que divide o circulo unitario em T it

N partes iguais:
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Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcées
fo(k) = ™% g ke {0,...,N—1}
é ortogor}val 1em relacdo ao produto interno em €V definido por
(a,b) =) axbj.
k=0

L . . . opd
Para simplificar a notacio, vamos utilizar o simbolo W = ¢>™n de
tal forma que

(WK = Wk — &2man — £ (k).
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RelacGes de Ortogonalidade

fo(-) L £:(), Va#r

Ifql? = M.

ou, equivalentemente,

=
R

Py 0, seq#r
qu(Wk) N seq=r.

>
Il
o
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Exemplo:

Considere N =5, g =2 e r = 3. Entdo, para os vetores

WO WO
w2 w3
we we
W8 W12

temos (a, b) = WOWO + W2W—3 + WAW 6 4 WOW—99 + WBW—12 =
I+W w24+ W34+ Ww4=0
e
(a,a) = WOWO - W2W 24 WAW A4 WOW O+ WBW 8 =1414+1+1+1=5
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Prova das Rela¢des de Ortogonalidade

Seq#r,

N—-1 _
B 1— (Wla—mN
gk rkyx (g—r)\k _
DWWy = 3w = e
1— (whya-n 1-1

1— wl—-rn — 1-—wla—n

Por outro lado,

=
-

N—-1
WKWy =S (WO = ZI_N [ |
k=0

>
Il

0
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Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seja f = (fo,...,fn—1) € IRV, Vamos tentar encontrar um vetor
F=(Fo,...,Fn_1) € CN tal que

1 N—-1 )
o= gy 2 FreH

Usando as relacdes de ortogonalidade, podemos obter os valores de
F, tomando o produto interno de f pela exponencial complexa

fa(-)-
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Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T _ H n k
Multiplicando f, = % Z,’Yzol Fne?™ n por e 2™™n e somando em
relacdo a variavel k:

N-—1 k N—1 1 N—-1 A
B B n .
2 : f-ke—127rmﬁ _ < 2 : Fne'z”kﬁ e—l27rmﬁ

k=0 k=0 n=0
N—-1 N—1
—_ l Z ( el27rnN 67127Tm k >
N
n=0 k=0
1
= Fmh.

; k
ouseja, paran=20,....N—1, F, = Z fke—l27rnﬁ
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Sintese e Analise

N—1
2wk l27rn =
= N =
As equacdes fi, = N E Fre e F,= kg 0 fre sdo

chamadas de equacao de sintese e equacdo de analise,
respectivamente. Representamos esta relacdo por
(fo,...,fy—1) «— (Fo,..., Fny—1) ou simplesmente f «— F.

Utilizamos as notacdes F, = A, + iB, = a,e'?" para as
representacdes Cartesiana e polar de F,.
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Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 3,7 € IR, entdo
Bf +~vg «— BF +~G.

@ Periodicidade:
As funcdes f : Z —) IR eF:Z —C definidas pelas

expressdes f(k Z Fne?™ n e F(n Z fre —i2mny;
sdo periédicas com perlodo N.
N—1 =
o Propriedade da Média: k}% f="Foe 1 O Fo=fo
= n—
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Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugagdo: F_, = F.

@ Simetria:
A, e ay sdo funcdes pares. fpar <— An.
B, e ¢n sdo funcdes impares. fimpar —— iB,.

[ON

par < F, é real e par.
impar <= F, é imaginaria e impar.

F(t)
F(t)

[ON

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Expoentes Complexos

Mensurag3o de espectros Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier
Interpretagdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

@ Dualidade: Se f «— F entdo
F+— N(fo, ffl, f,2 ey f—(N—l))-
@ Deslocamento no Tempo: Se f +— F e m € Z entdo

(Fomy fimmy ooy fN1—m) < (WOF, WM F, W2 Fy, . WIN=DmEy ),

@ Deslocamento na Frequéncia: Se f «<— F e m € Z entdo

(WO, Wi, W2m o, WIN=IM ey Y s (Fomy frems - -+ FN—14m)-
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Custo Computacional da DFT

O método direto de calculo da transformada discreta de Fourier a
partir da expressio

N—-1
Fo= fe 2 =3 W " n=0,...,N-1
k=0

utiliza N2 produtos entre nimeros complexos e N(N — 1) somas,
possuindo assim complexidade computacional O(N?).

O método FFT (Fast Fourier Transform) permite obter o mesmo
resultado em tempo O(N log ).
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Método Recursivo para a DFT

A ideia simples do calculo da DFT por recursdo reside em considerar
N = 28 e particionar o vetor f = (fy, f1,...,fy_1) em duas partes:

fpoar = (fo, 2, .. ., fn—2)

fimpar = (fla f37 SRR fN—l)

e calcular separadamente as DFTs de cada um destes vetores,
combinando os resultados.
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Divisdo e Conquista

. k
Note que F, => fie 2w

. k . k
— Z fk67’2ﬂ—nﬁ+ Z fkeleTrnN

k par k impar
N/2-1 N/2—1 2k
—_ Z f2k67'2ﬂ—n + Z f2k+1e i27n2
k=0
N/2*1 N/2 1

k
—i27 —_i2 —i2Tn s
E fparke N/z +e! 7-rn E f;mpal’ke N2

FFT(foar)n + € 27" 8 FFT (fimpar)n
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Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs s3o periédicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) 2C(N/2) + aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) 4+ 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN

23C(N/23) + 3aN

24C(N/2%) + 4aN

=2BC(N/2B) + BaN
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“Bins” da DFT e frequéncias reais

1 o
Retomando a equagdo de sintese f[k] = — Z F,e?mnk
N
vemos que as funcdes elementares sio dadas por
gn[k] — ei27rﬁk7

ou seja, uma exponencial complexa com frequéncia &, = 2
radianos por amostra.
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“Bins” da DFT e frequéncias reais

Para relacionar isso com o tempo, temos 1 amostra = % segundos,
de onde as frequéncias equivalentes em rad/seg e em Hz sero

wp = RO, = 27rR£ rad/seg

N
wn_ £
.Fn %— NHZ
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“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)

R _ R _R NR R :
07 N,2N,3N, PPN EN = i(NquISt),
N R N R R R
Gy =0 Py W=y =
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DFT e componentes senoidais

Podemos escrever equivalentemente

N_q hn[k]
1 \ 2m H N—n
flk] = N Fo + F/\//g + Z F,,e’ZWNk + F,\Fnﬁ,'27r ok
n=1
onde F,, = ape’#n e
[ n ; —n . . n . 3 n
hn[k] = Fnel27rﬁk + F:el2ﬂ'Wk — anelw”elzﬂ'ﬁk + ane—up,,elZTer

—a, (ei(zﬂﬁkwn) I e—i(zwﬁkwn)) — 20, cos(2m Lk + o).
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Mensurag3o de espectros

DFT e enjanelamento

E importante entender o que acontece quando computamos o
espectro de um “recorte” de uma funcdo senoidal. Pelas equacdes
de andlise e sintese o recorte serad “interpretado” como um periodo
de uma funcdo que se repete a cada N amostras:
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DFT e enjanelamento

Assim o espectro mostrard uma combinagdo de componentes que
represente o sinal z[k] = x[k] - w[k] onde

1 se0<k<N-1
W[k]_{ 0 cc.

Teorema da Convolucgdo: xy «— %X * Y onde
N—1

(X5Y)n=> XnYn-m.

m=0
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Enjanelamento e convolugdo

Seja z[k] = x[k] - y[k]. Entdo Z[n] sera dado por

N—-1

N-1
Z[n] = Z z[k]e‘”’“’% = Z X[k]y[k]e—iQTrn%

k=0

1 1= | i
_ N XmeIZWk% N Z Y/€’27rkﬁ e_’27mﬁ
=0
N—

ik
._.o

il
o

0

1 N— ,
; m+l—n

== Xm I27Tk N

23
Hn
L

[~

=
Il
o

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Expoentes Complexos

Mensurag3o de espectros Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Enjanelamento e convolugdo

(m+1—n=0)?N:0

1 N—-1N-1 N—-1 ' .
Z[n] = Z XmYl Z elZﬂ'kT
m=0 /=0 k=0
1 N-1
= N Z Xm Ynfm
m=0

Uma verificagdo bem parecida vale para os espectros de sinais x|[k]
e y[k] em tempo infinito.
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Enjanelamento e convolugdo

No caso da janela quadrada, o espectro do sinal desejado é
convoluido pela fun¢3o sinc:

sen(wy)

w3

T=1

Exemplos em Pd.
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Dualidade e teorema da convolucdo

Pela dualidade da tranformada de Fourier, devemos esperar um
resultado analogo para a convolucio de sinais no dominio do tempo:
Teorema da Convolugdo (2): x xy «+— XY.

Seja z[k] = (x x y)[k] = Z,'yq;(l) XmYk—m- Entdo Z[n| sera dado por

N—1 . N—-1 /N—-1 .
Z[n] — Z z[k]e7127rnﬁ — Z Z XmYk—m e7127rnﬁ
k=0 k=0 \m=0
N—-1 N—1-m ,
— Z Xme—l27rn% Z y/e—l27rnﬁ
m=0 I=—m

N-1 ) ,
=X[n] | > ye™?™™n | = X[n] - Y]n].
=0
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Convolucdes circular e linear

A expressdo (x x y)[k] =Y, XmYk—m pode ser interpretada de
duas maneiras diferentes e Gteis:

@ No contexto de sinais discretos e de tempo finito, onde os
vetores representando sinal e espectro sdo implicitamente
periédicos, a expressdo acima é computada como

N—-1
(X * Y)[k] = Z XmY(k—m) mod N

m=0

e é chamada de convolucio circular, para a qual vale o
teorema da convolucdo recém-demonstrado.
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Convolucdes circular e linear

@ No contexto de sinais de tempo infinito (x[k], k € Z ), a
convolucdo, chamada linear, admite a forma

(X*y [k] Z XmYk—m

m=—0oQ

e satisfaz um teorema similar;

@ Sinais de tempo finito podem ser interpretados como sinais de
tempo infinito (com y[k] =0, Vk #0,1,..., N —1). Essa
interpretacdo é atil para estudar filtros aplicados a fluxos de
audio (x[k] & um sinal de durag&o indeterminada e y[k] é um
vetor finito de coeficientes do filtro).
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