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Parte A: Ortogonalidade, Projegoes ‘

Exercicio 1 Seja V' um espaco vetorial com produto interno ( | ). Seja Vj o subespago vetorial de
V gerado por {vi,ve,...,v,}, isto é,
Vo = L({v1,v2,...,vn})
= {v=oov1 + vy + -+ apu, | a1,09,..., 0y € R}
Mostre que u é ortogonal a Vj se e s6 se u é ortogonal a v; para j =1,2,...,n.

Exercicio 2 Considere os pontos A = (1,2,1) e
B = (1,4,3) de R?, e os vetores i = (1,1,1) e ¥ = (2,2, 3) de R?.
Determine:

(a) a equagao vetorial do plano I' que passa por A e é paralelo aos vetores 4 e .
(b) a equagao vetorial da reta que passa por A e por B.

(c) a equacao vetorial da reta que passa por B e é perpendicular ao plano I

Exercicio 3 Considere R® com o produto interno usual.
Sejam W = (2,2,4,1,0) e 7= (5,4,6,8,10).

(a) Calcule a projegao de 7 na diregao de .
(b) Calcule a projecao de 7 no hiperplano (subespago vetorial de dimensao 5 — 1 = 4) ortogonal a .

Exercicio 4 Considere R’ com o produto interno usual.

Sejam o= (1,1,2,1,1), v=(2,3,4,—-2,-3), e 7= (5,4,6,8,10).

Calcule a projecao de 7 no subespaco vetorial gerado por « e ¥, ou seja, calcule a melhor aprox-
imagao de 7 da forma 7 = ai + b/, pelo Método dos Minimos Quadrados.

Exercicio 5 Em R* considere o hiperplano 7 de equacao geral 3z — 2y + 4z +w = 12 e a reta R de
equagao vetorial (z,y,z,w) = (2,1,3,2) + t(a, 8,7,0), t € R, onde (o, 8,7,6) # O.

(a) Determine um vetor unitdrio («, 3,7,0) de forma que a reta R seja ortogonal ao hiperplano 7.
(b) Escreva a equacao vetorial do hiperplano 7.

(c) Determine duas retas paralelas a m que passem pela origem e sejam ortogonais entre si.

’ Parte B: Gram-Schmidt ‘

Exercicio 6 Ortogonalize a base B = {(1,1,1),(2,3,0),(5,0,0)} de R? usando o Método de Gram-
Schmidt.

Exercicio 7 Considere V = P3(R) com o produto interno
(p]q)=p(=1)a(=1) +p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).
Seja B = {vg,v1,v2} a base de V em que vo(t) = 1,v1(t) = t,v2(t) = t2.
Aplique o Método de Gram-Schmidt na base B para obter uma base ortogonal de V.



’ Parte C: Melhor Aproximacgao / Método dos Minimos Quadrados ‘

Exercicio 8 Considere o espago vetorial V' = P3(R) dos polinomios de grau < 3 com o produto
interno
(pla)=p(=1)q(=1)+ p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

Seja Vy = P1(R) o subespago vetorial de V' dos polindémios de grau < 1.

Seja p o polinémio definido por p(t) = t3 — t.

Ache a melhor aproximacao de p em Vj (isto é, aproxime p pelo Método dos Minimos Quadrados
por um polinémio de grau < 1 usando o Método dos Minimos Quadrados, segundo o produto interno
dado).

Exercicio 9 Considere o espago vetorial V' = May2(R) com o produto interno
( H | K ):= hiiki1 + 2highia + 3haiha1 + 4hiohas. Seja Vo = MSax2(R) o subespagco vetorial de

V' das matrizes simétricas 2 x 2. Ache a melhor aproximagao de A = ( ) em V).

’ Parte D: Mudanca de Base ‘

Exercicio 10 Considere as bases de R3
B=1{(1,2,1), (3,1,1), (1,-2,1)} eC={(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)}.

(a) Ache a matriz de mudanga de base da base B para a base C.
(b) Ache as coordenadas de v = 5(1,2,1) +7(3,1,1) + 9(1, —2,1) € R3 na base C.

Sugestao: Ler resumo sobre matriz de mudanca de base.

’ Parte E: Subconjuntos Especiais ‘

As proposicoes citadas nesta parte estdo no texto “notas-de-aula-Subconjuntos_Especiais”.

Exercicio 11 Prove a proposicao 1 Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.

Exercicio 12 Prove a proposi¢ao 2 Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.

Exercicio 13 Prove a proposicao 3 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.
Exercicio 14 Prove a proposicao 4 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.
Exercicio 15 Prove a proposicao 5 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.
Exercicio 16 Prove a proposicao 6 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.
Exercicio 17 Prove a proposicao 7 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.
Exercicio 18 Prove a proposicao 8 das Notas de Aula sobre Subconjuntos Especiais.

Exercicio 19 Seja V = C(R) o espaco vetorial das fungdes continuas em R. Em cada item, decida
se o conjunto dado é ou nao um subespago vetorial de V. Justifique sua resposta.

(a) U={veV [J(t)+2v(t) =0, Vt € R}.

(b) W={peV |p épolinémio de grau = 4}.



’ Parte F: Determinantes ‘

Exercicio 20 Seja d : M3x3(R) — R uma funcdo determinante. Use os Axiomas 1,2,3 e 4 que
definem funcao determinante (e também, Axioma 3’ e Axioma 3a se for conveniente) para calcular
d(A) no caso em que

2 46
A=10 3 6
0 0 5

Exercicio 21 Seja f : M3x3 — R a funcdo que a cada matriz A € Mj3x3 com linhas A, As, Ag
associa

f(A) = f(A1, Ag, A3) == anaziaz + ai2a22a32 + 413023033
(a) f satisfaz o Axioma 1 da definigdo de determinante?
(b) f satisfaz o Axioma 2 da defini¢ao de determinante?
(c) f satisfaz o Axioma 3 da definicdo de determinante?
(

d) f satisfaz o Axioma 4 da defini¢do de determinante?

Exercicio 22 Uma matriz A € My, foi escalonada pelo Método de Escalonamento de Gauss, e a

1 20 1
. . ) 0O 1 2 3

matriz obtida foi Ax = 00 1 1/3
000 1

No escalonamento foram feitas sucessivamente as seguintes operacoes:
Operacao 1: a primeira e a terceira linhas foram permutadas,
Operacao 2: a primeira linha foi dividida por 3,

Operacao 3: da quarta linha tirou-se a primeira linha,

Operacao 4: a segunda linha foi dividida por 2,

Operacao 5: da terceira linha tirou-se o 4 vezes a segunda linha,
Operagao 6: da quarta linha tirou-se a segunda linha,

Operagao 7: a terceira e a quarta linhas foram permutadas,
Operagao 8: a terceira linha foi dividida por 3,

Operagao 9: a quarta linha foi dividida por -8,

Calcule o determinante de A.



