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Determinante
Bibliografia:

Cilculo, vol. 2, Tom M. Apostol
Notagao

e M, «n, = conjunto das matrizes reais n x n.

a1 aiz - aiy - Qlp
G21 Q22 - Azj - Q2p
R : : : : e My
a1 Q2 o Gyt Qip
LAnl Qp2 - Qpj - Opn |
e A, As, ... A;, ..., A, denotardo pontos de R"™ correspondentes as linhas
da matriz A, isto é, Az = (ail, @52y« ooy Ajgy e oo ,a,m), 1= 1, 2, ey T
Assim, se I é a matriz identidade n X n teremos
I =(1,0,0,...,0,0), I = (0,1,0,...,0,0), ..., I, = (0,0,0,...,0,1).
e Se f: Muxn — R é uma funcdo qualquer que a cada matriz real A, n xn,
associa um numero real f(A), usaremos f(A1, A, ..., A,) := f(A).

Definigao 1 (Defini¢do axiomadtica)

Uma funcdo d: Muxn, — R que a cada matriz real A, nxn, associa um
numero real d(A), é uma fungao determinante se satisfaz os sequintes
ariomas:

Axioma 1: (Homogeneidade em cada linha) Se k € {1,2,...,n} entao
d(Al,...,aAk,...,An) :ad(Ah...,Ak,...,An),Va € R.

Axioma 2: (Aditividade em cada linha) Se k € {1,2,...,n} entdo

d(Ay, ..., Ag+Cy ..., Ap) =d(A1, ... Ay ooy Ap)+Hd(Ay, .., Cly oo Ay,
VCr = (ck1,ck2, - -, Ckn) € R™.

Axioma 3: (d se anula se duas linhas sao iguais) Se 1 <i < k < n entdo

d(Al,...,Ai,...,Ak,...,An):0, seAi:Ak.

Axioma 4: (Normalizacao)
d(I) = d(Iy, I, ..., I)) = 1.



E claro que as igualdades apresentadas nos axiomas 1, 2 e 3 podem ser reescritas
respectivamente como

aii cer Qln ail -+ Qln
d aarl -+ QGkn = ad ak1 -+ Qkn ,
L an1 Ann an1 QAnn
aii A1n ailr -+ Qin a1 -+ Qin
d ap1 +Ck1 cc Qkn + Ckn =d a1 - Qkn +d Ck1 " Ckn
L an1 et Ann anl et Ann an1 ot QAnn
[a11 ai2 -+ Gin’|
a1 Q42 Ain
d =0.
a1 Gg2 - QAgn
LAn1 QAn2 - GOnnJd

Exercicio 1 Mostre que em presenca dos axiomas 1 e 2, o axioma 3 é
equivalente ao axioma 3', onde

Axioma 3': (d se anula se duas linhas consecutivas sao iguais)
d(Ala s aAk:7Ak+17 s 7A7L) =0, se Ay = Ak’-i-l-

Obs.: Deve-se mostrar que:

“se d satisfaz os axiomas 1 e 2, entdo d satisfaz o axioma 3 se, e so se,
d satisfaz o arioma 3'7,
isto é,
deve-se mostrar que:

“se d satisfaz os axiomas 1 e 2, e ainda o arioma 3, entdo d satisfaz o
azioma 37,
e que:

“se d satisfaz os axiomas 1 e 2, e ainda o axioma 3, entao d satisfaz o
azxioma 3.

Novo grupo de axiomas

Considere o novo grupo de axiomas dado abaixo:



Axioma la: (Homogeneidade na primeira linha)
d(OzAl, Ag, ... ,An) = ad(Al,AQ, e ,An), Va € R.

Axioma 2a: (Aditividade na primeira linha)
d(Al +C1, A, ... ,An) = d(Al, Ao, ... ,An) + d(Cl, As, ... ,An),
VC1 = (c11,¢12,. .., ¢10) € R™

Axioma 3a: (Alternagao) Se 1 <i < k < n entao
d(Ar, .o A Ay Ap) = —d(Ary e Ay A Ap).

Exercicio 2 Mostre que em presenca dos axiomas 1 e 2, o axioma 3 é
equivalente ao axioma 3a

Exercicio 3 Mostre que em presenca do axioma 3a, o axioma 1 é equiva-
lente ao axioma la

Exercicio 4 Mostre que em presenca do axioma 3a, o axioma 2 é equiva-
lente ao axioma 2a

Exercicio 5 Mostre que os axiomas 1, 2 e 3 da defini¢ao anterior sao equi-
valentes aos axiomas la, 2a e 3a,

isto é,

que qualquer funcao que satisfaga os axiomas 1, 2 e 3 da definicao anterior
satisfaz também os axiomas la, 2a e 3a, e reciprocamente, que qualquer
funcao que satisfaga os axiomas la, 2a e 3a satisfaz também os axiomas 1,
2 e 3 da definicao.

Nomenclatura
Seja d: My,x, — R uma funcao.

e Se d satisfaz os axiomas la e 2a, d é dita uma func¢ao linear na primeira

linha de A.

e Se d satisfaz os axiomas 1 e 2, d é dita uma funcdo multilinear nas linhas
de A.

e Se d satisfaz o axioma 3a, d é dita uma func¢do alternada nas linhas de

A.



e Se d satisfaz o axioma 1, 2 e 3a (ou equivalentemente, os axiomas 1, 2 e
3, ou ainda, os axiomas la, 2a e 3a) d é dita uma fun¢do multilinear
alternada nas linhas de A.

e E, é claro,

Se d satisfaz o axioma 1, 2, 3 e 4 (ou equivalentemente, os axiomas la,

2a, 3a e 4) d é dita uma fun¢ao determinante.

Teorema 1 (Propriedades de uma fungao multilinear alternada)
Uma funcdo d : Mpxn, — R satisfazendo os axiomas 1, 2 e 3 satisfaz
também as sequintes propriedades:

(MA1) d(A) =0 se A tem uma linha de zeros, isto €,
d(A1,..., A ..., A,) =0 se A; = (0,0,...,0) para algum i.

(MA2) A fungdo d muda de sinal se duas linhas consecutivas sao permu-
tadas, isto €,

A(A1, ... Ay At A) = —d(Ay, . Ajer, Ap, -, An).

(MA3) A funcao d muda de sinal se duas linhas quaisquer sao permutadas,
isto €, se 1 <1 < k <n entao

A(A1, .. Ay Ay Ap) = —d(Aq, o Apy e Ay A).

(MAA4) A funcdo d se anula se duas linhas quaisquer sdo iguais, isto é, se
1<i<k<neAd;,=A; entdo

d(Aq,. .. Ai .o Ay Ap) = 0.
(MAS5) A funcao d se anula se as linhas de A sdo linearmente dependentes.

Prova:



Exercicio 6

(i) Mostre que se d : Mayo — R € uma funcdo determinante entdo
d(A) = ar1a2 — aizas9;.

(ii) Conclua que existe no mdzimo uma func¢ao determinante

d:M2><2 — R.

(iii) Mostre que det : Maxa — R definida por det(A) = aj1a — ajgaz; €
uma funcao determinante, isto é, mostre que ela satisfaz os axiomas 1,2,3
e 4.
(iv) Conclua que existe uma e uma so (isto é, exatamente uma) fungdo
determinante para matrizes 2 X 2, e que ela € dada por

det(A) = a11a22 — 412621 -

Exercicio 7 Mostre que se existir uma funcdo determinante
d: Muxn — R
entio se V- € My xy for uma matriz diagonal teremos d(V') = vi1v22 - - - Upp -

Exercicio 8 Mostre que se existir uma fungdo d : Myux, — R satisfaz os
axiomas 1, 2 e 3 entdo se B é a matriz obtida de A adicionando-se a uma
linha de A um mailtiplo de outra linha de A, resulta que d(B) = d(A), isto
€, sel<i<k<n,
d(Al,...,Ai,...,Ak—l-CkAl‘,...,An) :d(Al,...,Ai,...,Ak,...,An) e
d(Ay, ..., Ai+ BAg, . Aky oo AR) = d(Agy oAy Ay A

Observagao 1 Lembremos que, ao aplicar o Método de Gauss-Jordan (isto
é, fazer o Escalonamento Reduzido por Linhas) a uma matriz, usamos su-
cessivamente trés tipos de operagcoes:

GJ1 Permutacao de duas linhas.
GJ2 Divisdo de uma linha por um escalar a mao nulo.

GJ3 Adicdo a uma linha de wm mailtiplo de outra linha.

Se partirmos de uma matriz A quadrada n x n, chegaremos, apds aplicar um
numero finito de tais operacoes, ou na matriz identidade A = I ou numa
matriz A que tem uma linha de zeros.

Se d : My «n — R satisfaz os axiomas 1, 2 e 3, entao:

o se C' é s matriz obtida a partir de B pelo uso da operagao GJ1 uma vez,

resulta que d(B) = —d(C),



e se C € s matriz obtida a partir de B pelo uso da operacio GJ2 uma vez,
resulta que d(B) = ad(C),

e se C € s matriz obtida a partir de B pelo uso da operacio GJ3 uma vez,
resulta que d(B) = d(C).

Conclusao: Vale o seguinte resultado:

Proposicao 1 Se d : M, xn — R satisfaz os axiomas 1, 2 e 8 e ao apli-
carmos o Método de Gauss-Jordan a uma matriz A para obtermos a matriz
correspondente A tivermos feito

s operacoes do tipo GJ1,

r operagoes do tipo GJ2 com escalares nao nulos a1, as, ..., q, respec-
tivamente, e

£ operacoes do tipo GJ3,
obteremos

d(A) = (-1)*a1as ... apd(A).

Exercicio 9 Mostre que se existir uma funcao determinante
d : Man — R
entao

(i) se U € Myxn for uma matriz triandular superior com elementos da
diagonal nao nulos entio d(U) = u11ug2 « - * Unp.

(ii) se U € Mpxyp for uma matriz triandular superior com algum elemento
da diagonal igual a zero entdo d(U) = 0 = ujjugg - - Unp-

Teorema 2 (UNICIDADE) Existe no mdzimo uma fungdo determinante
para matrizes n X n, isto €, existe no mdrimo uma func¢do definida em
Mxn a valores em R satisfazendo os axiomas 1, 2, 3 e 4.

Prova:



Proposicao 2 Sed: Muxn — R e f: Muxn — R satisfazem os axiomas
1, 2 e 3, e d satisfaz ainda o arioma 4, entdo

f(A) = d(A)f(I).

Prova:

Exercicio 10 Mostre que det : Msxs — R definida por

ail a2 a3

det a21 a22 Q923

asr as2 a3

é uma fungao determinante para matrizes 3 X 3 (e € a unica, pelo Teorema
de Unicidade).

= 11022033 + A12023031 + 013021032 — Q13022031
—@12021033 — (11023032

Ainda nao mostramos que existe funcao determinante para matrizes
nxn, exceto quando n = 2 (exercicio 3) e quando n = 3 (exercicio 7). Abaixo
provaremos indutivamente que existe fun¢do determinante para matrizes
nxmn,

Sen > 1, para A € Myxy, e 4,5 € {1,2,...,n}, denotemos por A;; a
matriz (n — 1) x (n — 1) obtida suprimindo-se a i-ésima linha e a j-ésima
coluna da matriz A.

Teorema 3 (Desenvolvimento pela primeira coluna)

Sejam dety,dets, dets, ..., det,, ... as funcdes definidas indutivamente
por

det1 : Mix1 — R € dada por deta A = aq1,

dets : Moxo — R € dada por dety A = aj1a29 — aj2a91,

e, paran > 1,

det,, : Myuxn — R € dada por det, A = Y"1 (—1)"1a; det,, 1 A;1.

Entao det, : Muxn — R € uma funcdo determinante para matrizes
n xn (a inica, devido ao Teorema de Unicidade!)

Observacgao 2

n
Z(_l)iﬂail det Ay = (—=1)'"apidet Ay 4 (—1)*Tagy det Agy + -+ +
i—1
4 (=) ag det Ay 4+ (1) ay,; det Ay



Prova: Serd feita por inducao sobre n.

(Idéia:)

Caso inicial: Provar que o caso inicial da indu¢ao (n=1), isto é, provar
que det; satisfaz os axiomas 1, 2, 3 (ou 3') e 4.

Passo de Indugdo: Supor que det,,_1 satisfaz os axiomas 1, 2, 3 (ou 3') e
4, e provar que det,, também satisfaz os axiomas 1, 2, 3 (ou 3') e 4.

12 Passo: Supor que det,,_; satisfaz o axioma 1 e provar que det,, satisfaz
0 axioma la.

29 Passo: Supor que det,,_1 satisfaz o axioma 1 e provar que det,, satisfaz
0 axioma 1.

32 Passo: Supor que det,,_1 satisfaz o axioma 2 e provar que det,, satisfaz
0 axioma 2a.

49 Passo: Supor que det,,_1 satisfaz o axioma 2 e provar que det,, satisfaz
0 axioma 2.

52 Passo: Supor que det,,_1 satisfaz o axioma 3 e provar que det,, satisfaz
0 axioma 3.

62 Passo: Concluir que det,,_; satisfaz os axiomas 1, 2 e 3 entdo det,
satisfaz os axiomas 1, 2 e 3.

79 Passo: Supor que det,,_1 satisfaz o axioma 4 e provar que det,, satisfaz
0 axioma 4.

89 Passo: Concluir que det,,_1 satisfaz os axiomas 1, 2, 3 e 4 entdo det,,
satisfaz os axiomas 1, 2, 3 e 4.

Outra forma de mostrar a existéncia

Teorema 4 (Usando produtos elementares com sinal)
Considere a func¢ao det :: Myuxn, — R definida por

€(J1,72,--50n
det A = Z (—1) (71,42 ]")aljlang C o Qngp s
(31:325-+23n)

onde
(J1,J25 -+ -+ Jn) € permutacdo de (1,2,...,n),
€(41,72y -, Jn) € a ordem da permutacao (ji,j2,- -, Jjn),
e a somatoria € feita em todas as permutacoes.
Entao det é uma funcdo determinante para matrizes n X n (a unica,
devido ao Teorema de Unicidade!)



Prova:

Determinante do produto

Na demonstragao do préximo teorema, para A e B matrizes n X n indi-
caremos por A;B tanto a matriz

bir bz -+ by

ba1 b2 --- bop
[ail a2 -+ Q] ; ) o,

bnl bn2 e bnn

que resulta uma matriz 1 X n, quanto o ponto do R™ correspondente a tnica
linha dessa matriz.

Exercicio 11 Mostre que nas notacoes anteriores, A; B tem exatamente os
elementos da linha i da matriz AB.

Proposicao 3 Se A e B sdo matrizes n X n e det : Myxn, — R € a funcao
determinante entdo

det(AB) = det(A) det(B).

Prova:
Fixe a matriz B.
A matriz produto C' = AB tem como linhas Ch1 = A1B,Cy = A3B,...,C,
A, B.
Considere a funcao f : M,x, — R dada por
f(A) = det(AB) = det(A1B, A3B, ..., A, B).
Vamos mostrar que f satisfaz os axiomas 1, 2 e 3.



Pela proposicao 2 segue que f(A) = det(A)f(I).
Como f(I) = det(B) (VERIFIQUE!) seque que
det(AB) = f(A) = det(A) det(B).

Exercicio 12 Se A € inversivel entao det A #£ 0 e

1
1_1 _
det ~ det A°

10



