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Subespaco Vetorial, Subespaco Afim, Soma e Soma
Direta, Complemento Ortogonal

0.1 Subespago Vetorial

Definicao 1 Um subconjunto U de um espago vetorial V' € dito um sube-
spaco vetorial de V se U com a adi¢cdo e a multiplicacao por escalar herdadas
de V' torna-se um espaco vetorial.

Proposicao 1 Um subconjunto S C V é um subespaco vetorial de V se, e
somente se,

€ nao vazio,

é fechado para a adi¢ao (isto é, ©+ T € S, YU, 7€ S), e

é fechado para a multiplica¢ao por escalar (isto é, \i € S, Vi € S, VA € R).

Prova: Exercicio.

0.2 Subespaco Afim

Definigao 2 Seja V' um espago vetorial. Um subconjunto W C V ¢ dito
um subespaco afim de V se existe um vetor wg € V e um subespago vetorial
Vo CV tal que
W ={wy+v | veW}.
Nesse caso, € usual escrever W = wg + V).

Interpretacao Geométrica

No caso em que V é o plano (V = R?) ou o espaco tridimensional
(V = R3), o subespaco afim W = wq + Vp é o subconjunto obtido quando se
translada o subespago vetorial Vy de forma que sua origem passe a ocupar
a posicao wp. Assim, se Vo C R? (ou Vo C R?) é uma reta (passando pela
origem, ja que é um subespaco vetorial, W = wg + Vj é a reta paralela a Vj
que passa pelo “ponto” wg. Se Vo C R? é um plano (passando pela origem,
ja que é um subespaco vetorial, W = wg + Vjy é o plano paralelo a Vj que
passa pelo “ponto” wy.



Proposicao 2 Considere um sistema linear de m equagdes e n incognitas
Az = b que tenha pelo menos uma solu¢ao T = (T1,Ta, ..., Tyn) € R™. Entao
o conjunto das solugoes desse sistema € um subespaco afim de R".

Prova: Exercicio.

0.3 Soma e Soma Direta de Subespacgos Vetoriais

Definicao 3 Seja V' um espaco vetorial e sejam Vi e Vo dois subespacos
vetoriais de V. O subconjunto W C V definido por
W:{U1+U2 |U1 eVl ewvyg EVQ}
€ chamado de “soma de V1 e V7.
Nesse caso, € usual escrever W = Vi + Vs,

Proposicao 3 Sejam Vi e Vo subespagos vetoriais de V. Entdo:

(a) Vi NV é um subespago vetorial de V.
(b) Vi + Vo € um subespago vetorial de V.

(¢c) V1 U Vs pode nao ser um subespago vetorial de V.
Prova: Exercicio.

Proposicao 4 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Sejam Y e
Z dois subespagos vetoriais de Ve W =Y +Z. Se A = {y1,...,yr} €
uma base de'Y e B = {z1,...,25} € uma base de Z entio C = AUB =
{y1,-- s Yr, 21, ..., 25} € um conjunto de geradores de W.

Prova: Exercicio.

Definigao 4 Sejam V um espago vetorial, Vi e Vo dois subespacos vetoriais
de V.eW = Vi + Vo, Dizemos que W € “soma direta de Vi e Vo7 se
VinVy ={0}.

Nesse caso, € usual escrever W = Vi @ Vo para indicar que a soma é
direta.

Proposicao 5 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Sejam Y
e Z dois subespagos vetoriais de V' tais que a soma W =Y + Z € direta.
Entao



(a) Se A ={yi,...,yr} CY €linearmente independente e B = {z1,...,25} C
Z ¢ linearmente independente, entao C = AUB = {y1,...,Yr, 21, -+, 2s}
€ linearmente independente.

(b) Se A={yi,...,yr} é uma base de Y e B ={z1,...,2s} € uma base de
Z entao C = AUB={y1,...,Yr,21,...,2s} € uma base de W.

Prova: Exercicio.

Proposicao 6 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita, Vi e V5
dois subespacos vetoriais de Ve W =V + Vo, Entdo a soma W =V, + Vs
€ direta se e somente se dim W = dim V] + dim V5.

Prova: Exercicio.

0.4 Complemento Ortogonal

Definicao 5 Seja V' um espago vetorial com produto interno { | ) e seja
W C V um subespaco vetorial de V. O complemento ortogonal de W ¢é
definido por

WH={veV|{(v|w)=0VYweW}

Proposigao 7 Seja V um espago vetorial com produto interno { | ) e
seja W C V' um subespago vetorial de V. Entdo o complemento ortogonal
W de W ¢é um subespaco vetorial de V.

Proposicao 8 Seja V é um espago vetorial com produto interno, de di-
mensdo finita, e seja W C V. um subespaco vetorial de V.

Entio V=W + W+ e WnW+ ={0}.

(Logo, V=W @ W+.)

Prova: Exercicio.



