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Lista de Exercicios 2

Convexidade

Definicao: Uma funcdo f : C' — R, onde C é uma conjunto convexo, é
convexa se

flax + (1 —a)y) <af(z)+(1—a)f(y),

para todo z,y € C' e a € [0, 1].
Definicao: Uma funcdo f : C' — R, onde C é uma conjunto convexo, é
concava se

flax+ (1 —a)y) > af(z) + (1 —a)f(y)

para todo z,y € C' e a € [0, 1].
Definicao: Uma funcao f : R — R™, é dita linear se para quaiquer z,y €
R™ e escalares «, f temos

flax + By) = af(z) + Bf(y).

Defini¢ao: Uma funcao A : R” — R™, é dita afim se existe uma funcao
f:R™ — R™ e um vetor b € R™ tais que

Suponha que a funcao f : R®” — R é concava e convexa. Prove que f é
uma funcao afim.

Considere a regiao viavel de um problema de programacao linear dada
pelo sequinte conjunto V' = {x € R"|Ax = b,z > 0}. Prove que V é
convexo.

Suponha que fi,..., f,n sdo fungdes convexas de R™ em R e considere
a funcdo f(z) = > fi(z). Mostre que se cada f; é convexa, entdao f é
i=1

convexa.



MAP5915 - Otimizacao Linear - Verao 2018 16/01/2017

Seja C' um conjunto convexo e sejam «q,...,q; tais que «; > 0 para

k
todoizl,...,keZaizl. Se x1,...,x, € C entdo
i=1

k
Z o € C.
i=1
Dica: Use indugao na quantidade de termos da combinagao convexa.

Mostre que o fecho convexo de um niimero finito de vetores é convexo.

Algebra Linear

@ Determine quais dos conjuntos abaixo sao LI

(a) {(1,1,2),(1,1,0),(1,1,1)}.
(b) {(1,1,1),(1,2,1),(1,2,2)}.
(c¢) {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}.
Suponha que [ seja um conjunto de vetores em R" que formam uma

base e y um vetor em R™ arbitrario. Desejamos expressar y como um
linear combinacao dos vetores dessa base. Como isso pode ser feito?

Mostre que o conjunto de vetores S = {vy,..., v}, k > 2, é linearmente
dependente se e somente se um dos vetores v; ¢ uma combinagao linear
dos outros vetores de S.

[ 9] Seja S = {Az|z € R"} com A uma matriz dada. Mostre que S ¢ um
subespaco de R".

Poliedros e solucgoes basicas

Para cada um dos seguintes conjuntos, determine se ¢ um poliedro.
(a) O conjunto de todos (z,y) € R? satisfazendo as restrigoes
xcosf + ysinh < 1 para todo 6 € [0,7/2] com x >0 ey > 0.

(b) O conjunto de todos x € R satisfazendo a restricio 2% — 8z + 15 <
0.
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(c) O conjunto vazio.

Sejam P e @) poliedros em R™. Seja P+ Q = {z +y|lr € P,y € Q}.

(a) Mostre que P + @) é um poliedro.

(b) Mostre que cada ponto extremo de P + () é a soma de um ponto
extremo de P e um ponto extremo de ).

Considere o poliedro P = {z € R"|Az = b,z > 0}, com A e b definidos
abaixo. Calcule uma solugao basica. Deixe claro todos os passos usados
e justifique se a solucdo encontrada é viavel.

2 00 —3 2 2
) A=|-1 10 0 2/ eb=]|1
001 0 0 —6

(b) A = E _11 ﬂ eb= <§> Encontre todas as solugdes bésicas

(s@o trés possibilidades).

5111111 1
) A=1{1 51111 1| eb=|[1
1151111 1

Considere o seguinte problema de programagao linear

Max z = —6x1 — 624 + 324 + D5
sujeito a

21 +2x9 —r4 +dr5 =6
233’1 +3ZE3 —Ty =

2rx1 +2x9 —2x5 =

(a) Existe uma solugdo bésica com z1, x5 e x3 na base?
(b) Encontre uma soluc¢ao bésica vidvel com x1,x3 e x5 na base.

(c¢) Encontre uma solugao bésica vidvel com x5, x3 e x4 na base.

Sabemos que cada problema de programacao linear pode ser conver-
tido em um problema equivalente na forma padrao. Também sabemos
que poliedros nao vazios na forma padrao tém pelo menos um ponto
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extremo. Estamos tentados a concluir que cada poliedro nao vazio tem
pelo menos um ponto extremo. Explicar o que hé de errado com esse
argumento.

(Teorema de Carathéodory) Seja Ay, ..., A, uma colegdo de vetores em

R™.

(a)

Seja
C= {Z/\Z-Aip\l,...,)\n > 0}
i=1

Mostre que qualquer elemento de C' pode ser expresso na forma
n
Z A A;, com \; > 0 e com no maximo m dos coeficientes A; nao

i=1
nulos.

Dica: Considere o poliedro

F:{(Al,,/\n)ERn|Z)\1A22y,)\1,,)\nZO}

=1

Seja P o fecho convexo dos vetores A;

Mostre que qualquer elemento de P pode ser expresso na forma
n n

ZAiAZ-, onde Z)‘i =1le ) >0 paratodoi=1,...,n com no
i=1 i=1
méaximo m+1 dos coeficientes A; ndo nulos.



