Terceiro Exercicio-Programa — IAG — Atratores no Método de Newton

1. METODO DE NEWTON

O método de Newton é um método numérico para calcular
aproximagoes de raizes de uma funcao real a partir de sua pri- N
meira derivada. Considere uma fungao diferencidavel f: R —
R; dado um valor inicial xg, podemos calcular aproximagoes
sucessivas para uma raiz de f gerando uma sequéncia de va-

lores )
Ln

€T =, — y n > 0.

n+1 n fl(xn)

Sob certas condigoes o método converge, isto é, o limite

lim z, existe e é uma raiz de f. Nao é dificil entender a
n—,oo

idéia por trds do método: comegamos com um chute x para Tn+1 Tn
uma raiz, entao calculamos a tangente da funcao no ponto x
(usando a derivada) e seguimos pela tangente na direcao do
zero (veja Figura [1f). Ficura 1. Uma iteragdo do método de Newton.

2. BACIAS DE ATRACAO

Fungoes de uma variavel complexa também tém derivadas e seguem as mesmas regras de derivagao que aprendemos
no célculo. Por exemplo, se f(x) = (2 + i)a? — iz + 4i, entdo f'(x) = (4 + 2i)z — i; se f(x) = sin((1 — 2i)z), entdo
f(x) = (1 —2i)cos((1 — 2é)x). O método de Newton também pode ser usado para calcular raizes de uma fungao
complexa, bastando para tanto que possamos calcular a primeira derivada da fungao.

Um fenémeno interessante ocorre quando usamos o método
de Newton para encontrar uma raiz de uma funcdo com-
plexa f: C — C. Para cada ponto inicial z para o qual
o método converge, obtemos uma raiz de f. Um conjunto
de pontos iniciais que sao levados pelo método de Newton
a uma mesma raiz é chamado de bacia de atragdo. Pode-
mos visualizar as bacias de atracdo do método de Newton
fazendo um desenho no plano complexo no qual pintamos
cada bacia de atragao com uma cor diferente. Por exem-
plo, o polinémio z° — 1 tem cinco raizes complexas; pintando
os pontos do quadrado complexo com extremos (—5 — 5i)
e (5 + 5i) de acordo com as bacias de atracdo, obtemos a
Figura 2

Nosso objetivo neste EP é gerar imagens como a da Figura[2]
Sua tarefa sera dividida em partes, cada uma correspondendo
o a criagao de uma funcao. Como de costume vocé deve usar
fla) =2 —1. o esqueleto de programa disponivel no PACA.

FiGURA 2. Bacias de atragao para

3. IMPLEMENTACAO DO METODO DE NEWTON

Primeiramente vocé deve implementar a fungao de protétipo
newton(f, fp, x, eps, maxiter),

em que
(1) £ e £p s@o uma funcio e sua derivada, respectivamente;
(2) x é o ponto inicial, um ndimero complexo;
(3) eps é um real positivo, utilizado como critério de parada,;
(4) maxiter é o nimero maximo de iteragdes do método de Newton que devemos executar.

Vocé deve ter algumas dividas no momento. Como podemos passar uma fungdo como argumento para outra fungao?
Como usar numeros complexos? Essas perguntas serao respondidas nesse enunciado; antes porém convém descrever em
detalhes o funcionamento da funcao newton. Cada iteragao do método de Newton deve transcorrer da seguinte forma:

(1) No inicio da iteragdo, temos um valor x que esperamos estar préximo de uma raiz. Se |f(z)| < eps, entdo x estd
préximo o bastante de uma raiz: a funcdo newton devolve o par (k,x), em que k é o nimero de iteragdes que
foram concluidas até o momento.

(2) Caso z ndo esteja préximo de uma raiz, entao calculamos a derivada f'(z). Se |f'(z)| < eps, entdo nao podemos
prosseguir, ou farfamos uma divisdo por um nimero muito préximo de zero; o método de Newton falha e a fungao
newton devolve (—1,0). Caso contrério, substituimos = por  — f(x)/f’(x) e passamos para a préxima iteragao.

Se maxiter iteragoes forem executadas sem que uma boa aproximagao seja encontrada, entao o método de Newton
também falha, e a fungdo newton devolve (—1,0).
Vocé deve implementar o método de Newton exatamente como descrito acima. A tnica complicagao que pode ocorrer
é que pode nao ser possivel calcular f(z) ou f’(x) durante alguma iteracdo; por exemplo, log 0 ndo estd definido. Nesses
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casos, as funcgoes £ e fp devolvem o valor especial None. Caso em alguma iteracao uma dessas funcoes devolver None, a
func@o newton deve devolver (—1,0) para indicar que falhou. Para testar se um valor é None, vocé deve usar o operador
is, como no exemplo:

val = £(x)
if val is None: return (-1, 0)

# val ndo é None, deve ser o valor de f em x.
3.1. Niimeros complexos. Python tem o tipo complex, que pode ser usado para representar niimeros complexos:

>> a = complex(1l, 2)
>> b = complex(0, 1)
>> print(a)

(1+23)

>> print(b)

1]

>> b k% 2

(-1+07)

>> abs(a + b)
3.1622776601683795

Note que vocé pode operar livremente com numeros complexos, da mesma forma que opera com numeros reais. A funcao
abs devolve o médulo de um nimero complexo.

3.2. Fungoes como argumentos. Em Python, funcoes sao objetos assim como listas, niimeros ou strings. Em particular,
elas podem ser passadas como argumentos para outras fungoes. Considere o seguinte exemplo simples:

def soma2(x):
return x + 2

def aplica(f, L):
"""Aplica f a cada elemento de L e devolve lista resultante."""

ret = []
for x in L:
ret.append (£ (x))

return ret

def main():
L = aplica(soma2, [ 1, 2, 3, 4 1)
print (L)

Python inclusive fornece uma implementagao prépria da fungdo aplica definida acima, chamada map.
A funcao newton recebe duas fungoes como argumentos. Vocé pode testar sua implementacao da seguinte forma:

def p(x): return x ** 5 - 1
def q(x): return 5 * x *x 4

def main():
print (newton(p, q, complex(-1, 2), 1le-8, 100))

Acima, 1e-8 é uma forma de representar o nimero 1078, A saida do seu programa deve ser algo como

(12, (-0.8090169943832873+0.58778525228897823j)).

4. GERACAO DOS DADOS PARA A IMAGEM

Vejamos agora como usar a fungdo newton de modo a gerar os dados para fazer a imagem das bacias de atragao do
método de Newton. Dado um retangulo no plano complexo, consideramos uma grade de pontos uniformemente espacados
dentro do retangulo e os usamos como pontos iniciais para o método de Newton. Cada ponto serd levado a uma raiz
diferente da funcao; mais adiante vamos identificar quais pontos foram levados numa mesma raiz para pintd-los com uma
mesma cor.

Vocé deve escrever uma funcao de protétipo

faz_matriz(f, fp, x1, yl, %2, y2, N, eps, maxiter),

em que

(1) £ e fp s@o uma funcdo e sua derivada, respectivamente;
(2) x1, y1 e x2, y2 sdo as coordenadas do cantos esquerdo inferior e direito superior de um retdngulo no plano
complexo;



(3) N é o nimero de pontos da grade no lado menor do retangulo;
(4) eps e maxiter sao pardmetros para a fungdo newton.
Deﬁnaﬂ no seu programa § = min{y2 —y1,x2 —x1}/N, m =1+ [(y2—y1)/§] en =1+ [(x2 —x1)/§] (veja Figura 3).

Sua funcao deve devolver matrizes I e R, ambas m X n, tais que I[i][j] = k e R[i][j] = x paracada 0 <i<me0<j < n,
onde

k,x = newton(f, fp, complex(xl+j*delta, y2-i*delta), eps, maxiter)

Assim, para cada ponto (i,j) da grade, a
matriz I contém o nimero de iteragoes exe- (2,3)
cutadas pelo método de Newton (ou —1 51

para indicar que o método falhou) e a ma-

triz R contém a aproximacao da raiz en- e o o o o o o o o o o
contrada (ou 0 em caso de falha). A as-
simetria entre a expressao da parte real
e da parte complexa do ponto inicial se
deve a forma como imagens sao representa-

das no computador: quando desenhamos o e o o o e o o o e o

grafico de uma fungao no papel, os valores e o o o o o o o o o o

do eixo vertical aumentam de baixo para

cima, enquanto numa imagem de computa- (—4,-1)

dor o eixo vertical aumenta de cima para

baixo (o pixel no topo esquerdo superior Ficura 3. Escolha de grade para um retangulo no plano com-
tem coordenadas (0, 0), o pixel logo abaixo plexo definido por (z1,y1) = (—4,-1) e (z2,y2) = (2,3).
tem coordenadas (0, 1) e assim por diante). Se N = 8 entao temos 6 = 0.5, m =9 en =13.

5. ATRIBUIGAO DE CORES

Uma vez que temos as matrizes I e R calculadas pela fun¢do faz_matriz, precisamos atribuir a cada raiz uma cor
diferente. O problema é que o método de Newton é um método numeérico, que executa um certo nimero de iteragoes até
satisfazer um critério aproximado de convergéncia. Além disso, usamos aritmética de ponto flutuante, que é em si fonte
de imprecisoes. Por isso, se x e y sd@o duas aproximagoes de raizes devolvidas pela fun¢ao newton, faz pouco sentido fazer
a comparacao x == y; o que devemos verificar é se as duas aproximacoes estao préximas o bastante uma da outra. Em
outras palavras, nosso problema é: para cada ponto (i,7) da grade tal que I[i][j] # —1 temos que R[i][j] é uma raizﬂ
aproximada da funcao; queremos decidir quais raizes aproximadas devemos considerar como sendo iguais e quais nao.

H4 diversas abordagens para resolver problemas desse tipdﬂ Em nosso programa vamos usar uma abordagem iterativa:
a primeira raiz c[0] = Rlig][jo] receberd uma certa cor X; todas as demais raizes R[i|[j] que estiverem a uma distancia
|R[i][j]—c[0]] < o (onde g > 0 é um pardmetro dado pelo usudrio) receberao a mesma cor X. A préxima raiz c[1] = R[i1][j1]
que nao estiver suficientemente préxima de ¢[0] receberd uma cor Y, e assim por diante. Note que vocé deve guardar as
raizes ¢[0],c[1], ..., c[k] usadas para definir as cores das bacias de atracdo, e testar para cada novo RJ[i][j] se ele é ou néo
é préximo o suficiente de uma das raizes ja conhecidas (ou seja, se |R[i][j] — c[l]| < o paral =0, ..., k) a fim de receber a
mesma cor da raiz correspondente. Apenas no caso em que uma nova raiz R[i][j] ndo for préxima o suficiente de nenhuma
das raizes c[0], ¢[1],. .., c[k] j& conhecidas, vocé deve definir c[k + 1] = R][i][j] e atribuir a essa posi¢do uma nova cor Z.

Nas imagens coloridas que iremos gerar, uma cor é uma tripla (r,g,b) de valores inteiros no intervalo [0,255], que
correspondem as intensidades das componentes azul, verde e vermelha, respectivamente. Por exemplo, a tripla (255, 0, 0)
representa a cor azul; as triplas (0,0,0) e (255,255,255) representam preto e branco, respectivamente. Para obter as
cores das bacias de atragao, vocé deve usar a funcao nova_cor que se encontra no esqueleto do EP; cada chamada a essa
funcao devolve uma tripla que representa uma cor nova.

Para deixar a imagem ainda mais bonita, usaremos um parametro « € [0, 1] adicional que controlard o sombreamento
da bacia (veja Figurad)) através de um fator de escala (1—ax*s[k]/(m#n)) aplicado a cada pixel (i, j) com I[i][j] = k > (ﬂ
onde s[k] é a quantidade de elementos I[i][j] que satisfaz 0 < I[i][j] < k, para k =0,1,...,MAX + 1 sendo MAX o maior
elemento da matriz I. Em outras palavras, se a raiz R|[i][j] pertence & bacia com cor (r, g, b) entéo o pixel (i, j) receberd a
cor ([ Bij*7], [ Bij*gl, | Bij*b]) onde B;; = (1 —axs[k]/(m=n)). O pardmetro o pode ser usado para controlar o quanto
o fator de escala depende do ntimero de iteragoes. Se o = 0, entao o fator de escala serd sempre 1, independentemente
do ntimero de iteragoes: obtemos assim uma figura na qual cada bacia de atragdo recebe uma cor uniforme (como a
Figura . Se a =1, os pesos dependem totalmente do nimero de iteragdes. Para gerar a Figura usou-se o = (.8.

LOs stmbolos [z] e | representam respectivamente o teto (arredondamento para cima) e o chao (arredondamento para baixo) do valor ,
e podem ser computados em Python com as fungoes ceil e floor.

2Lembre que as posicoes da matriz tais que I [7][j]] = —1 correspondem a pontos iniciais para os quais o método de Newton falhou, e os
valores R[i][j] = O associados néo séo raizes da fungdo. Sempre que falarmos que R[i][j] é uma raiz vocé j& deve subentender que I[i][j] # —1.

3Este é um tipo de problema comum em computacdo, chamado de problema de aglomeracdo (em inglés, clustering): temos diversos pontos
no espago (que podem representar dados como obras literdrias, escolhas de clientes numa loja virtual, sequéncias de DNA| etc.) e queremos
agrupar esses pontos de acordo com alguma medida de similaridade.

4Portanto atengio: essa férmula néo se aplica aos pixels pretos com I[i][j] = —1.



Para gerar a matriz de cores vocé deve es-
crever uma funcao

determina_cores(I, R, ro, alfa)

que recebe as matrizes I e R devolvidas
pela funcao faz_matriz e os parametros
ro = p e alfa = « usados na descrigao
acima, e devolve uma matriz C' (com as
mesmas dimensoes de R) onde cada en-
trada CT[i][j] tal que I[i][j] = —1 recebe
a cor preta (0,0,0), e cada entrada asso-
ciada a uma raiz recebe a cor da bacia de
FIGURA 4. Bacias de atragao para f(x) = z° — 1 dentro do atracdo correspondente.

quadrado entre —5 — 5 e 5 + 5i; quanto maior o nimero de

iteracoes executadas pelo método de Newton num dado ponto,

mais escura a cor a ele associada.

6. GRAVAGAO DA IMAGEM

Para gravar a imagem de saida usaremos o formato PPMH que permite que imagens sejam armazenadas em arquivos
de texto. Eis um exemplo de arquivo PPM:

P3

32

255

255 0 0 0 255 0 0 O 255

38 20 2656 0 O O 255 255 255

A primeira linha do arquivo é, por convencao, sempre igual a ‘P3’. A segunda linha traz o ntimero de colunas (largura)
e o ntimero de linhas (altura) da imagem, em pixels; a imagem acima, por exemplo, tem largura 3 e altura 2. A terceira
linha traz o valor que representa a maior intensidade de cor; no nosso caso, este valor serd sempre 255. Cada uma das
linhas seguintes representa uma linha da imagem. Cada pixel é representado por trés valores consecutivos, um para cada
cor fundamental (vermelho, verde e azul). Por exemplo, a primeira linha da imagem tem 3 pixels, o primeiro vermelho,
o segundo verde e o terceiro azul; o iltimo pixel da segunda linha é branco.

Vocé deve escrever uma fungao de protétipo

grava_imagem(C, nome_arquivo)
que recebe a matriz de cores C processada pela funcdo determina_cores e o nome de um arquivo, e grava a imagem
correspondente no arquivo de saida usando o formato PPM.
7. PROGRAMA PRINCIPAL

A fungdo main ja se encontra escrita no esqueleto do EP; vocé ndo deve alterd-la. Ela chama as demais fungoes que
vocé deve implementar para gerar uma imagem.

Para usar o programa final, vocé deve criar um arquivo de texto contendo a funcao a ser usada e sua primeira derivada,
cada uma em uma linha. A varidvel da funcao deve ser x. Vocé pode definir a fungao escrevendo sua expressao em Python
normalmente; vocé também pode usar as seguintes funcoes do Python em sua defini¢ao:

sin, cos, sinh, cosh, tan, exp, log.
Por exemplo, para gerar a Figura@ vocé pode criar um arquivo chamado, por exemplo, ‘p5.txt’, com o conteido:
x %k 5 - 1
5 *x x x*x 4

Basta entao executar o programa, informando os parametros desejados:
> python ep3.py
EP3 - Atratores do Método de Newton

Arquivo com as fungles: pb.txt
Arquivo de saida: p5.ppm

Paré&metros da grade
xl: -5

5Vérios programas de visualizagdo de imagens aceitam esse formato. Procure na Wikipedia por “netpbm format” ou vejahttps://fileinfo.
com/extension/ppm


https://fileinfo.com/extension/ppm
https://fileinfo.com/extension/ppm

yl: -5

x2: b
y2: 5
N : 1000

Paré@metros para o Método de Newton
eps: le-8
maxiter: 100

Parametros para coloracgéo
ro: le-5
alfa: 0.8

Calculando imagem... pronto.

Considere também os arquivos de entrada ‘trig.txt’:

sin(complex(1l, 1) * x) + cos(complex(0,

2) * x)

complex(l, 1) * cos(complex(l, 1) * x) - complex(0, 2) * sin(complex(0, 2) * x)

e ‘pretty.txt’:
X %% 8 + 3 % x ¥x 4 - 4
8 % x %% 7 + 12 % x *% 2

Usando esses arquivos com os parametros abaixo, obtemos as Figuras 5] e [6]

> python ep3.py
EP3 - Atratores do Método de Newton

Arquivo com as fungdes: trig.txt
Arquivo de saida: trig.ppm

Par@metros da grade

x1: -3
yl: -2
x2: 3
y2: 2
N : 400

Paré&metros para o Método de Newton
eps: le-8
maxiter: 100

Par@metros para coloragéo
ro: le-5

alfa: 0.8

Calculando imagem. ..

pronto.

FI1GURA 5. Imagem obtida do arquivo ‘trig.txt’.

> python ep3.py
EP3 - Atratores do Método de Newton

Arquivo com as fungSes: pretty.txt
Arquivo de saida: pretty.ppm

Parametros da grade

x1: 0.09
yl: 0.08
x2: 0.1
y2: 0.091
N : 600

Par&metros para o Método de Newton
eps: le-5
maxiter: 100

Para&metros para coloragéo
ro: le-5

alfa: 0.8

Calculando imagem...

pronto.

FI1GURA 6. Imagem obtida do arquivo ‘pretty.txt’.
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