Campos e notagao de formas diferenciais - 12 Semestre de 2015

Cuidado: Nao revisado e incompleto!
Uma nova verso sera colocada no
lugar desta dentro de 24 horas!

Campos especiais em §) = Q° C R?

Campo escalar C*

f

Gradiente (campo vetorial)

gradf = Vf = (4, 50)

Campo escalar C*
u

Laplaciano (campo escalar)
— Qu | %u
Au = Oz2 + Oy?

Campos especiais em () = Q° C R3

Campo escalar C*

Gradiente (campo vetorial)

f gradf = Vf = (3,5, %0)
Campo vetorial C"* Divergente (campo escalar)
F = (F,F,F) divF = V.F = G + 5% 4 &
Campo vetorial C* Rotacional (campo vetorial)
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Campo escalar C?
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Laplaciano (campo escalar)
Au = V.Vu = div(gradu) = V?u = % + giyg + %

Manipulacao algébrica considerando ) = Q° C R?

0

0 0

vV = (%7%7&)
00 0. 01050
vIi= (Qx’ay’ﬁz)f_(am’ﬁy’az)
900 o oR  oF,
VF — (%7@,£).(F1,F2,F3)— 8x + ay + 82
9 0 0 gk
VxF = (7,2, 2)%(G1,G2,G3) =det | & & & | =
dzx’ 0y’ 0z 1 Gyg G
~0Gz  0Gy,.  ,0Gy 0Gz, . 0Gy 090G
N (8y 0z )Z—'—(az 8x)j+(8x ay)k

Au = V?u=V.(Vu)=(

0%u

0a?

0 0 o ouou o
Oz’ Oy’ 0z’ " 0x’ 9y’ Oy

P
oy? = 022




Associacao entre campos e formas diferenciais em ) = Q° C R?

Campo escalar em ) C R?

0-Forma diferencial em Q) C R?

f w= f(z,y)
Campo vetorial em Q C R? | 1-Forma diferencial em Q C R?
F=(PQ) w= P(x,y)dr + Q(x,y)dy
Campo escalar em Q0 C R? | 2-Forma diferencial em Q) C R?
g w = g(z,y)dx A dy

Associacao entre campo

s e formas diferenciais em Q = Q° Cc R?

Campo escalar em ) C R?

0-Forma diferencial em © C R?

f w = f(z,y,2)
Campo vetorial em 2 C R? 1-Forma diferencial em Q C R3
F'=(P,Q,R) w = P(z,y,2)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, 2)dz
Campo vetorial em 2 C R? 1-Forma diferencial em Q C R3
F=(AB,C) w= A(z,y,2)dy Ndz + B(z,y,z)dz N\ de+

+C(x,y, z)dz A dy

Campo escalar em Q) C R?

3-Forma diferencial em © C R3

9

w=g(z,y,z)de Ndy N\ dz




Derivacao de formas diferenciais em ) = Q° C R?

k-forma derivada

w dw

O-forma C* 1-forma

w= f(z,y) dw:df:%dx—l—%dy
1-forma C* 2-forma

w= P(x,y)dx + Q(z,y)dy

dw = dP Ndx + dQ A dy
= (Ldx + Ldy) A dw + (dx + 22dy) A dy

= (g—? — %—g)da@/\dy

Derivacao de formas diferenciais em ) = Q° C R?

w= P(x,y, z)dz+

k-forma derivada

w dw

0-forma C'! 1-forma

w= f(x,y, z) dw:df:%d$+%d?/+%dz
1-forma C"* 2-forma

dw =dP Ndx +dQ Ndy + dR N dz

+Q(x,y, z)dy+ = (%Ldx + %Ldy + 9Ldz) A dot
+R(z,y, 2)dz +(%§dw + g8dey + %—("jdz) A dy+
+(%dw + aa—ydy + %dz) Ndz
= (8—§ — %) dy Ndz + (22 — 2BYdz A\ dat
+(52 - %—g)dm A dy
2-forma C' 3-forma
w=A(z,y,2)dy Ndz+ | dw=dANdyANdz+ dB Ndz A dx+
+B(x,y, z)dz A dz+ +dC Ndx A\ dy =
+C(x,y, z)dx A dy = (Zdr + Pdy + Ldz) Ady N dz+

+(%—fdm + gaﬁdy - %—fdz) Adz N dz+

+g§%dx3; g—yadoy + %dz) Adx A dy
= (%-Fa—y—i—@)dx/\dy/\dz




Relacao entre derivacao de formas e os campos especiais em R?

Campo em = Q° C R? Forma em ) = Q° C R?
campo escalar 0-forma

f w=f

campo gradiente 1-forma

V=5 dw = Gldz + §Ldy
campo vetorial 1-forma

G = (Gl, GQ) W = Gldl’ + GQd’y
campo escalar do T. Green | 2-forma

g = (%52 — 95 dw = (%2 — % )de A dy

Relacao entre derivacao de formas e os campos especiais em R?

Campo em Q = Q° C R?

Forma em Q = Q° Cc R?

campo escalar

f

campo gradiente
V= (55 5)

0-forma

w=f
1-forma
dw = Ldr + SLdy + 8L d-

campo divergente
V.F = 8F1 + 8F2 + %

3-forma
dw — ((9F1 + aFQ

Oz’ 9y’ 0z
campo vetorial 1-forma
G = (Gl, Gg, Gg) w = G1d$ + ngy + Gst
campo rotacional 2-forma
VxG= dw—(a—%—agz)dy/\dz—l—
(302 — 002 0 a6 a6 o) | (000 "B o+ (352 900 1y
campo vetorial 2-forma
F = (Fy, Fy, F3) w = Fidy Ndz + Fydz AN dx + Fsdx N\ dy

+ 95)dx A dy A dz




Teorema de Green

Teorema 1 (Teorema de Green - com notagao de formas diferenciais)

Se R C Q = Q° C R? é uma regiao limitada cuja fronteira C = OR é
uma curva de Jordan C* por partes, orientada positivamente, e R pode ser
decomposta tanto em um niumero finito de sub-regioes do tipo I como em um
numero finito sub-regioes do tipo 11, e

w = P(z,y)dr + Q(z,y)dy

¢ uma I-forma C' em Q, entdo

/ w:/dw,
R R

ARP@wmx+Q@wﬂy:/

R

1sto €,

Teorema 2 (Teorema de Green - com notagao de campos vetoriais)

Se R C Q= Q° C R? € uma regigo limitada cuja fronteira C = OR €
uma curva de Jordan C' por partes, orientada positivamente, e R pode ser
decomposta tanto em um niumero finito de sub-regioes do tipo I como em um
numero finito sub-regioes do tipo 11, e

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))
é um campo vetorial C* em Q, entao

0Q  OP
[ Far= [ Pdr+Quy - /R (5 - a—y)dA.



Teorema da Divergéncia

Teorema 3 (Teorema da Divergéncia - com notagao de formas diferenciais)
Se R C Q= Q° C R? € uma regigo limitada cuja fronteira S = OR
¢ uma superficie orientdvel fechada C' por partes, orientada positivamente
(isto €, orientada pela normal exterior a R), e R pode ser decomposta tanto
em um numero finito de sub-regioes do tipo I, como em um numero finito
sub-regioes do tipo II, como num numero finito sub-regioes do tipo II1, e

w=A(zr,y,2)dy Ndz + B(x,y, z)dz Ndx + C(z,y, z)dz A dy

¢ uma 2-forma C* em Q, entdo

/ w:/dw,
R R

isto €,

A(x,y,2)dy Ndz + B(z,y,2)dz AN dx + C(z,y, z)dz A dy
R
dA 0B oC
/ (%—i—aiy%-%)da:/\dy/\dz

—

Teorema 4 (Teorema da Divergéncia - com notacao de campos vetoriais)
Se R C Q = Q° C R? € uma regiao limitada cuja fronteira S = OR
¢ uma superficie orientdvel fechada C' por partes, orientada positivamente
(isto €, orientada pela normal exterior a R), e R pode ser decomposta tanto
em um numero finito de sub-regioes do tipo I, como em um niumero finito
sub-regioes do tipo II, como num numero finito sub-regioes do tipo 111, e

F,y,z) = (Alz,y, 2), B(z,y,2), C(2,y, 2))

é um campo vetorial C* em Q, entdo
/ FindS = / divFdV,
R R

isto €, pondo n = (ny,ng, n3)

/ (Any + Bng + Cny)dS

/ 0A 8B 60

+ 5 )dv



Teorema de Stokes



