MAC-315 - Programacao Linear
Prof. Marcelo Queiroz
http://www.ime.usp.br/ "mqz
Notas de Aulal

5 Analise de Sensibilidade

Neste capitulo consideramos o problema de programacao linear na forma

canonica e seu dual

min dz max p'b
(PLC){ s.a Az =b (DLC){ sa Ap<ec
x>0 p€R™

onde A € R™" e b € IR". Vamos estudar a dependéncia do valor
otimo e da solugao 6tima do problema primal em relacao aos dados
do problema: A, b e ¢. Em particular, vamos determinar condigoes
sob as quais uma variacao em um destes dados nao altera a solucao
otima do problema original, bem como buscar mecanismos de solu¢ao
quando isto nao ocorre, aproveitando a informacgao da solugao étima do
problema original.

Considere que z* é uma solugao 6tima para o (PLC), associada a

matriz basica B. As propriedades
B~'b >0 viabilidade
d —dgB™1A >0 otimalidade

sao validas nesta solucao. Veremos a seguir como uma alteragao nos

parametros do problema afeta estas propriedades.

Acréscimo de uma nova variavel

Suponha que o problema passe a ter uma nova variavel x,, . ; tornando-se

min dx + ¢ 1T
(PLC){ sa Ax+ A"Mg, . =

Ty Tpia Z 0.

Observe que a solucao r = z*, x,,1 = 0 é uma solucao basica viavel
associada a base original B. Assim a condicao de viabilidade nao é alte-
rada. Os custos reduzidos das varidveis originais também permanecem

os mesmos. O custo reduzido da nova varidvel serd

_ o / —1 pgn+1
Cn+1 = Cpy1 — CBB A .

'Baseadas no livro de Bertsimas & Tsitsiklis: Introduction to Linear Optimiza-

tion.
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Temos entao duas situagoes possiveis:

1. ¢,41 > 0. Neste caso a solucao r = z*, x,.1 = 0 é 6tima para o

problema modificado;

2. ¢py1 < 0. Neste caso podemos obter a nova solucao étima apli-
cando o método simplex usando a solugao basica x = z*, x,41 =0
como solucao inicial. No caso do simplex tabular, podemos cal-

cular a nova coluna do tableau como

én+1
B-1An+1 :

Empiricamente podemos esperar que o simplex a partir desta so-
lugao necessite de um numero de iteragoes muito menor do que se

o problema modificado fosse resolvido sem informacao nenhuma.

Exemplo 5.1 Considere o problema

min —5r; — o + 12x3
s.a  3r1 + 219 + T3 =10
or1 + 3xo + x4, =16
x> 0.

e a solugao dtima x* = (2,2,0,0) com o tableau étimo

Ty Tz X3 T4
20 0 2 7
rn=| 2| 1 0 =3 2
ro=1] 2| 0 1 5 —3

Observe que a matriz B~ aparece nas duas iltimas colunas do tableau.

Considere agora o problema com uma nova varidvel xs:

min —o5x; — Ty + 12x3 — x5
s.a  3r; + 219 + T3 + x5 =10
51 + 3x9 4+ x4 + x5 =16
x> 0.

Partindo da mesma solugao basica x = (2,2,0,0) teremos que o custo

reduzido em relacao a nova varidvel é

-3 2 1
s =c5— B! A" =—-1-[-5 —1 = -4 <0,
G5 =c5 —Cp [ ] I )

0 que mostra que esta base nao € otima para o novo problema. Aumen-

tamos o tableau incluindo a coluna B~1A% = (—1,2)', e aplicamos o
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simplex:

1 T2 T3 Ty Ty
220 0 2 7 -4
rnn=|21 0 -3 2 -1

Tr1 T2 T3 T4 Ty
16 0 2 12 1
1 1 1
=31 5 -3 3
— 1 5 3

Assim encontramos a nova solugdo dtima x* = (3,0,0,0,1)".

Acréscimo de uma nova restricao de desigualdade

Suponha que acrescentemos ao problema original uma restricao da
forma A, 1x > byi1. Se a solugdo 6tima do problema original sa-
tisfaz A, 12" > b,.1, entao esta solugao também é 6tima para o novo
problema (prove!). Do contrario, passamos esta restri¢ao para a forma
canonica introduzindo uma variavel de folga x,,.1, e obtemos um novo

problema na forma canonica com a matriz

A 0
Am+1 —1 .

Seja B uma base 6tima do problema original. Podemos contruir uma so-

lugao (z*, x4 1) definindo x,, 11 = Ayy12* — byyq. Esta solugao é invia-
vel, mas estd associada a base formada pelas variaveis xg,, ..., Zp, , Tni1,

com a matriz basica dada por

B =
a -1

B 0
12 Y

onde a contém as componentes de A,,.; que estao na base original.

Note que esta matriz é de fato inversivel, com a inversa dada por

adB™ ' —1

B o]

Temos assim uma solucao primal basica inviavel. Note que os custos
reduzidos em relagao a esta solugao basica sao dados por

Bt 0 A 0
CLIB_l —1 Am+1 —1
=[d —cyB™tA 0] >0,

hovo — C,E;B_IA =[c 0] —[cp O]
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e sdo nao-negativos porque B é étima para o problema original. Assim

B é uma base viavel dual, e podemos aplicar o simplex dual para o

novo problema, a partir do tableau

ry ... Ty Tp+til
d—cdyB'A 0
rp = Th B7'A 0
Tnt1 Am+1ZL‘* — bm+1 adB'A — Am—l—l 1
Exemplo 5.2 Considere outra vez o problema
min —5xr; — To + 12z5
s.a 3r; + 21y, + T3 =10
5231 + 31‘2 + x4 = 16
z > 0.
com o tableau otimo
Ty T2 T3z T4
210 0 2 7
rn=||21 0 -3 2
To = 0O 1 5 =3

e suponha que seja acrescida a restri¢cao xy + x9 > 5, que € violada
pela antiga solugao dtima x* = (2,2,0,0). A dltima linha do tableau

aumentado serd dada por

10 -3 2

'B71A— A, :11[
“ n=01 1 5 3

}—u1om:m02_u

e aplicando o simplex dual a partir do tableau aumentado teremos:

4
T1 To XT3 Ty T
12,0 0 2 7 0
rn=| 2/ 1 0 =3 2 0
ro=| 21 0 1 5 =3 0
— z5=|—-1]1 0 0 2 =1 1
Ty T2 T3 Ty Tp
5/ 0 0 16 0 7
r1=10] 1 O 1 0 2
ro=15] 0 1 -1 0 =3
rg=11] 0 0 -2 1 -1
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Mudancas no vetor b

Suponha que a i-ésima componente do vetor b torne-se b; + 9, ou seja,
que o lado direito do sistema passe a ser b + de’. Gostarfamos de
determinar os valores de 0 para os quais a base 6tima do problema
original permanece 6tima. Note que a condi¢cao de otimalidade primal
nao depende do vetor b, assim apenas a viabilidade pode ser afetada.
Para manter viabilidade precisamos garantir que a condigao B~*(b +
de') > 0 continue valendo. Seja g = B~ 'e’ a i-ésima coluna da matriz

B~'. A condicao de viabilidade é equivalente a
rp+ o g > 0

ou ainda

rp, +0g9; >0, j=1,...,m.

Esta condicao é valida se e somente se § > —%, Vg; > 0ed <
J
B

—g—?, Vg; < 0, ou equivalentemente
J

B, . B,
max ———= < § < min ——=.
g;>0 gj 9;<0 gj

Se J esta neste intervalo, a base étima do problema original permanece

Otima e o valor 6timo pode ser expresso como funcao de §:
B~ (b + de") = p'b + op,

onde p' = B~ é a solugao dual étima associada a base B.

Se 0 esta fora do intervalo acima, a solucao antiga é inviavel mas
satisfaz a condicao de otimalidade, equivalente a viabilidade dual, e
assim podemos usar o simplex dual para encontrar a solu¢ao do novo
problema.

Exemplo 5.3 Considere o tableau dtimo

T1 Tz X3 T4
220 0 2 7
rn=| 2, 1 0 =3 2
ro=| 2| 0 1 5 —3

e suponha que a primeira componente do vetor b passe a ser 10 + §.
A primeira coluna de B~' é (=3,5), assim a condi¢io de viabilidade
passa a serx1 =2—30 >0 exy =2+ 56 >0, ou ainda, —% <6< %
O wvalor 6timo em funcao de & serd —12 + 100, pois p; = dzB le! =
-5 —1] T
5
Se o & [—%, %} entao uma das duas variaveis basicas fica negativa, e

podemos aplicar o simplex dual a partir desta base.
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Mudancas no vetor c

Suponha agora que o vetor ¢ passe a ser ¢ + de’. A viabilidade primal
nao é afetada (nado depende da func¢ao objetivo), mas a condigao de
otimalidade cg B~'A < ¢ pode ser afetada.

Inicialmente suponha que j é uma variavel nao-basica. Como o
vetor cg nao muda, a unica desigualdade afetada é a do custo reduzido

associado a x;:
gB'A <cj+8 = §>-¢;

Se esta condigao ¢ satisfeita, entao a base 6tima do problema original
permanece 6tima no problema modificado. Do contrario, podemos usar
a base 6tima do problema original como base inicial para o método
simplex aplicado ao novo problema. Note que, no tableau, apenas a
coluna associada a x; é modificada.
Suponha, por outro lado, que x; = xp,. Neste caso o vetor cp passa
a ser cg+de! e todas as desigualdades da condicao de otimalidade serdo
afetadas:
(cg +0e'YBtAT < Vi # By
(cp+de!)YBtABL <cp +§

Observe que a ultima desigualdade é trivialmente satisfeita, pois (cp +
6e'YB7rAB = (cp + de!)e! = cp + 5. Observe ainda que para os
demais indices da base, (cp + de') B™1APr = (cp + de')'e" = cp,, e a
desigualdade correspondente também é trivialmente satisfeita.

Ficamos assim com
6QH S éi; VZ ¢ {Bla sy Bm}a

onde q; = (e')B~'A* = B; ' A" é 0 valor da linha [ e coluna i do tableau.
Estas desigualdades determinam uma faixa de valores de 0 para os quais
a base anterior permanece 6tima.

Exemplo 5.4 Voltando ao problema dos exemplos anteriores, podemos
calcular, para as varidveis nao-bdsicas xs e x4, 0s valores de c3 + 03 e

¢4 + 04 que nao perturbam a otimalidade da solugdo x* = (2,2,0,0)":

03 > —C3 = —2,
(54 > —Cy = —T7.

Uma variacao ¢; + 01 no custo associado a varidvel bdasica x, terd

que satisfazer
3 <6 = 6 >—32

bqu<a <= 6 <1

ou ainda 6 € [—%, %}, para nao perturbar a otimalidade de z*.
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Mudancas numa coluna nao-basica de A

Suponha que a entrada A;; da matriz passe a ser A;;+9, onde z; é uma
variavel nao-basica. Como neste caso a matriz B nao muda, a condicao
de viabilidade primal permanece inalterada. Além disso apenas o custo

reduzido em relacao a variavel z; ¢ alterado, passando a ser
c; — p' (A7 + 6",
onde p' = dgB~!. Assim a condigao de otimalidade a ser verificada é
cj—p (A +6e) >0 <= ¢ >p

Se esta condicao é desrespeitada, aplicamos o simplex ao tableau mo-
dificado (somente a coluna de z; é alterada), e a varidvel z; entrara na
base.

Exemplo No exemplo anterior, se a entrada A3 da matriz tornar-
se 1 4+ 9, a otimalidade serd preservada somente quando & satisfizer

c3 > O0p1 ou, equivalentemente,

Exercicios sugeridos para o capitulo 5: 5.4-5.8, 5.10, 5.13(a,b).
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