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4 Dualidade

4.1 Motivacao

O estudo de dualidade em programacao linear tem suas origens no mé-
todo de multiplicadores de Lagrange, que foi desenvolvido para mini-
mizacao de funcoes diferenciaveis com restricoes de igualdade, visando

recair em problemas sem restricoes. Considere o problema
min 2?2 +y? + 22
sa r+y+z=1

A este problema associamos a funcao Lagrangeano L(z,y, z, p):
L('r7y727p) = 'TQ +y2 +22 _'_p(l —r =Y - Z>7

onde a varidvel p é interpretada como uma penalizacao (ou prego) que
deve ser paga se a restricao x4y + 2 = 1 for violada. A funcao Lagran-
geano nao possui restricoes e assim pode ser minimizada procurando

pontos de derivada nula em relacao a z, y e z:

%:Qx—p:()
2—5222—]9:0

o que fornece a solugao paramétrica v = y = z = §. Considerando no-
vamente a restri¢ao original z + y + z = 1 descobrimos que a solucao é
r=y=z= é O Lagrangeano usando a penalizacao p = % (associada
a solucdo 6tima) pode ser interpretado como uma combinagao conve-
niente da fungao objetivo e da restricao original, combinacao esta que
nao forca a restrigdo x+y+ 2z = 1, mas torna desinteressante (do ponto
de vista da minimizagao) a opgao de violar aquela restrigao pagando o
preco %(1 — x — y — z) correspondente.

Considere o problema de programacao linear na forma canonica

min dz
(PLC){ saa Ar =10
x>0

'Baseadas no livro de Bertsimas & Tsitsiklis: Introduction to Linear Optimiza-

tion.
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onde b € R™ e A € R™" e suponha que este problema possua uma so-
lucao 6tima z*. Associamos a cada restricao A;x = b; uma penalizacao

p; € criamos o seguinte problema relaxado:

min dz + p'(b— Ax)
s.a x> 0.

A relaxacao do problema consiste em permitir vetores x que nao satis-
fagam Ax = b, desde que o preco p/'(b — Ax) seja adicionado a funcao
objetivo. Chamando de g(p) o valor 6timo deste problema, para um

vetor de precos fixado, temos a seguinte propriedade:

-0
9(p) = m>1£1 [z +p'(b— Az)] < da* +p'(b— Ax*) = 27,

e isso explica o uso do termo “problema relaxado” como o tltimo pro-
blema tem mais opgoes (pontos viaveis) do que o primeiro, ele tem mais
possibilidades para a minimizacao e a chance de encontrar um minimo
mais baixo que o 6timo do problema original.

Outro modo de entender o resultado acima é que cada vetor de
pregos p produz um limitante inferior g(p) para o valor 6timo do (PLC)
original. Poderiamos procurar o maior limitante inferior para o valor

6timo do (PLC) de acordo com esta estratégia resolvendo o problema

{ max  g(p)

sa peR™

ou equivalentemente

max min ¢’z + p'(b — Az).
peR™ 30

Este problema é chamado de dual do problema original (chamado de

primal, neste contexto). Note que

. / / W/ . I
rélggl[cx—l—p(b—A:c)]—pb—i—glznol(c p'A)x

e que
0 sed —pA>0
min(c — p'A)x = b -
z20 —00 caso contrario
Como queremos maximizar g(p), os vetores p tais que g(p) = —oo nao

precisam ser considerados. Com isso vemos que o problema dual pode

ser expresso equivalentemente como

max p'b
(DLC){ sa Ap<c
peR™
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onde A'p < ¢ <= (A'p) < < p'A <. Observe que o (PLC)
original é equivalente a

min max ¢’z + p'(b — Ax)
z>0 peR™

pois
dx se Ar =b
max 'z + p'(b — Az) = -
peR™ +00 caso contrario.
Outro exemplo: se o problema primal fosse

(PL) min dx
s.a Ax >b

teriamos o problema equivalente

min maxc'z + p'(b — Az).
zeR™ p>0

Note que neste contexto queremos aplicar outro tipo de penalizacao:
queremos garantir que nao vale a pena violar a restricao Ar > b na
formulacao acima. Se existir uma restricao violada A;z < b;, impomos
uma multa positiva p; muito alta que torne o produto p'(b— Ax) muito
grande (positivo). Isto tornard desinteressante a violagao daquela res-
tricao do ponto de vista da minimizacao. Nao podemos permitir precos
negativos pois estariamos desencorajando também a possibilidade de

A;x > b;, que é possivel no problema original. Note finalmente que

dr se Ar >b

max 'z + p'(b— Az) = -
p>0 +0o0  caso contrario

e que para p > 0 conseguimos manter a propriedade
<0

>0 e
9(p) = min dr+p/(b— Azx) < dz*+ p' (b— Az™) < 2,
zeR™

ou seja, g(p) é um limitante inferior para o valor étimo do (PL). O dual

do (PL) corresponde a max,>o g(p), ou equivalentemente,

: / / _A — : / /o /A )
rgzagiixelkglcx—i-p(b ) Iggg{{{lenRr}Lpb—i-(c p'A)x

Mais uma vez, observando que

'b sed —pA=0
min p'b+ (¢ — p'A)x = b b .
z€R” —00 caso contrario,

concluiremos que o dual do (PL) acima é equivalente a

max p'b
(DL) sa Ap=c
p=0
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Assim, o sinal dos precos duais deve ser designado de modo a pena-
lizar a violacao das restrigoes primais, isto é, de modo a permitir que
a expressao p'(b — Az) fique (muito) positiva sempre que a restri¢ao
original nao é satisfeita; equivalentemente, para todos os pontos viaveis
devemos ter p'(b— Az) < 0, de modo a anular esta parcela ao calcular-
mos max p'(b— Ax). Assim, Ax > b d4 origem a precos p > 0,e Az = b
da origem a pregos p € R™.

Finalmente, observe que este tipo de transformacao também pode
ser aplicado a problemas de maximizagao, seja transformando-os em
problemas de minimizacgao equivalentes, seja reformulando as penaliza-
¢oes visando tornar p’(b— Az) (muito) negativo, redefinindo g(p) como
um limitante superior para o valor étimo e entendendo o dual como o
problema de encontrar o menor limitante superior para o valor 6timo

primal. Como exemplo,
max  cx
s.a Ax <b

¢é equivalente a

maxmin 'z + p' (b — Az)
zeR™ p>0

cujo dual é

9(p)
. / / /
b —pA
RO (o r A
ou, equivalentemente,
min  p'b
sa Ap=c

p=0

Exercicio 4.1 Calcule os duais dos problemas a sequir:

max p'b
(P)] s.a Ap<c
peR™

max p'b
(P») s.a Ap=c
p=0

min  p'b
(P3)s s.a Ap=c
p<0
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4.2 O problema dual

Note da discussao anterior que as restri¢oes primais e o sinal dos precos

duais estao estreitamente relacionados, bem como o sinal das varidveis

primais e a forma das restri¢oes duais. Podemos resumir todas estas re-

lacoes considerando o problema primal de programacao linear a seguir:

/

AiZL'
AZ‘ZL’
AZ‘ZL’

min

S.a

> by,
< b,
= b,
> 0,
< 0,
e R

i € My,
i € My,
i € Ms,
J € Ny,
J € Ny,
Jj € Ns.

Seguindo o mesmo tipo de argumento da secao anterior, concluire-

mos que o seu dual é

max p'b

s.a Di

0,
0,
R,

Cj,

IV IA M A IV

Cj,

Cj,

i€ M,
i € M,
i € Ms,
J € Ny,
J € No,
j € Ns.

Exercicio 4.2 Mostre que (D) € o dual de (P) repetindo os argumentos

da secao anterior.

Note que a cada restricao primal temos uma variavel dual associada,

e a cada variavel primal temos uma restricao dual associada; note que

restricoes de igualdade estao associadas a variaveis livres de sinal, e

restricoes de desigualdade estao associadas a variaveis com algum sinal.

A funcao objetivo primal faz parte das restrigoes duais e o lado direito

primal aparece como funcao objetivo dual.

Exemplo 4.1 Considere os problemas primal e dual a sequir:

1 + 2wy + 33
—r1 + 319 =5
200 — 9 + 3x3 >6
ryg <4
r1 >0, 19 <0, z3 € IR

max op;
s.a —p; +
3y —

3p2

+ 6p2
2po

+ 4ps

+ P3 =3

p1 €R, p2 >0, p3 <0

Vamos transformar o problema dual em uwm problema equivalente de
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minimizacao e calcular o seu dual:

min —5p; — O6py — 4dps max 21+ 229 4+ 323
s.a  —p1 + 2ps <1 s.a —z1 + 3z =
3p1 — Do > 2 220 — 29 + 323 <
3p2 + p3 =3 Z3 2>
P €R, pp >0, p3 <0 21 <0, 22>0, z3€R
Este dltimo problema é equivalente ao problema original, com z = —zx.

O principio ilustrado pelo teorema acima (o dual do dual € o primal)

vale em geral:

Teorema 4.1 Seja (P) um problema (primal) de programagao linear
e (D) o seu dual. O problema dual (Dp) obtido a partir de (D) é

equivalente a (P).

Exercicio 4.3 Prove o teorema acima para a formulacao geral do exem-

plo 4.1.

Exemplo 4.2 Considere o par primal-dual a sequir:

min cx
s.a Ar >0
r e R"

p'b
s.a Ap=c

p=0

Substituindo as desigualdades do problema original por varidveis resi-

duais e depois calculando o dual, teremos:

min dx

s.a Ar—x"=b
r € R"
z" >0

max

p'b
s.a Ap=c

—p<0
peR™

Por outro lado, substituindo as variaveis do problema original por pares

de varidveis nao negativas e depois calculando o dual, teremos:

min  dat —dz”
s.a AxT —Ax~ > b
x>0
= >0

max

S.a

p'b

Ap<ec

—A'p < —c

p=0

Observe que sao equivalentes os trés problemas primais, bem como

0s respectivos duais.

Exemplo 4.3 Considere o (PLC) e seu dual

min cx

(PLC)S s.a Ar=b (DLC)

x>0
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e suponha que A, = " viA; e by, = ST ubi, ou seja, que a ddltima

restri¢ao de igualdade do (PLC) € supérflua. Note que

m—1 m—1 m—1 m—1
b'p = (Z bﬂ%) + bmpm = Y bipi + D vibipm = D bi(pi + Yipm),
i=1 i=1 i=1 =1
m—1 m—1
= (S ) + Canon =5 4701 7).
i=1 i=1
Ou seja, o problema dual € equivalente a
max S bigi
s.a YA g <c
g€ R™!

onde q; = p; + Vipm. FEste € exatamente o dual que seria obtido se
elimindssemos a restricao supérflua do problema original.

Os trés exemplos acima fornecem o seguinte resultado:
Teorema 4.2 Suponha que o problema de programacao linear (Py) foi

obtido de (Py) através de uma sequéncia de operagoes do tipo:
1. substituicao de uma varidvel z; € R por xj z; > 0;
2. substituicao de uma restricao A;x < b por Ajx +x" =0, 2" > 0;
3. eliminacgao de restri¢oes de igualdade supérfluas.

Entao os duais de (Py) e (P) sao equivalentes.

4.3 O teorema de dualidade

Teorema 4.3 (Dualidade fraca) Se x ¢é vidvel primal e p € vidvel
dual, entao

p'b < .

Prova.

Note que no caso canonico o resultado acima é trivial:

<c
~ N >0
=p A< .

p'b

No caso geral, considere os valores que aparecem nas funcoes

Lagrangeano primal e dual:

U; = pi(bi - Aix)
v = (¢j — P AT)z;.
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Pela viabilidade de z e p, o sinal de p; tem que ser contrario

ao de b; — A;x:

Aiw > by =>p; > 0
Ajw < by = p; <0

Isso mostra que u; < 0. Analogamente mostra-se que v; > 0.

Portanto

pb—pAr =311 u; <0< YU vy = e —pAx

A3
p'b < .

Apesar de bastante simples, o resultado acima ja permite algumas
conclusoes sobre a relagao entre os problemas primal e dual:
Corolario 4.1 Se o primal é ilimitado (valor dtimo —o0), o dual €
invidvel. Analogamente, se o dual € ilimitado (valor étimo +00), o
primal € invidvel.

Prova.

Suponha que o primal é ilimitado, e suponha por contra-
dicdo que p é viavel dual. Pelo teorema fraco de duali-
dade, p'b < dx, Vx vidvel. Pela ilimitacao primal, existe
um Z viavel tal que ¢z < p'b, o que fornece a contradigao

p'b < dx < p'b. A outra implicacao é anéloga.

Coroléario 4.2 Se x vidvel primal e p vidvel dual satisfazem p'b = c'x,

entdo x e p sao solugoes otimas de seus respectivos problemas.

Prova.

Seja y uma solucao vidvel primal qualquer. Pelo teorema
fraco de dualidade, p'b < c'y; assim dx = p'b < 'y, Yy via-

vel. A prova de que p é 6timo do problema dual é anédloga.

Teorema 4.4 (Dualidade forte) Se um problema de programagao
linear possui uma solucao otima entao seu dual também possui solu¢ao
otima e 0s valores otimos dos dois problemas sao iguais.

Prova.

A prova serd dividida em dois casos: (PLC) e caso geral.

Considere o problema linear canonico

min cx

(PLC)S sa Ax=1b
x>0
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e inviabilidade.

e suponha que as linhas de A sao linearmente independentes.
Se o (PLC) possui solugao 6tima, o método simplex aplicado
a este problema nos fornece uma base viavel 6tima B. Pelo
critério de otimalidade,

d=c-dyB A= —pA>0,

onde p' = dgB~! é o vetor de multiplicadores do simplex.

Assim p é viavel para o problema dual

max p'b

(DLC) {

sa Ap<ec.

Além disto,
p'b=CyB b= cyap =,

onde x ¢é a solucao 6tima associada a base B. Pelo corolério
4.2, p é¢ uma solucao 6tima dual e o valor 6timo dual é igual

ao valor 6timo primal.

Considere agora um problema de programacao linear (P)
qualquer e suponha que (P) possui uma solugao 6tima. Sa-
bemos que podemos tranformar este problema em um pro-
blema linear canonico (PLC) equivalente onde A possui li-
nhas linearmente independentes, que possui uma solugao

6tima com o mesmo valor étimo de (P).

(P) possui sol. 6tima (D) possui sol. étima
v.0.(P) =« v.0.(D) = «
equivaléncia Teo. 4.2

(PLC) possui sol. 6tima === (DLC) possui sol. tima
v.0.(PLC) = « parte 1 v.0.(DLC) = «

Pela primeira parte desta demonstragao, o dual do (PLC)
possui solugao o6tima e o valor 6timo deste dual ¢ igual ao
valor 6timo do (PLC). Pelo teorema 4.2 os duais de (P) e do
(PLC) sao equivalentes, e portanto ambos possuem solugoes

dtimas e o mesmo valor 6timo.

Lembramos que a solucao de qualquer problema de programacao

linear pode levar a trés conclusoes possiveis: otimalidade, ilimitacao

de programacao linear e seu dual podem ser expressas através de um

diagrama:
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Primal Dual

Sol. Otima =———= Sol. Otima
Tlimitado Ilimitado
Inviavel Inviavel

Note que os casos que nao estao associados no diagrama nao sao
possiveis, de acordo com os teoremas de dualidade fraca e forte. A
situagao em que primal e dual sao ambos invidveis é possivel, e pode

ser ilustrada com este exemplo:

min 7 + 21 max p; + 3po
saa T + xy =1 saa p1 + 2py =1
2r1 + 219 =3 p1 o+ 2py =2

Exemplo 4.4 Considere um poliedro na forma Ax > b e suponha
que coloqguemos uma bola de dimensoes despreziveis em seu interior.
Impulsionada pela gravidade, esta bola atingirda um estado de equilibrio

na quina mais baiza do poliedro.

Este ponto x*é solugao otima do problema

min dx
s.a Ax > b,
onde ¢ € um vetor vertical. O equilibrio da bola naquele ponto € caracte-
rizado pelo fato de que a gravidade (dire¢ao —c) € contrabalancada pelas

forcas normais A; exercidas pelas paredes do poliedro. Assim existirao
coeficientes p; > 0 tais que

—c+ Y Api=0 <= c=> Ap, = Ap;
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em particular, p € vidvel no problema dual

max  p'b
s.a Ap=c
p=0.

Além disso, os coeficientes p; associados as paredes que nao encostam
na bola sao nulos, pois nao hd reacao daquelas paredes. Isso mostra
que

pois nas paredes que tocam a bola teremos b; = A;x* e nas demais

teremos p; = 0. Consequentemente,
p'b= Zpibi = sz‘AiiU* = (ZpiAz‘)fU* = p Ax* = a*,

ou seja, p € vidvel dual e possui o mesmo valor da fun¢ao objetivo dual
que dx*. Assim p € étimo dual e o valor dtimo dual € igual ao valor
otimo primal. Isso mostra que a solugao otima dual neste contexto pode
ser wvista como o vetor de pesos da combinacao linear das restricoes
ativas que “equilibra” a solucdo em relagdo a minimizacdo da fungao

objetivo (vetor —c).

Folgas complementares

A condigao p;(b;—A;x) = 0, Vi, no exemplo anterior é chamada de folgas
complementares, pois diz que as restrigoes p; > 0 e A;x > b; nao podem
apresentar folgas (desigualdades estritas) simultaneamente. Outra con-
dicao de folgas complementares associadas ao mesmo par primal-dual
é (¢; — p'Ah)z; = 0, Vj, que no exemplo anterior é satisfeita trivial-
mente (pois (47)'p = ¢;, Vj). Quando z e p sdo vidveis (primal e dual,
respectivamente), estas condigoes equivalem a ’x = p'b.

Teorema 4.5 (Folgas complementares) Seja © uma solugdo vidvel
primal e p uma solucao vidvel dual. Entao x e p sao solucoes otimas

(dos problemas primal e dual, respectivamente) se e somente se
(Cj — p/Aj).Tj = 0, VJ
Prova.

Na demonstracao do teorema de dualidade fraca (4.3) veri-
ficamos que p;(b; — A;x) <0, Vie (¢; — p'Al)x; > 0, Vj.

Assim,

p'b—p' Ax = Zpi(bi—Aix) <0< Z(cj—p/Aj)xj = dax—p Ax.
i J
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Se, por um lado, = e p sdo solugoes 6timas, temos ¢’z = p'b
(teorema de dualidade forte) e assim todos os termos da
desigualdade acima sao iguais. Em particular, >, p;(b; —
Aix) =0e X ;(c; —p'Al)z; = 0. Como os termos de cada
uma destas somatoérias tém todos o mesmo sinal (< 0 na
primeira, > 0 na segunda), segue que p;(b; — A;x) = 0, Vi,
e (¢;j—pA)z; =0, Vj.

Por outro lado, se vale folgas complementares, entao da de-
sigualdade anterior segue que p'b — p'Ax = o — p' Az, ou
seja ¢z = p'b. Pelo corolario 4.2 (do teorema de dualidade
fraca) temos que z é solu¢ao Gtima primal e p é solugao

6tima dual.

As condigbes de folgas complementares dizem que uma variavel (primal
ou dual) sé pode ser diferente de 0 se a restricdo correspondente (no
dual ou no primal) estiver ativa ou, equivalentemente, que uma restri¢ao
(primal ou dual) s6 pode estar inativa se a variavel correspondente (dual
ou primal) possuir valor 0.

Quando um dos problemas (primal ou dual) possui restri¢oes de
igualdade, algumas das condic¢oes de folgas complementares sao auto-
maticamente satisfeitas; por exemplo quando o primal é o (PLC), as
condigoes p;(b; — A;z) = 0, Vi, sao satisfeitas para todos os pontos via-
veis, pois A;x = b;. Um exemplo onde todas as folgas sao possiveis e

nenhuma das condicoes acima é automaticamente satisfeita é dado pelo

par
min  dx max  p'b
(P)q sa Az>b (D) sa Ap<c
z>0 p>0

Exemplo 4.6 Considere o par de problemas

min 131’1+101’2+65L’3 max 8p1—|—3p2
s.a  dri+ xo+3w3=8 s.a dp1+3p.< 13
(P) B (D)
31+ X9 =3 p1+ pa< 10
z >0 3p1 < 6.

A solugao x* = (1,0,1)" € dtima, como verificaremos a sequir. E facil
ver que x* € bdsica (associada a base {xy,x3}), vidvel e nao-degenerada
(pois x5 > 0). As condigoes p;(b; — A;x*) = 0, Vi, sao satisfeitas
automaticamente, bem como (co — p'A%*)xs = 0 (pois 25 = 0). As
demais condigoes de folgas complementares sao (c; — p’AY) -1 =10 e

(c3 —p'A%) -1 =0, o que fornece o sistema

op1 + 3p2 =13
3p1 =6
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que possui como unica solugao p; = 2 e p5 = 1. Note que esta solucao
¢ dual vidvel e que (p*)'b =19 = z*, o que mostra que p* é dtima no
dual e confirma o fato de que x* € dtimo no primal.

Este exemplo pode ser generalizado: em uma solugao otima nao-
degenerada temos x> 0 para cada varidvel bdsica xp,. Assim, por fol-
gas complementares, teremos p' APi = cp, e portanto p' [ABl| e |AB’”} =
(¢y,--.,cp,,) ou, equivalentemente, p'B = 5. Este sistema possui a
solugdo tinica p' = dgB™! que serd vidvel no dual se e somente se a

base B € otima primal.

Uma visao geométrica

Considere o par primal-dual

min dx max b'p
sa Ax>b i=1,....m sa Yy pAi=c
reR" p > 0.

Suponha que os vetores A; geram R" (em particular, m > n) e considere

uma base de R" formada por A;, i € I. O sistema A;xr = b; possui

1

uma unica solucao que vamos chamar de z/. ! é uma solucao bésica

I' ¢ nao-degenerada, ou seja,

por construcao; suponha além disso que x
que Azt £ by, Vi 1.
Seja p € R™ qualquer. Para que ! seja 6timo primal e p seja étimo

dual, eles precisam satisfazer as seguintes condicoes:

1 A;z" > b;, Vi, (viabilidade primal)
2 pi=0,Vig I (folgas complementares)
3 Y piA; = (viabilidade dual I)
4 p>0 (viabilidade dual IT)

Substituindo (2) em (3) temos Y ,c; p;A; = ¢. Pela independéncia
linear dos A; este sistema possui uma tnica solu¢ao que chamaremos
de p’. Note que os vetores A; correspondem a colunas L.I. do dual que
estd na forma canodnica, assim estes vetores formam uma base do dual
associada a p’. Concluimos portanto que, construindo p’ desta maneira
(satisfazendo folgas complementares), a viabilidade de p! depende tao
somente da restricao p’ > 0, ou seja, do fato de ¢ ser uma combinacao

linear dos vetores A; com coeficientes nao-negativos.
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Bases primais vidveis: B, C, F, H
Bases primais invidveis: A, D, E, G
Bases associadas a algum dual vidvel: A,

H é degenerado e esta associado
a algumas bases que correspondem a
solugoes duais invidveis.

Se T é uma solucao bésica degenerada entao podem existir varios
subconjuntos I distintos que correspondem a bases de IR" formadas
pelos vetores A;. Para cada base teremos uma solucao dual p’ diferente
que satisfaz folgas complementares; se uma destas solugoes for viavel
dual, e T for vidvel primal, entdo o par (Z,p’) serd um par primal-dual

6timo (pelo teorema 4.5).

4.4 Variaveis duais 6timas como custos marginais

Outra interpretacao para as variaveis duais no ponto de 6timo, além
da interpretagdo mecanica (equilibrio), é a de associar as varidveis p; a
pregos. Suponha que o problema primal é um problema linear canonico
associado a um processo de producao e que o vetor b corresponde ao
estoque de matérias-primas utilizadas (vide capitulo 1). Ao resolver-se
o problema, uma pergunta que surge naturalmente é: pode-se melhorar
a solucao dtima alterando-se o estoque? Poderiamos vender parte do
estoque de algumas matérias-primas menos essenciais e comprar outro
tipo de matéria-prima.

Suponha que z* é uma solugao 6tima nao-degenerada e que B é
a base 6tima associada. Pela nao-degenerescéncia, xp = B~'b > 0.
Suponha que o estoque b seja trocado por b + d. Por continuidade,
B7Yb+ d) > 0 desde que d seja suficientemente pequeno. Assim a
mesma base serd vidvel para o problema alterado. Além disso, @ =
d — cdgB7'A > 0 independentemente do lado direito do problema ser b
ou b+ d. Assim, se B7!1(b+d) > 0, entao esta base é 6tima também

no novo problema. O valor 6timo deste problema serd
B ' (b+d)=p(b+d)=pb+pd=cz*+pd,
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ou seja, a variacao do valor 6timo serd p’d. Cada variavel p; representa
o quanto se ganha ou perde no valor 6timo para uma variagao d; no
lado direito do problema. Se for possivel modificar o problema através
de uma variacao d do estoque que satisfaca p'd < 0, o valor 6timo do
problema modificado serd menor do que o do problema original.

Se modificarmos o lado direito do problema original de tal modo
que a base 6tima deixa de ser viavel (B~'(b+ d) # 0), podemos ainda
aproveitar a informacao de p ser viavel dual para aplicarmos o simplex

dual usando B como base inicial.

4.5 O Simplex Dual

Na prova do teorema forte de dualidade utilizamos o fato de que se
um problema na forma canonica possui solucao 6tima entao o simplex
aplicado a ele consegue encontrar uma base viavel étima. Vimos que
a condicao de otimalidade & = ¢ — gB™1A > 0 era equivalente a
condicao de viabilidade dual A’p < ¢ para o vetor de multiplicadores
do simplex p’ = ¢z B~. Observe que este vetor estd definido para todas

as bases do problema (sejam elas vidveis ou invidveis), e que
p'b=CyB'b = cdyap = .

Podemos entao pensar no simplex como um método que percorre bases
do problema primal associadas ao par (z,p), mantendo a condi¢ao de
viabilidade primal (xp = B~'0 > 0) e folgas complementares (que
correspondem a p'b = ¢z neste caso), buscando atingir viabilidade dual
(d —p'A>0).

Uma alternativa é explorar as bases do poliedro na forma cano-
nica mantendo a cada iteracao as condicoes de viabilidade dual e folgas
complementares, buscando obter viabilidade primal. Um tal método
passaria por uma sequéncia de solucoes invidveis do primal, e obte-
ria otimalidade (de x e p) quando verificasse a condigao de viabilidade
primal.

Considere o tableau associado a uma base B

_CIBZEB El P En

B, | |
B—lAl . B—lAn

B, | |

e suponha que ¢ > 0 (ou equivalentemente A’p < ¢) mas nao temos
necessariamente que xp > 0 (se esta ultima condicao fosse verdadeira
a base seria 6tima, como vimos anteriormente). Considere um indice [

tal que xp, < 0 e considere a [-ésima linha do tableau, v = By A, que
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definiremos como a linha pivo. A coluna pivo serd qualquer coluna j
que satisfaga v; < 0 e
Cj .G

o] <0 Jui
Observe que x; é ndo-basico (pois a coluna j do tableau nao é uma
coluna da identidade!) e podemos forgar a entrada de z; na base subs-
tituindo xp, fazendo uma pivotacao sobre o elemento v;. Observe tam-
bém que o novo valor de & serd ¢ + ﬁv > 0 (devido a escolha de j) e
J _
que o novo valor de —czxp serd —czrp+ txp < —cgrp. Isso mostra
Jvj| ™
que a nova base é viavel dual e que o valor da solucao dual nao decresce.

Exemplo 4.7 Considere o tableau abaizo.

J
T Ty T3 T4 Ty
2 6 10 0 O
ra=1| 2|2 4 1 1 0
— z5=|-—1 4 =2 -3 0 1

Como xp, < 0 escolhemos esta linha como linha pivo. Os elementos

v; < 0 desta linha sao vy = =2 e vy = —3; como ﬁ < %

7 = 2. Pivotando sobre o elemento vy temos o novo tableau

escolhemos

1 X9 T3 T4 Ty

-3 14 0 1 0 3
zy=| 0] 6 0 -5 1 2
= /-2 1 3 0 —1

Observe que o custo aumentou para 3 e que g = B~'b > 0, o que
Juntamente com ¢ > 0 mostra que a solu¢ao z = (0, %, 0,0,0) € dtima.

Duas observacgoes merecem ser feitas antes de enunciarmos o método
simplex dual.

A primeira é que sempre que ¢; > 0 na coluna pivo teremos que
o novo valor de —czxp serd —czrp + %xgl < —dyxp e portanto o
custo da solugao dual cresce estritamente. Se isto for verdade em todas
as iteragoes, o numero de iteragoes sera finito (pois o numero de bases
é finito). Se numa iteragdo ¢; = 0 na coluna pivo entdo a solucao
dual nao muda e a pivotacao é dual-degenerada; sera necessario utilizar
alguma regra anti-ciclagem (como Bland, por exemplo) para garantir a
terminacao do simplex dual em um nimero finito de iteragoes.

A segunda observacao é que se g, < 0 e a linha correspondente do
tableau v = B; ' A é ndo-negativa, entdo o problema dual é ilimitado

(exercicio 4.22), e consequentemente o primal é inviavel.
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Uma iteracao do simplex dual

0. A iteracao comeca com o tableau associado a uma base B tal que
c>0;

1. Se xp > 0 pare, a solugao é 6tima; do contrario, escolha um indice

[ tal que xp, < 0;

2. Se v = B;'A > 0 pare, o primal é invidvel; do contrario, escolha
um indice j tal que ‘f}—f‘ = min,, - %,

J 7
3. Faca a pivotagao sobre o elemento v;, que corresponde a fazer xp,

sair da base e z; entrar em seu lugar.

Quando usar o simplex dual

Um caso particular onde ¢ interessante utilizar o simplex dual é quando
o problema original é da forma mincd'z s.a Ax < b,z > 0, onde ¢ > 0.
Passando este problema para a forma candnica temos que a base for-
mada pelas variaveis residuais, embora nao necessariamente viavel pri-

mal, é viavel dual pois

—0
d=cd-cdy B'A=¢>0.

Assim podemos formar o tableau associado a esta base e aplicar o mé-
todo simplex dual. Observe que neste caso a solucao viavel dual inicial
ép =cyB~! =01=0, com valor da funcao objetivo 0.

Outra situacao ainda mais relevante é quando conhecemos uma so-
lugdo étima para um (PLC) e queremos resolver o mesmo problema
com um lado direito b diferente. A mudanca do vetor b pode prejudicar
a viabilidade primal da base 6tima conhecida, mas nao afeta o vetor de
custos reduzidos (pois este nao depende de b) e assim a base conhecida
¢é viavel dual, o que permite a utilizacao do simplex dual. Voltaremos

a este exemplo no capitulo 5.

A geometria do simplex dual

Observe que a solugao dual construida a partir de uma base primal (p’ =

g B™') satisfaz p'B = p/ [ABl| e |AB’”} = (3, ou equivalentemente
(APYp=cp,i=1,2,....m

o que corresponde a m restricoes do problema dual, ativas em p, e
linearmente independentes (pois as colunas da base sdo linearmente
independentes). Como as varidveis duais estao em IR™, temos que p’ =

g B~ é na realidade uma solugao bdsica do dual. Assim, uma base do
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(PLC) esta associada tanto a uma solucao bésica primal quanto a uma
solucdo basica dual. Estas solugoes (primal e dual) podem ser vidveis
ou inviaveis; a base em questao sera 6tima se e somente se as duas
solugoes forem vidveis (primal e dual respectivamente).

Mais ainda, ao passar de uma base para a outra o simplex (dual)
preserva m — 1 colunas l.i. que sao comuns as duas bases, o que corres-
ponde no dual, de acordo com o argumento anterior, a m — 1 restrigoes
ativas linearmente independentes em comum entre as duas solucoes ba-
sicas duais correspondentes. Assim o simplex dual percorre um caminho
de solugoes basicas viaveis que sao adjacentes no poliedro associado ao
problema dual, até atingir otimalidade dual (que corresponde a viabi-
lidade primal da solugdo z associada). No entanto, aplicar o simplex
dual nao corresponde necessariamente a aplicar o simplex primal ao
problema dual passado para a forma canoénica (um exemplo pode ser
encontrado no exercicio 4.25 do livro).

Exemplo 4.8 Considere o par de problemas primal-dual

min 1+ o max 2pi1+ps
s.a T1+2w9—13 = 2 s.a  pr+py < 1
x —ry = 1 2py < 1
x>0 p=>0

Os conjuntos vidveis dos dois problemas sao ilustrados a seguir (no

primal as varidveis x3 e x4 sao interpretadas como varidveis de folga).

o p2

1

Ha um total de 5 bases no primeiro problema, associadas a 5 so-
lugoes bdsicas distintas, identificadas na figura como A, B, C, D e E.
As solucdes basicas correspondentes no dual foram identificadas com as
mesmas letras. Como exemplo, a base formada pelas colunas A3 e A*
determinam a solugdo bdsica primal x = (0,0, —2,—1)" (ponto A). A
solugdo dual correspondente é obtida fazendo-se p'A® = c3 e p'A* = ¢y,
cuja solugao é p = (0,0). Esta € uma solugdo bdsica vidvel no dual, e

pode ser utilizada para inicializar o simplex dual:
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Ty To T3 X4

o 1 1 0 0

— ay=]-2|-1 =2 1
z=|-1/-1 0 0 1

Aplicando o simplex dual, teremos

1
1 T2 T3 T4
-1 3 0 3 0
— x4=|—-1| —1 0 0 1
T1 T X3 T4
3 1 1
—31 0 0 5 3
1 1 1
€T, = 111 0 0 —1

Esta sequéncia de tableaus corresponde ao caminho A-B-C tanto no
problema primal quanto no dual. No primal o caminho percorre uma
sequéncia de bases invidveis até encontrar uma base vidvel que também
¢ otima. No dual, o caminho tem as mesmas propriedades do simplex
primal: as bases sao todas vidveis e a fung¢dao objetivo (dual) melhora

(aumenta) a cada passo.

Dualidade e degenerescéncia

Dada uma base B do (PLC), considere a solugao bésica dual p’ = ¢z B!
associada. Se esta solucao é degenerada, entao além das restrigoes
p'APi = cp,, i = 1,...,m teremos alguma outra restrigio p’AJ = ¢;
ativa, correspondente a uma varidvel x; primal nao-basica; consequen-
temente teremos ¢; = ¢; — p/ AJ = 0. Isso mostra que degenerescéncia
da solucao dual associada a base B corresponde a termos algum custo
reduzido nulo associado a uma variavel nao-basica. Lembre-se no en-
tanto que bases, custos reduzidos e direcoes bésicas s6 estao definidos
para o (PLC).

Exemplo 4.9 Considere o par primal-dual

min 3z;+xs max 2p;
s.a  Ti+Te > 2 s.a  pi1+2py <3
201—x9 = pi—p2 <1
x>0 p>0

Os conjuntos viaveis dos dois problemas sao ilustrados a sequir
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x2 b2

B

A/

C
C
A D
D xr1 B p1

A b

A —_——

Observe que ha um total de seis bases na formulagao canonica do pro-
blema primal, mas apenas quatro solugoes bdsicas (pontos A, B, C e
D). Na formulagao candnica do dual as seis bases correspondem a seis
solugoes bdsicas distintas (pontos A, A', A", B, C e D).

Lembrando que o dual do dual € o primal, poderiamos pensar por
um instante no problema da direita como primal. A solucdo bdsica as-
sociada ao ponto A (da figura da direita) tem como solugdo dual bdsica
associada o ponto (0,0) na figura da esquerda. A degenerescéncia desta
ultima solugdo mostra que existem solugoes vizinhas de A (na figura da
direita) com o mesmo valor da fun¢do objetivo; estas sio as solugoes
bdasicas A’ e A”. Escrevendo a formulag¢ao canénica do problema da
direita veriamos que as solucoes A, A’ e A” estao associadas respec-
tivamente as bases {ps,ps}, {p2, 04} € {p2, 3}, que sdo vizinhas, e a
direcao basica a partir de A em direcao a A’, associada a entrada de py

na base, possui custo reduzido nulo.

4.6 Sistemas Lineares e o Lema de Farkas

Vimos na se¢ao anterior que resolver um problema de programacao li-
near nao é mais dificil do que resolver sistemas de equacoes e desigual-
dades lineares em geral. Veremos agora alguns resultados provenientes
da teoria de dualidade em programacao linear para decidir se um dado

sistema linear possui ou nao solucao.
Teorema 4.6 (Lema de Farkas) Seja A € R™" ¢ b € R™. Entao

exatamente uma das afirmativas sequintes € verdadeira:
1. Eziste x > 0 tal que Ax = b;
2. Eziste p tal que A'p >0 e p'b < 0.

Prova.

Suponha que vale (1). Entao (2) nao pode ser verdadeira,
pois A'p > 0= p'b=p' Az = (A'p)x > 0.

86



Por outro lado, suponha que nao vale (1). Considere o par

primal-dual

max 0z

s.aa Arx =10
xz > 0.

min p'b
sa Ap>0

Observe que o primal é vidvel (pois A’'0 > 0) e que o dual é
inviavel por hipétese. A unica possibilidade para o primal é
ser ilimitado (pois o primal é vidvel, e se possuisse solucao
otima o dual também possuiria, pelo teorema de dualidade

forte). Logo o valor timo do primal é —oo e, em particular,

existe uma solugao p vidvel (A’p > 0) que satisfaz p'b < 0.
Al

AZ (p/AT >0) Se b r.léo pjod.e ser escrito como
combinacgao linear dos vetores

AJ com coeficientes ndo-negativos, existe
um hiperplano p’z = 0 que separa b

dos vetores AJ.

Observe que este lema permite transformar uma proposicao do tipo
Ax ;... =Vr: ... (universal, em principio mais dificil) em uma
proposigao do tipo Jp : ... (existencial, em principio mais facil).
Corolério 4.3 Sejam A, ..., A", b € R™ e suponha que qualquer vetor
p que satisfaz p’ A7 > 0, Vj também satisfaz p'b > 0. Entdo b pode ser
escrito como combinacdo linear de A',... A" com coeficientes ndo-

neqativos.

4.7 De Hiperplanos Separadores a Dualidade

Lembremos que nosso desenvolvimento de dualidade, em particular do
teorema forte de dualidade, esteve baseado no fato de que o simplex,
munido de uma regra anti-ciclagem para escolha do pivo, termina em
um numero finito de passos para qualquer problema de programacao
linear na forma canonica. O método simplex foi utilizado na demons-
tracao daquele teorema para construir uma solucao 6tima dual com
o mesmo valor da solugao étima primal (cuja existéncia era hipitese
do teorema forte). Usando o teorema forte de dualidade pudemos de-
monstrar o lema de Farkas, que pode ser interpretado em termos da

existéncia de um hiperplano que separa o vetor b das colunas de A.
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Nesta secao vamos mostrar que é possivel chegar ao teorema forte
de dualidade por um caminho puramente geométrico, independente do
método simplex. Esta derivacao comeca a partir de um resultado de
hiperplanos separadores para conjuntos convexos, estabelece o lema de
Farkas a partir deste resultado e finalmente demonstraremos o teorema
forte de dualidade a partir do lema de Farkas. Esta linha de argumen-
tagao pode ser generalizada para problemas nao-lineares.

Alguns conceitos e resultados basicos serao apresentados a seguir.

Definicao Um conjunto S C IR" € fechado se para qualquer sequéncia

{:L’k}keN C S convergente temos que (lim,Hoo xk) €s.

Teorema 4.9 Todo poliedro € fechado.

Prova.

Todo poliedro pode ser representado na forma geral P =
{r € R" | Az > b}. Suponha que {zF}ren C P ¢é uma
sequéncia tal que limy_,oo 2¥ = 2*. Como z¥ € P temos
Ak > b, Vk € IN. Como f(z) = Az é uma funcao continua,
temos que
Axr = A ( lim xk) = (lim Axk) > b,
k—o0 k—o0

onde a tltima desigualdade é consequéncia do fato que a
componente ¢ do vetor (limk_,oo Axk) é igual a limy_,eo A;2"

onde A;z* > b;, Yk € IN.

Teorema 4.10 (Teorema de Weierstrass) Se f : R" — R ¢ conti-
nua e S C IR™ é nao-vazio, fechado e limitado, entao f admite mdzimo

e minimo em S, ou seja, existem T,T € S tais que

f(@) < f(x) < f(z), Vo €S

Prova.

A prova deste resultado foge ao escopo deste curso, mas

pode ser encontrada no livro Real Analysis de W. Rudin.

Observe que o teorema de Weiertrass depende fundamentalmente
do fato de S ser fechado e limitado: f(z) = 2 ndo admite nem minimo
nem maximo em S = {z € R|z > 0}.

Teorema 4.11 (Teorema do Hiperplano Separador) Seja S C IR"
convexo, fechado e nao-vazio, e seja y* € IR™ tal que y* & S. Entao

existe um vetor ¢ € R" tal que dy* < dx, Yx € S.
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Prova.

Como S # (), considere um w € S qualquer. Seja B = {x €
R |||z —y*|| < |lw =y} e D=SNB.

o Py

Observe que D é nao-vazio (w € D), fechado, limitado e
convexo (pois S e B sao fechados e convexos), e que f(z) =
|z — y*|| é uma fungdo continua. Pelo teorema de Weiers-
trass existe um z* € D tal que ||[*—y*|| < ||z—y*||, Vx € D.
Para z € S\D temos ||z — y*|| > ||lw —y*|| > ||lz* —y*|, o

que mostra que

" =yl < [le =7, vz e 5.

Seja x € S. Como S é convexo, para qualquer A € (0,1)
temos que z* + A(z —2*) = Az + (1 — A\)z* € S. Usando a

desigualdade anterior, temos

lo =yl <l + A —a*) — g1
= o — 5| + 22" — ) (z — 27) + N2]lz — a7,

e assim (¢* —y*)'(z — 2*) > —3||z — 2*||. Tomando o limite

para A — 0 temos
(& =y (x — a") > 0.
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Isso mostra que o angulo # representado na figura anterior

¢é agudo. Logo

([L'* _ y*)/x Z ([L'* _ y*)/l'*
= (" =)y + (@ —y) (=" —y")

Fazendo-se ¢ = * — y* temos o resultado.

Lema de Farkas como consequéncia do Teorema do Hiperplano

Separador

Lembremos do enunciado do Lema de Farkas: Seja A € R™*" eb € R™.

Entao exatamente uma das afirmativas sequintes € verdadeira:
1. Existe x > 0 tal que Ax = b;
2. Eziste p tal que A'p >0 e p'b < 0.

A primeira parte da demonstracao é idéntica a da primeira prova:
Supondo que vale (1), entao A'p > 0 = p'b = p'Az = (A'p)x > 0, o
que mostra que (2) nao pode ser verdadeira.

Por outro lado, suponha que nao vale (1). Considere o cone gerado

pelas colunas de A
S={Az |z>0}={yeR" |32z >0: Az = y}.

Como (1) é falso, b ¢ S. Observe que S é nao-vazio (pois 0 € ),
fechado (S é um poliedro, tente provar) e convexo (z!, 22 > 0 = Az +
(1—X\)z? > 0. Portanto Az!, Az? € S = NAz'+(1-\)Az? = A(\x'+
(1 — MN)2?) € S). Pelo teorema do hiperplano separador, existe um
p € R™ tal que p'b < p'y, Yy € S. Como 0 € S, p'b < 0. Como \A* €
S, VA > 0 (pois NA? = A(\e?)) temos p'b < A\p’ A’ e consequentemente
pAT > B Fazendo A — +00 temos p’A’ > 0. Como isso vale para

)
i=1,...,m temos A'p > 0, completando a prova.

O Teorema Forte de Dualidade como consequéncia do Lema
de Farkas

Considere o par primal-dual

min dx max p'b
sa Ar>b sa Ap=c
p = 0.

Vamos provar que se o primal possui uma solugao 6tima x* entao o dual

possui uma solugao 6tima com o mesmo valor da funcao objetivo. A
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extensao para qualquer problema de programacao linear segue a mesma
linha da prova original deste teorema.
Considere I = {i | A;z* = b;} o conjunto das restri¢oes ativas em

x*. Observe que o conjunto das diregoes viaveis a partir de z* é

D ={deR"|[3Je>0:A(z"+ed) > b}
—JdeR | 3FE>0:] = =0, i€
eA;d>b; — Ax* <0, 1 €1
={deR"| Ad>0, i€l}.

Como z* é 6timo, temos ¢/d > 0, Vd € D ou, analogamente, nao existe
d tal que A;d > 0, i € I e dd < 0. Usando o lema de Farkas, temos
que ¢ pode ser escrito como combinacao linear dos A;, ¢ € I com
coeficientes nao-negativos. Equivalentemente, existem p; > 0 tais que
SicrPid; = . Fazendop; =0, i ¢ I teremosp € R, p>0ep'A=¢

(A’p = ¢), o que mostra que p é vidavel no problema dual. Além disso,

p'b= sz‘bi = ZPiAﬂ* = (ZPW‘L‘) xt = ca",
i€l i€l iel
0 que, juntamente com o teorema fraco de dualidade, mostra que p é

otimo dual e o valor 6timo dual é igual ao valor 6timo primal.

Exercicios sugeridos para o capitulo 4: 4.1-4.5, 4.8, 4.10-4.16,
4.18, 4.22, 4.25-4.27, 4.31, 4.35, 4.43(a).
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