Notas de aula sobre Filtros

Marcelo Queiroz

1 Introducao

Vamos considerar neste capitulo sinais em tempo discreto, mas nao necessariamente de com-
primento finito. Dado um sinal de tempo finito x = (z¢, 1, ..., zy_1) podemos estendé-lo para

um sinal de tempo infinito de varias maneiras; duas maneiras que vao nos interessar aqui sao

VnelZ;e

e a extensao por repeticao periodica: x, = Z, mod N’

e a extensao por completamento com zeros (zero-padding): x, =0, Vn & {0,1,..., N —1}.

Designamos por filtro qualquer processamento 7' que tome um sinal em tempo discreto = e

produza como resposta um outro sinal y = T'[z], definido univocamente para cada z.

Exemplo: Considere o sinal x = (zg,x1,...,2x_1), estendido periodicamente e com DFT X

e o sinal y derivado de x a partir da construcao

To+2T_1 X1 +2o T2+ X1
2 o272

TN-1+ TN—2
2

) )

y=(
ou equivalentemente,
y(n) = 5(e(n) +2(n — 1))
Indicando por shift(x, —1) o vetor (x_1, g, Z1,...,ZTN_2), temos y = %(x—kshift(x, —1)), e relem-
brando da propriedade de deslocamento no tempo para sinais periédicos (DFT(shift(x, —1)) =

e~2mk/N X1, temos que a DFT de y serd

Yi = 1(X) 4 DFTy(shift(z, —1)))

(Xk + e—ika/NXk)

D=

(14 e 2mh/N) X,

N =

Vemos que cada componente senoidal de X (correspondente a componente X} na representagao
de Fourier) sofrerd uma modificacao de amplitude e fase associada a constante complexa Hy =

%(1 + e i2mh/N ), razao pela qual H é denominada resposta em frequéncia deste filtro.

Podemos ter uma ideia mais clara do efeito desta modificacao simetrizando a expressao acima:

Hk _ 5(1 + e—zQﬂ'k/N) _ §€—z7rk/N(€Mrk/N + e—wrk:/N) _ e—mk/N COS(?T]{?/N),

logo
|Hy| = |e_1”k/N| - | cos(mk/N)| = cos(wk/N),k =0,...,N/2
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18, | angulo (Hy)
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Figura 1: Gréficos de |Hy| e ZHj, para o filtro passa-baixas y(n) = 3(z(n) + z(n — 1)).

Z[’I}C = —Wk?/N.

Na figura 1 podemos observar a acao deste filtro como um atenuador de frequéncias altas, o

que caracteriza a familia de filtros do tipo passa-baizas.

Caracterizagao deste filtro por convolugao: podemos observar que a expressao y(n) =

5(z(n)+x(n—1)) corresponde & convolugao (denotada por ) do vetor 2 por um vetor da forma

11
h=(z,=,0,...,0
(27277 7)7

ja que
1
(x*h)(n) = Zx(m)h(n —m) =h(0)z(n)+h(l)z(n—1) = 5(3:(71) +xz(n—1)) =y(n).
Note que h coincide a resposta do filtro y no caso da entrada = ser o impulso discreto

1 sen=20

o(n) = ,

0 c.c.

ja que y = (x*h) = (0 * h) = h. Por esta razao, h é denominada resposta do filtro ao impulso,

ou simplesmente resposta ao impulso.

Neste caso, podemos usar o teorema da convolucao para concluir que Y = HX onde

Hk — Zh<m)6712ﬂkm/N _ h(O)GO + h<1)6712ﬂ'k/N — §<1 + e*ZQﬂ'k/N)7

que corresponde exatamente ao resultado anterior.

Digamos que a filtragem promovida por este filtro seja muito sutil para alguma aplicacao que

temos em mente. Poderiamos pensar em estratégias de potencializagao da acao do filtro, como



aplicd-lo duas vezes seguidas ao sinal. Isso seria equivalente a calcular a expressao (xxh)xh =

x x (h* h), ou seja, poderfamos usar um filtro com

- 111
h=hxh=(-,-,-,0,...
* (472’4707 70>7
correspondente a expressao
()—1 ( )+1 ( 1)+1 (n—2)
y(n) = qo(n) + Sz(n yRAL .

O espectro sera entao modificado pela fungao
H, = H,H), = H? = e72™/N cos?(nk/N).

A figura 2 apresenta as respostas em magnitude e fase deste filtro.

18, | angulo (Hy)

0

L L
0 N/2 0 N/2

Figura 2: Gréficos de |Hy| e ZH), para o filtro passa-baixas y(n) = tz(n)+3z(n—1)+32(n—2).

Exemplo: Tomemos outro exemplo agora, o filtro de diferencas:

y(n) = %(w(n) —xz(n—1)) = %(w + shift(z, —1)).

Usando a caracterizagao por convolucao, temos que Y = HX onde

h=(=

—=,0,...,0).
27 277 7)

Temos 1
H, = Z h(m)efi%rkm/N _ h(O)eO + h(1>efz'27rk/N _ 5(1 _ e*’L’Zﬂ'k/N)

e simetrizando a expressao acima obtemos

Hk _ 5(1 . e*l2ﬂ'k/N) — §efmk/N(ez7rk/N . 67“rk/N) — efmk/N SeH(T('k/N),

logo
|Hy,| = |e /N | . |sen(nk/N)| = sen(nk/N),k=0,...,N/2

ZHk = —71']{3/N.
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18, | angulo (H,)
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Figura 3: Gréficos de |Hy| e ZHj para o filtro passa-altas y(n) = 3(z(n) — z(n — 1)).

Na figura 3 podemos observar a acao deste filtro como um atenuador de frequéncias baixas, o

que caracteriza a familia de filtros do tipo passa-altas.

Queremos desenvolver uma teoria que permita nao apenas entender e prever a acao de um filtro
aplicado a um sinal, mas que permita também o desenho e a construcao de filtros arbitrarios

com caracteristicas desejadas, como passa-faixas ou equalizadores, reverberadores, etc.

2 Propriedades de Filtros

Seja T'[x] o sinal y correspondente a saida do filtro para a entrada z. As duas propriedades

mais importantes que iremos considerar sao:

Linearidade: Para quaisquer sinais 1 e xa, se T[x1| = y; e T[xa] = yo, entao

Tlar, + frg] = T [x1] + BT[xa] = ayi + Bya.

Invariancia no tempo: Para qualquer sinal 1 e k € Z fixo, sendo x5 o sinal definido por

za(n) = z1(n — k), Yn, se T[z1] = y1 e T|xs] = yo, entdo temos

y2(n) = y1(n — k).

Um filtro que é ao mesmo tempo linear e invariante no tempo é denominado LTT (do inglés

Linear Time-Invariant).

Exemplo: Um exemplo de filtro acumulador (ou integrador) é dado por T'[x] = y onde



n

Temos que se yi(n) = Z zp(m), k = 1,2, e z3(n) = axi(n) + Bxa(n), entdo T[xs] =

Tlaxy + Prs] = y3 onde m:_oo
ys(n) = Z x3(m) = Z axi(m) + Bra(m)
=« Z x1(m)+ B Z xo(m)

= ay1(n) + Byz(n),

ou seja, T'|awy + g = aT'[x1]+ BT [x2]. Além disso T' é invariante no tempo, pois se T'[z1] = v,

zo(n) = x1(n — k) e T[xs] = yo, entdo

ya(n) = > ma(m)= > x(m—k)
mn:_—koo m=—o0
= Z 1 (m)
= y1(n — k).

Embora as propriedades de linearidade e invariancia no tempo sejam bastante importantes e
abarquem uma grande quantidade de filtros, nao é dificil encontrar exemplos de filtros que nao
possuem estas propriedades. Alguns exemplo de filtros nao-lineares sao o filtro de clipping,
definido pela expressao

y(n) = max(—a, min(a, x(n)))

e o filtro que computa a envoltoria RMS de um sinal numa janela de tamanho N, dado pela

expressao

rms(z) = % Z_:(:c(n —1))2.

Um exemplo de filtro variante no tempo é a compressao temporal por um fator M € IN, dada
por
y(n) =xz(Mn), Vn e Z .

Note que se w(n) = z(n—k) e z = T[w], entao z(n) = w(Mn) = x(Mn — k), que normalmente
¢ diferente de y(n — k) = x(M(n — k)) = z(Mn — Mk).

2.1 Caracterizacao de Filtros LTI por convolugao

Lembremos que todo sinal z pode ser representado como x = x * §, ou seja, que

de onde podemos escrever



onde 0,,(n) = 6(n —m). Nesta expressao, os termos x(m) passam a ser interpretados como os

pesos de uma combinacao linear de fungoes 9,, que produzem o sinal completo z.

Seja T' um filtro linear e invariante no tempo, e suponha que T'[0] = h, onde h é a resposta ao

impulso do filtro. Denominando y = T'[x], temos por linearidade

m=—0Q

e pela invariancia no tempo, T'[0,,] é a resposta ao impulso deslocada h(n —m), de onde

ou seja,

Yy =1xx*h.

Isso mostra que todo filtro LTI pode ser expresso por uma convolugao com sua resposta ao
impulso. Conforme vimos, no dominio espectral teremos Y = HX, onde H ¢ a resposta em

frequéncia do filtro.

2.2 Estabilidade e Causalidade

Duas outras propriedades importantes de filtros em geral sao a estabilidade e a causalidade,

discutidas a seguir.

Estabilidade: Um filtro 7" é dito estavel quando, para qualquer sinal de entrada z limitado,
a salda y = T'[x] também ¢ limitada, ou seja, se existe B, > 0 tal que |z(n)| < B,, Vn, entdo

existe B, tal que |y(n)| < B,, Vn.

No caso de filtros LTI, podemos caracterizar a causalidade em funcao da resposta ao impulso.
Se |z(n)| < B, Vn entao

Z x(m)h(n —m)

m=—00
[e.9]

< Y lam)l|a(n —m)|

m=—00

m=—0oQ

ly(n)l =

0o ‘

Isso mostra que uma condicao suficiente para a estabilidade do filtro pode ser obtida exigindo-se

que
o
Z |h(m)] < oo
m=—o0
o0
Esta condigao também é necessaria, pois se ela nao fosse verdade (ou seja, se Z |h(m)| = o0),
m=—00



entdo poderfamos construir uma entrada limitada z(n) da forma

£(n) = { ‘ZE:Z% se h(—n) #0

0 c.C.
de onde terfamos |z(n)| < 1, Vn (entrada limitada); porém a saida do filtro y = x % h satisfaria

WO = 3 hm)z0-—m)= 3 h<m>%= 3 'ﬁf{”ﬂ%ﬂ = Y |hm)| = oo,

m=—0oQ m=—0Q0 m=—0oQ m=—0oQ

mostrando que o filtro é instavel.

Causalidade: FEsta propriedade corresponde a possibilidade de computar a saida y(n) sem
conhecer o futuro do sinal de entrada (z(n + 1),z(n 4+ 2),...). A saida y(n) pode depender de
z(n),x(n —1),z(n —2),... e também de saidas passadas y(n — 1),y(n —2),....

o0

No caso LTI, onde y(n) = Z x(m)h(n —m) temos que a causalidade é equivalente a

m=—0oQ

yn)= Y a(m)h(n —m)

m=—00

de onde m < n e portanto n —m > 0, ou seja, somente sao usados os valores h(k) para k > 0
(h(k) = 0 para k < 0).

2.3 Finitude/Infinitude da Resposta ao Impulso

Frequentemente filtros LTI sao classificados conforme o tamanho de sua resposta ao impulso,
medido pelo menor intervalo de indices que contém todos os valores h(n) # 0. Filtros LTI com
resposta ao impulso finita (ou filtros FIR, do inglés Finite Impulse Response) correspondem a

uma convolugao finita que pode ser implementada diretamente sem dificuldades.

Filtros com resposta ao impulso infinita (ou IIR, do inglés Infinite Impulse Response) dependem
de algum mecanismo alternativo para serem implementados. Por exemplo, um filtro IIR que
satisfaz lim,, 1 h(n) = 0 poderia ter sua soma truncada com base em algum critério de erro
residual. Truncar a resposta ao impulso equivale a multiplica-la por uma janela quadrada,
efetivamente transformando o filtro em FIR; no dominio da frequéncia, a resposta ao impulso
serd convoluida com uma funcao sinc de largura inversamente proporcional a largura da janela
de truncamento temporal, produzindo ondulagées (ripples, ou efeito de Gibbs) em relagao a
resposta em frequéncia original.

Outros filtros IIR podem admitir representagoes recursivas, como é o caso do acumulador y(n) =
n

Z x(m), que pode ser representado através da expressao recursiva y(n) = z(n) + y(n — 1).

m=—0o0

3 Operacoes sobre Filtros

Definimos a soma 77 + 75 de dois filtros como o filtro que produz o sinal T1[z] + T»[z] a partir da

entrada x (isso equivale a uma aplicacao em paralelo dos filtros 77 e T; a uma mesma entrada,
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somando os resultados). Definimos também o produto o' por um escalar a como o filtro que
produz o sinal aT'[z] a partir da entrada x. Finalmente, a composi¢ao em série de filtros,
denotada por T»(7T7), é o filtro que produz a saida y = T, [T} [x]], equivalente a alimentar o filtro

Ts com a saida produzida pelo filtro T} a partir da entrada z.

Linearidade do espaco de filtros LTI: a combinagao linear de dois filtros LTI é um filtro
LTI. Se T e T sao LTI, com respostas ao impulso h; e hy respectivamente, entao o1; + 515 é
um filtro LTI com resposta ao impulso ah + Bho.

De fato, se (11 + BT5)[x] = y, entdo

y = aT[x] + BTs[x] = oz * hy) + B(x * he) = x * (ahy + Shs)

ou seja, a7 + 15 é um filtro de convolugao (ou seja, um filtro LTI) T3 com resposta ao impulso
hg = Oéhl + ﬁhg

Composicao de filtros LTI: a aplicagao em série de filtros LTI é um filtro LTI. Se 71 e T5
sao LTI, com respostas ao impulso h; e hy respectivamente, entao 75(77) é um filtro LTI com
resposta ao impulso hq * ho.

De fato, se (T5(T}))[x] = y, entao

y = To[Th[z]] = Talx * hq] = (% hy) * hg = x * (hq * h2)
ou seja, To(71) é um filtro LTT T3 com resposta ao impulso hs = hy * hy

Filtro Inverso: corresponde a ideia de desfazer a acao de um filtro, ou seja, construir um filtro
T—! de tal forma que a composigao T~ *(T') seja o filtro identidade, ou seja, T~ [T[z]] = z, para
qualquer sinal z.

Se T'e T~! sao LTI com respostas ao impulso h e g, respectivamente, entdo a condicao acima
é equivalente a

(xxh)xg=xzx(hxg)=x
para qualquer sinal z, o que s é possivel se (h * g) = ¢, ou seja

Z h(m)g(n—m):{ 1 sen=20

0 c.c.

m=—00

Este sistema de equacoes possui infinitas equagoes e infinitas varidveis, e nao necessariamente
admite solucao. Mas em alguns casos especiais, onde o filtro original tem uma estrutura simples,

um filtro inverso pode ser construido por inspecao.

Exemplo: se o filtro T corresponde ao acumulador y(n) = Z x(m), entdo

m<n

0 c.c.

h(n):{ 1 sen>0

Observe que o sistema de equacgoes associado ao filtro inverso exige que

> hmg(n—m) =23 gln—m)= g(m):{ e

- — “~ 0 c.c.
m=—00 m=0 m=—00



Definindo
1 sen=20

gn)=<¢ -1 sen=1
0 cc
teremos
= 1 sen=20
Z h(m)g(n —m) =h(n) —h(n—1) = {
iy 0 c.c.
De fato, o filtro de diferencas z(n) = x(n) — z(n — 1), quando aplicado a saida do filtro
acumulador y(n) = Z x(m), produzira
m<n
z(n) =yn)—yn—-1)= Z xz(m) — Z x(m) = x(n),

m<n m<n—1

de onde verificamos que o filtro de diferencas é o filtro inverso 7! relativo ao acumulador 7.

4 Analise de filtros LTI

Uma das ferramentas mais importantes para a analise de filtros lineares e invariantes no tempo
é a transformada z, que estende a ideia da transformada de Fourier para fungoes exponenciais

complexas definidas por valores complexos arbitrarios z € €, inclusive fora do circulo unitario.

Definicao: se x é um sinal em tempo discreto, sua transformada z é

—0o0
Observe que os coeficientes de Fourier X}, correspondem aos valores X () quando z = e2™/V,
O escopo mais geral da transformada z também traz uma simplificacao na notagao em relagao

as fungoes exponenciais.

Um filtro LTI associado & resposta ao impulso h (através da equagao y = x*h) pode ser descrito
alternativamente por sua fungao de transferéncia H(z), que é a transformada z da resposta ao
impulso h, e satisfaz Y (z) = H(2)X(2).

Exemplo: considere o filtro descrito pela equagao recursiva y(n) = z(n) + Ky(n — 1), ou seja,

um acumulador generalizado (o acumulador simples corresponde a K = 1).

Observe que a resposta deste filtro ao impulso s6 estd definida se considerarmos condi¢oes
de contorno em relacao as saidas y(—1),y(—2),. .., que serdo consideradas “inicializadas” com
zeros. Neste caso, para x = §, temos a saida dada por h(0) = 0(0) =1, h(1) = (1) + Kh(0) =
0+ K=K, h2)=062)+Kh(l)=0+ KK = K? e em geral

h(n) = K".

A funcao de transferéncia deste filtro serd

oo

H(z) = Z h(n)z™" = Z K"z = Z (K/2)".

m=—00 m=—00 m=—0oQ
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Esta progressao geométrica irda convergir quando |K/z| < 1. Em particular, para os valores de
z associados & decomposigao de Fourier temos |z| = |e™| = 1, e precisamos de |K| < 1. Neste

caso, a soma da PG serd dada por

1
H(z) = —
(2) 1-K/z
e substituindo z = e temos
H(e®) = igew
1 1-KeW

1-Ke " 1—-Kew

1-Ke™w
1-Kew—Ke~ W4 K?2

_ 1-Kew
1—2K cos(w)+K?

de onde podemos obter

\/H ezw ezw

_ 1-Kew 1-Ke~w
1—2K cos(w)+K? 1—2K cos(w)+K?

\/1 2K cos(u.))JrK2

ZH(e®) =/1— Ke¥
= /1 — K cos(w) — i K sen(w)
= atan2(—K sen(w), 1 — K cos(w)).
Alguns exemplos de comportamentos diversos podem ser obtidos com valores de K no intervalo

(—1,+1). Por exemplo, para K = 0.8 o comportamento do filtro é de passa-baixas, enquanto

para K = —0.9 o comportamento é de passa-altas, como pode ser visto na figura 4.

5 Equacao Geral do Filtro LTI Recursivo

O exemplo anterior corresponde a um filtro simples que combina uma amostra do sinal da
entrada z(n) com um valor da ultima saida produzida y(n — 1). Podemos construir filtros
bastante mais gerais combinando linearmente varias amostras do sinal da entrada x(n — j),7 =

0,1,..., M e vérias saidas anteriores do filtro y(n —1),l =1,2,..., N. A expressao
M N
y(n) = ae(n—j)+ Y biyln—1) (1)
§=0 =1

permite a representacao de uma grande colegao de filtros LTI, com respostas em frequéncia

bastante diversas, e configuraveis/controlaveis através de escolhas adequadas dos coeficientes

10



|H| para K=0.8 angulo(H) para K=0.8

-0.2 | 4

-0.8 [ b

0 L 1 L
0 pi (Nyquist) 0 pi (Nyquist)
|H| para K=-0.9 angulo (H) para K=-0.9

0 .
0 pi (Nyquist) 0 pi (Nyquist)

Figura 4: Gréficos de |Hg| e ZH} para os filtros de um pdlo y(n) = x(n) + Ky(n — 1) com
K=0.8 e K=-0.9.

a; e by, como veremos a seguir. Mas ¢ importante destacar que nem todo filtro LTI pode ser

exXpresso por uma expressao como a equagao 1, como veremos mais para a frente.

Assim como no exemplo da se¢ao anterior, precisamos nos preocupar com condigoes de contorno
que garantam que a saida do filtro correspondente a equacao acima estd bem-definida para
qualquer entrada x, ou seja que apenas um sinal y verifica a equacao do filtro em relacao a um
dado sinal de entrada x. Embora essa hipotese pareca natural se pensarmos na aplicagao do
filtro como um algoritmo deterministico que usa como dados de entrada os valores z(n), z(n —
1),....,x(n—M)e (y(n—1),y(n—2),...,y(n—N), do ponto de vista matematico nao é imediato
que nao pudesse existir um outro sinal g que fosse solucao do mesmo sistema, tendo em vista

a recursividade da equagao.

Exemplo: considere o filtro y(n) = x(n) + y(n — 1) aplicado ao sinal

0, sen<0
z(n) =

1, c.c.
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Considerando as condigoes de contorno y(n) =0, n < 0 temos que a saida serd

0, sen<0
y(n) =
n, c.c.

Por outro lado, se considerassemos condigoes de contorno diferentes, por exemplo y(n) =1, n <

0, obteriamos um outro sinal de saida

1, sen <0
g(n) =
n+1, c.c

E possivel verificar que tanto y quanto g satisfazem a equacao do filtro em todos os pontos!

Poderemos entao garantir que a equacao geral do filtro produz uma saida y unica apenas quando
forem estabelecidas condigoes de contorno adequadas. Por exemplo, se forem fornecidos os valo-
res y(n) para todos os n < 0, de tal forma que a equacao do filtro seja verdadeira Vn < 0, entao
esta mesma equagao determinard o valor y(0) univocamente a partir de z(0), z(—1),...,z(—M)
e (y(—=1),y(=2),...,y(—=N); analogamente y(1) serd determinado univocamente a partir de
z(1),2(0),...,2(1 — M) e (y(0),y(—1),...,y(1 — N) pela aplicacdo da equagdo com n =1, e
assim por diante (a formalizagao é feita por indugao). Quando z(n) =0, ¥n < 0, entao definir
y(n) = 0 para n < 0 é uma maneira ficil de garantir que a equagao do filtro é satisfeita Vn < 0,
mas nao ¢ a unica, como vimos no exemplo anterior. Em nossa discussao de filtros definidos por
uma expressao geral como a equacao 1, consideraremos sempre que foram definidas condigoes
de contorno que garantem que a saida estd bem-definida; por default, quando nada for dito

explicitamente em contrario, esta condigao serd y(n) = 0 para n < 0.

Neste ponto, convém notar que a equagao 1 de fato produz um filtro LTT:

Linearidade: Considere que T'[x1] = y1, T[z2] = y2 € @, 8 € R, e considere também a aplicacao
do filtro a entrada x3 = axy + [xa; queremos mostrar que a saida serd ys = ay; + Syo.
Escrevendo as expressoes de y; e ys temos

y1(n) = 4 a;jri(n—j) + Zblyl(n —1)

7=0 =1

e ya(n) = Zajxg(n —7)+ ZblyQ(n —1).

=0
Multiplicando estas expressoes respectivamente por « e 8 e somando:

oy (n) + Bys(n) = a (Z asar(n— )+ > by (n — Z>>

+ (Z a;ra(n —j) + Zbl?/Q(n - l))

= 2_aslam(n = j) + fra(n = ) + 3 bilayr(n = 1) + Bya(n — 1),

12



de onde vemos que o sinal y3 = ay; + [By» satisfaz a mesma equagao do filtro com relacao

a entrada xs:
M N
n) = Z a;rz(n — j) + Z biys(n — 1),
j=0 =1

e como a saida do filtro estd bem-definida (e portanto é tinica), temos que ys é de fato a

saida correspondente a entrada x3.

Invariancia no tempo: Considere que T[x;| = y; e seja k € Z . Considere a aplicagdo do
filtro ao sinal x5(n) = x1(n — k). Queremos mostrar que a saida serd ys(n) = y1(n — k).

Escrevendo a expressao de y; no instante n — k, temos:

M
(n—k :Za]xln— —J —i—Zblyln—k—l).
j§=0 =1

Substituindo as definicoes de x5 e yo temos

n) = Zaij(n —J)+ Zblyg(n —1).

Isso mostra que de fato y, satisfaz a mesma equagao do filtro original para a entrada x,,

e pela unicidade da saida, o filtro é invariante no tempo.

5.1 Analise da Equacgao Geral do Filtro LTI Recursivo

Para obtermos a resposta em frequéncia correspondente a equagao 1, vamos inicialmente obser-

var uma propriedade fundamental da transformada z em relacao a deslocamentos no tempo:

Propriedade do deslocamento no tempo: se w(n) = x(n — k) entao W(z) = 275X (z).

Prova: basta calcular a transformada z pela definicao:
Wi(z) = Z w(m)z™™
= Z x(m—k)z™™

m=—0Q
o0

_ Z x(l)z—(l—i-k)

l=—0
00

=z7* Z z(l)z!

l=—o0

=27FX(2).

Calculando a transformada z (TZ) dos dois lados da equagao 1 e usando a propriedade acima,
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teremos:

ou ainda

Lembrando que Y (z) = H(z)X (z) e portanto H(z) = 22 temos

X(z)’
B Y(Z) o j=0 ’
HE) =50 N

=1

Esta expressao mostra que a funcao de transferéncia do filtro é um quociente de polinémios
na varidvel z7!, cujos coeficientes siao determinados pelos coeficientes a; e b, da equacao do
filtro. Para obter a resposta em frequéncia em funcao da frequéncia angular w basta calcular a
expressao acima para z = e

M
—ijw
E a;e

Jj=0

N .
1— Z ble_ilw
=1

H(e™) =

A variedade de respostas em frequéncia que podem ser produzidas pela equacao 1 é portanto
tao grande quanto a quantidade de fungoes que podem ser expressas como quocientes de dois
polinomios. Naturalmente, havera fungoes que nao pertencem a esta categoria, ainda que

representem respostas em frequéncia associadas a filtros LT1.

Exemplo: o filtro passa-baixas ideal com frequéncia de corte w € [—7, 47| (medida em radia-

nos por amostra), dado pela expressao

M, uma func¢ao sinc no dominio do tempo.

¢ um filtro LTI com resposta ao impulso h(n) =
O fato de h ter comprimento infinito e portanto o filtro ser IIR nao seria um impedimento para
que ele fosse descrito por uma equacgao recursiva, mas sim as descontinuidades abruptas na

fronteira da frequéncia de corte. Este tipo de funcao nao pode ser expressa como um quociente
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de polinomios com numero finito de coeficientes, e portanto nao admite uma representacao
na forma da equagao 1. Este tipo de filtro sé poderia ser realizado computacionalmente de
forma aproximada, por exemplo truncando a resposta ao impulso (o que gerarda ondulagoes na
resposta em frequéncia devido a convolugao com a transformada do recorte temporal, que é um

sinc espectral).

Para construir filtros com respostas em frequéncia desejadas teremos que observar certas con-
digbes para garantir que o denominador da equacao 2 nao se anule em nenhuma frequéncia

da entrada, do contrério o filtro serd instavel. Para isso serd necessario tratar dos zeros do

polinémio Q(z) =1 — Z bz

5.2 Polos e Zeros

M

Denominamos de Zeros do filtro aos valores z € € tais que P(z Zaj 7 = 0. Estes sdo
7=0

valores onde a fungao de transferéncia normalmente se anula (supondo que Q(z) # 0), e se um

zero ocorre em z = e a frequéncia w serd anulada na resposta em frequéncia do filtro.

Analogamente chamamos de Pdlos do filtro aos valores z € € tais que Q(z) = 1— Z bzl =

Estes sao valores onde o denominador da funcao de transferéncia se anula, e o Valor da funcao
de transferéncia normalmente nao estd definido (supondo P(z) # 0). Se um pdélo ocorre em
2z = e o filtro serd instavel, pois qualquer informacao do sinal da entrada com frequéncia w
serd amplificada até estourar qualquer limite de representacao (na prética a saida nao assume

valores +oo instantaneamente, mas cumulativamente).

Pelo teorema fundamental da Algebra, os polinomios P(z) e Q(z) possuem respectivamente M
e N raizes. Fatorando os polinomios P(z) e Q(z) podemos obter a lista de pdlos 7y, s, ..., TN
bem como a lista de zeros (i, (s,...,(n, € assim escrever a funcao de transferéncia em sua

forma fatorada

—=

(1-G=)

<.
Il
=

H(z)= ag? (3)

(1—mz"h

—=

~

1

Observe que a forma (1 — rz~!) de cada fator se deve ao fato de que as fungoes P(z) e Q(2)

! e assim se z = r é uma raiz teremos (1 —rr=!) = (1 — 1) = 0. Observe

sao polinomios em z~
também que apenas o polinémio numerador precisa de um ajuste de escala (correspondente ao
fator ag), j& que o polinémio denominador tem o termo independente by = 1. Em particular, o

fator ag, associado ao termo x(n) na equagao do filtro, é responsavel pelo ganho geral do filtro.

Magnitude da Resposta em Frequéncia: A forma fatorada 3 permite uma compreensao

maior da influéncia dos pélos e zeros sobre as componentes senoidais da decomposicao de Fourier
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do sinal da entrada. Para ver isso, note que

M

[T -¢=

j=1

Se z = €™ entao |z| =1 e além disso [1 —rz7'| =|(1 —rz71)2| = |Z|;|T| = |z — r|. Portanto

M
H e — ¢l

[H(e)| = Jaol 5
H yeiw _ 7Tl|
=1
M
H diSt(61w7 C])

_ |a0|3;1 7

o que mostra que a magnitude da resposta do filtro na frequéncia w é afetada diretamente
pelas distancias entre os zeros e o representante e da frequéncia w, e é afetada em proporcao
inversa pelas distancias entre cada pélo e . Estas distancias podem ser melhor observadas
num diagrama que mostre os pélos e zeros no plano complexo, e a relacao destes com o circulo

unitario.

Exemplo: Considere outra vez o filtro passa-baixas de um tnico pélo em K = 0.8, dado pela

equacao y(n) = x(n) + 0.8y(n — 1). Sua funcao de transferéncia é

1
H()= —— .
()= T8
O ganho associado & frequéncia D.C. (w =0, z = ¢ = 1) é dado por
1
H(l)| = — =5.

Se quiséssemos normalizar este filtro para obter H(1) = 1, bastaria ajustar o fator de escala

como ag = = 0.2, obtendo a equacao

|H%1)|
y(n) =0.2z(n) + 0.8y(n — 1).

Como exemplo, neste novo filtro o fator de ganho (atenuagao) correspondente a frequéncia

w = 7§ (um quarto da frequéncia de Nyquist) serd

. 0.2
H 6z7r/4 = — qo — ~ (0.28043
IH( ) dist(ei"/4,0.8) /(0.8 — cos(m/4))2 + sen2(r/4)

(no filtro original esta frequéncia era amplificada por um fator 1.4022).
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Resposta em fase: para detalhar as modificacoes do filtro dado pela equagao geral 1 em
relagdo as fases, podemos simplificar também a fungao de transferéncia fatorada. Seja K =

max{M, N}; multiplicando e dividindo a equagio 3 acima por z temos

M

=gz

—

ZK-N H 2(1 —mz™h)
I=1
M
1=
= qozN"M Jj=1

. .
v [z —m)
=1

Substituindo z = ™ nesta equacdo, e tomando a fase, temos:

M

[T -¢)

ZH(@W) -/ aoei(NfM)wﬂ;l

[Ie* —m)

=1

- ey (fie )< (fle)

Jj=1

=(N=Mw+> L(e¥ =) => L —m)

j=1 =1

Note que a expressao acima permite entrever que normalmente a resposta em fase de filtros
LTI serd nio-linear, ja que Z(e™ — p) = atan2(cos(w) — real(p), sen(w) — imag(p)). E possi-
vel construir filtros com resposta em fase linear, da forma /H(e™) = —aw, mas para isso é
necessério que H(e™) = R(w)e ™ onde R(w) é uma fungao real. Neste caso, o filtro pode
ser interpretado como a composigao de um filtro puramente real R(w) (que corresponde a uma
ia

resposta ao impulso com simetria par) e um filtro e7** que corresponde a um atraso puro de

a amostras (pois sua resposta ao impulso é §(n — «)). Supondo que « seja inteiro ou da forma
B

5 com f inteiro, a resposta ao impulso do filtro composto devera satisfazer neste caso uma

simetria em torno de «, da forma h(a +n) = h(a — n), Vn.

E importante lembrar que as raizes de polinomios com coeficientes reais sao sempre ou reais
ou em pares de raizes complexo-conjugadas. Esta é uma caracteristica que serda observada na
analise de filtros dados, mas que tera que ser ativamente controlada na criacao de novos filtros

a partir do posicionamento arbitrario de pélos e zeros, pois criar filtros com polos e zeros nao
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pareados através de conjugacao produzira equagoes de filtros com coeficientes complexos, o que
nao sera util no processamento de sinais de audio se o intuito é produzir também sinais de audio

reais como saida do filtro.

Exemplo: considere o filtro dado pela equacao y(n) = x(n) + byy(n — 1) + by(n — 2). Sua

funcao de transferéncia é

H(z) = =

n 1-— blz_l — b22_2.

Fatorando o polinomio do denominador teremos

1
(1 —mz71)(1 —m21)

H(z) =

Temos duas possibilidades: ou os dois polos sao reais, ou formam um par complexo-conjugado.

caso 1: dois pélos reais. Neste caso temos

H2) 1 1
Z) = o
(1—mzH(1—mz2') 1—(m +m)z ! +mmz2
de onde obtemos as identidades by = m + m e by = —mme. Estas identidades podem

ser usadas para encontrar os polos a partir de coeficientes dados (ou seja, para realizar
manualmente a fatoragao), ou para criar um filtro a partir de um posicionamento desejado
de dois podlos reais. Lembrando que quanto menor a distancia dos pdlos a uma certa

frequéncia no circulo unitario, maior serd o ganho correspondente, devido a expressao

1

|€iw _ 7]-1||eiw _ 71-2|’

|[H(e)| =

temos que este tipo de construcao pode ser usado para definir um filtro do tipo rejeita-
faiza, ou seja, que atenua uma faixa de frequéncias intermedidrias comparativamente
aos extremos das frequéncias D.C. e Nyquist, que serao amplificados, conforme pode ser

observado na figura 5.

- .
0 pi (Nyquist) 0 pi (Nyquist)

Figura 5: Gréficos de |Hy| e ZH}, para o filtro rejeita-faixa y(n) = x(n) +byy(n—1) 4+ boy(n—2)
com m; = —0.9 e 1, = 0.8 (b1 = —0.1 e by = 0.72).
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caso

6

A resposta em fase também tem uma expressao simples, ja que
/(e — K) = atan2(sen(w), cos(w) — K),
e portanto

LH(e™) =2 — Z(e® +0.9) — Z(e™ — 0.8)
= 2w — atan2(sen(w), cos(w) 4+ 0.9) — atan2(sen(w), cos(w) — 0.8).

Para normalizar este filtro, deixando as duas extremidades da resposta em frequéncia
iguais a 1, ndo é suficiente ajustar o fator global de escala ag (que nao muda o perfil da
resposta em frequéncia); se isso fosse desejado, seria necessério introduzir outros pdlos

e/ou zeros para equilibrar o ganho nas duas pontas (frequéncias d.c. e Nyquist).

2: dois pélos complexo-conjugados. Aqui teremos m; = Ae™ e my = Ae ™. Substi-

tuindo na equacao fatorada, teremos

H(z) = 1

(1—Ae@z—1)(1—-Ae—1wz—1)

1
1—A(erw4e=w)z=14+ 42,2

_ 1
T 1-2Acos(@)z—14+A22-2>
de onde obtemos as identidades b; = 24 cos(w) e by = —A?. Note que o méaximo valor
dessa expressao no circulo unitério serd atingido préximo a z = ¢, onde

1
(1 — A)y/1 —2Acos(20) + A2

|H(2)| =

(exercicio)

o que revela a caracteristica passa-faiza dessa construcao com dois pdlos complexo-

conjugados, conforme ilustra a figura 6.
A resposta em fase deste filtro é

ZH(e®) =2w— Z(e™ —0.8e2™/3) — /(e — 0.8e717/3)
= 2w — atan2 [sen(w) — 0.8 sen(27/3), cos(w) — 0.8 cos(27/3)]

— atan2 [sen(w) + 0.8 sen(27/3), cos(w) — 0.8 cos(27/3)] .

Se quiséssemos normalizar este filtro a partir da estimativa |Hpico| ~ |H(e'?)|, bastaria

reformular a equagao usando ag = (1 — A)/1 — 2A cos(2w) + A2, ou seja, fazendo

y(n) = (1 — A)y/1 — 2A cos(2w) + A2 - 2(n) 4+ 2A cos(@)y(n — 1) — A%y(n — 2)

Desenho de Filtros

Vale a pena lembrar neste momento que sempre é possivel formar filtros com respostas em

frequéncias mais gerais a partir da combinacao de filtros mais simples. Na combinacao de
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|H| para pi,=0.8e1%P1/3) o i -0 ge!+2P/3) angulo (H) para pi =0.8e*?P*/3) o pi g ge(#2PH/3)

0 L -0.5 L
0 pi (Nyquist) pi (Nyquist)

Diagrama de polos (x) para pi;=0.8e *?P*/3) e pi —0.ge"1?P1/3)

0.5

Figura 6: Gréficos de |Hy| e ZH), e diagrama de pélos (x) para o filtro passa-faixa de dois pélos

com 7 = 0.8¢2™/3 ¢ 71y = (0.8e7127/3,

filtros em paralelo, com as saidas somadas, a fungao de transferéncia (transformada z) serd a
soma das fungoes de transferéncias dos filtros individuais (o mesmo valendo para as respostas
em frequéncia). Na composi¢do em série, com a saida de um filtro servindo de entrada para o

filtro seguinte, as fungoes de transferéncias (e respostas em frequéncia) serao multiplicadas.

6.1 Composicao de filtros

Em particular, qualquer filtro obtido a partir de uma equacao recursiva finita, com funcao de

transferéncia
M
[Ta—=¢=
i=1
H(z)= aOJN )
H(l — 71'12_1)
=1
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pode ser decomposto em uma série de filtros simples com apenas 1 zero, 1 pdlo, 1 par de zeros

conjugados ou 1 par de pélos conjugados:

M
[T—=¢=
=1
H(z) =ap’5
H(l —mz )
=1
zeros reais zeros complexos
[T0-¢=H]Ia-¢=hHu—-¢=
— g i
H(l —mz ) H(l —mz (1 -7zt
! !
pc')logrreais polos cagnplexos

=ao(l =Gz [(1 =GN =G ey e amren]

Esta observacgao reforca a importancia de se considerar a construcao e o efeito dos filtros mais
simples, pois eles sao suficientes para expressar filtros bastante gerais.

Exemplo: Retomando o exemplo do filtro com 2 pélos complexos em Ae™™. com equacao
y(n) = apz(n) + byy(n — 1) + byy(n — 2) onde by = 2A cos(w) e by = —A?%, poderfamos garantir
o anulamento das extremidades da resposta em frequéncia compondo este filtro com o filtro
com dois zeros reais nas frequéncias d.c. ((; = 1) e Nyquist ({s = —1). Isso corresponde a
multiplicar a fungao de transferéncia por (1—Cz7)(1 -Gz =1 —2z"H(1+27Y) =1-272
ou seja, acrescentar um termo z(n — 2) na equagao do filtro com o mesmo peso do termo z(n)

(pois ag(1 — 272) = ag — apz~?), produzindo as respostas em magnitude e fase da figura 7.

Exemplo - Filtro Passa-Tudo: E possivel balancear a agao de amplificacao de um par
de pélos complexo-conjugados em 7 = Ae™ e my = Ae ™ com um par de zeros em (; =
569 e (o = e Isto pode ser desejével em processamentos onde se deseja embaralhar as
fases das componentes senoidais sem modificar as relagoes de amplitude, como por exemplo na

implementacgao de difusores actusticos e reverberadores artificiais.

O filtro proposto acima possui a funcao de transferéncia dada por

1—C1z Y (1=Coz27 1
H(2) = aofi i)

. (17%ei‘:’z_1)(17%6_i‘2’2_1)
= o (1—Ae@z=1)(1—Ae—wz—1)
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|H| para pi=0.8e"/ (12PH/3) o sora—i/1 angulo(H) para pi=0.8e"/ 12P¥/3) o sota=i/-1

-2 L
0 pi (Nyquist) 0 pi (Nyquist)
Se+/* (i2pi/3)

-

Diagrama de polos (x) e zeros (o) para pi=0. e zeta=+/

Figura 7: Gréficos de |Hy| e ZHy e diagrama de pélos (x) e zeros (o) para o filtro passa-faixa

com dois pélos em 7 = 0.8¢27/3 ¢ dois zeros em ¢ = +1.

Substituindo z = ™ e tomando o valor absoluto, teremos

1_7 zwefiw) (1—%677;@'67“])

(1- Ae“*’e w).(1—Ae~We—w)

[H()] = Jaol |

\/(1—7 cos(w—w))2+ sen(w w)?- \/(1—% cos(u§+w))2+ﬁ sen(W—+w)?
(1—A cos(W—w))2 -|—A2 sen(oﬁ;—w)2~\/(1—A cos(W+w))2+A2 sen(W+w)?

= laol=

\/177cos(w w)+A2 \/lffcos(w+w) A2
\/1 2A cos(Ww—w)+A2. \/1 2A cos(w+w)+A2

\/A272A cos(d)fw)Jrl-\/AQf %(d)+w)+l
\/1—2A cos(oﬁ)—w)+A2~\/l—2A cos(w4w)+A?

|a0|ﬁ

_ laol
A2
o que mostra a propriedade passa-tudo deste filtro. Sua resposta em fase pode ser computada
pela expressao usual
. ) 1 .. ) 1 . . . . .
AH(eZ(A}) — 4(6’“0 _ Z€Zw> + é(elw _ Ze—’bw) _ 4(6'%0 _ AeZUJ) _ é(elw _ Ae—lw)'
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™

Um exemplo destas respostas pode ser visto na figura 8 com A =09e w = %.

i/ , e/ angulo (H) para pi=0.9e"/ P2 o seraz(1/0.9)e"/ 1R/
|H| para pi=0.9"/ e zeta=(1/0.9)e 3

1.4

1.3 1 b

1.1 . 4
0 pi (Nyquist) 0 pi (Nyquist)
Diagrama de polos (x) e zeros (o) para pi=0.9e’/ P13 o soraz(1/0.9)e"/"(7PL/3

1

Figura 8: Gréficos de |Hy| e ZH), e diagrama de pélos (x) e zeros (o) para o filtro passa-tudo

com dois pélos em 7 = 0.9¢™"/3 e dois zeros em ( = (1/0.9)eﬂ”/3.

6.2 Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia

Largura de Faixa: Quando um filtro possui um pico de ressonancia na resposta em frequéncia,
como nos exemplos de filtros passa-faixa com dois pélos complexos (figuras 6 e 7), é comum
caracterizar esta regiao do espectro através da frequéncia central e de alguma medida da largura
da faixa de frequéncias correspondente. Por convencao, costuma-se associar esta largura aos
valores de frequéncia onde o ganho é de —3 dB em relacao a amplitude de pico, ou seja, a faixa
de frequéncias w onde .
w
20 loglo M Z _37
pico

ou equivalentemente,

V2

|H(e™)] > 10_3/20‘Hpico| - (10_3>1/20|Hpic0| ~ (2_10)1/20|Hpico| - T‘Hpico|'

Uma aproximacao razoavel desta largura no caso do filtro de dois pdlos pode ser obtida

considerando-se o diagrama de pédlos e zeros, onde a distancia do pélo m = Ae™ ao circulo
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unitario d4 uma estimativa (inversamente proporcional) da magnitude da resposta em frequén-

cia. Na frequéncia central @ a distancia ao circulo é d=1- A; para se obter é = ‘gﬁ deve-se
ter d = v/2(1 — A), que seria a diagonal de um quadrado de lado (1 — A). Considerando-se a
frequéncia w = Zz associada ao valor z = m + v/2(1 — A)e’™/* e aceitando-se a aproximacio

le —m| ~ |z — m| = V2(1 — A) terfamos que a largura de faixa é
L =2(w—w) = 2atan(1l — A).

Esta aproximacao estd ilustrada na figura 9.

e
é 2= Ae™ 4 (1 — A)\/ie“’/4

&

Figura 9: Aproximacao da largura da faixa de frequéncias em torno do pico de ressonancia
usando d = v/2(1 — A).

Naturalmente esta estimativa é simplista, pois ndo considera o efeito de outros pélos (por
exemplo, do pélo conjugado em Ae~™), além de substituir ¢ (com || = 1) por z = 7 +
V2(1 — A)e'™* (com |z| > 1); esta aproximacdo serd mais confidvel quanto mais préximo
estiver o p6lo m; do circulo unitério, situacao esta onde valem as aproximagoes atan(l — A) ~
asen(l — A) ~ (1 — A). Deve-se levar em consideragdo ainda que a resposta nao costuma
ser simétrica em relagdo ao pico (embora a construcao da estimativa acima seja simétrica em

relagao a frequéncia central).

i2m/3 —i27/3 (

Exemplo: No caso do filtro com dois p6los em 7 = 0.8e emy = 0.8e figura 6), temos
L = 2atan(1 — A) = 2atan(0.2) ~ 0.395; na frequéncia w = 27/3 — L/2 ~ 1.897 temos que o
ganho em decibéis relativo ao pico é de —2.930 dB; porém na frequéncia w = 27/3 + L/2 ~
2.292 este ganho é de —1.952 dB, bem superior ao esperado. Para o filtro com dois pélos em
m = 0.9¢™/3 ¢ 1y = 0.9¢7?"/3 temos L = 2atan(1 — A) = 2atan(0.1) ~ 0.199; na frequéncia
w=21/3—L/2~ 1.995 temos que o ganho em decibéis relativo ao pico é de —3.007 dB; em
w=21/3+ L/2 =~ 2.194 o ganho é de —2.509 dB.

Esta estimativa deixa entrever a propriedade de que quanto mais préximo o pélo do circulo
unitario (e portanto menor o valor de A), mais estreita é a largura da faixa de frequéncias
em torno do pico de ressonancia. Esta é uma consideragao que pode ser usada no desenho de
filtros com regioes de ressonancia determinadas a priori, através do posicionamento adequado

dos pélos em relacao a distancia do circulo unitdrio. Como a distancia 1 — A do pdlo m; = Ae™
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ao circulo controla simultaneamente a largura de banda e o fator de ganho, para se obter um

controle mais fino do fator de ganho pode-se usar um zero (; = Be™ alinhado ao pdlo .

Decaimento em frequéncia: No caso de filtros passa-altas e passa-baixas também é costu-
meiro caracterizar através de dois valores a transicao entre a parte do espectro que “passa” e a
que fica retida: a frequéncia de corte é o ponto da resposta em frequéncia onde a resposta esta
—3 dB abaixo do pico, enquanto o decaimento em frequéncia (roll-off ) descreve a atenuagao
adicional para frequéncias além da frequéncia de corte (isto é, acima da frequéncia de corte
se for um passa-baixas, e abaixo da frequéncia de corte se for um passa-altas). O decaimento
em frequéncia é tipicamente medido em decibéis por oitava (fator multiplicativo de 2); no caso
dos filtros passa-baixas e passa-altas de 1 polo real (ou 1 zero real), estes parametros sao facil-
mente computaveis de forma exata a partir da resposta em frequéncia, e a taxa de decaimento
é de aproximadamente 6 dB por oitava. Para filtros de segunda ordem (2 pélos ou 2 zeros) o

decaimento é mais acentuado, da ordem de 12 dB por oitava.

6.3 Resposta ao Impulso

Outra maneira ttil de caracterizar e desenhar filtros é através do estudo de sua resposta ao
impulso, que corresponde em geral a transformada inversa de Fourier da resposta em frequéncia.

Iremos considerar aqui alguns casos especiais.

Filtros FIR: Se um filtro é definido através de uma equacao finita nao-recursiva, isto é, uma

equacao de convolucao finita

entao é facil perceber que y = h*x onde h = (ag, ay,...,ay,0,0,...). Neste caso em particular

é facil computar h(n) explicitamente considerando a entrada impulsiva z(n) = d(n), de onde
M M

h(n) =y(n) = Zajx(n —J) = Zaﬂ(n —j)=a,sen=0,...,M e h(n) =0 caso contrério.
5=0 5=0

Note que um filtro como este possui fungao de transferéncia H(z) = Zj]\io a;jz~7, ou seja, o filtro

s6 possui zeros. Em particular, filtros com 1 e 2 zeros correspondem a respostas ao impulso de

comprimento 2 e 3, que representam na saida do filtro 2 ou 3 cépias sobrepostas do sinal de

entrada com atrasos de 1 e 2 amostras, respectivamente, e fatores de ganho ag, a; e as.

Filtro IIR com 1 pdlo: Um filtro definido pela equacao y(n) = apx(n) + byy(n — 1) possui
como resposta ao impulso o sinal definido recursivamente como h(n) = agd(n) + bih(n — 1),
que com as condi¢oes iniciais h(n) = 0, ¥n < 0 produz como solucao h(n) = agby, ¥Yn > 0, ou
seja, uma resposta ao impulso exponencial. Se |b;| > 0 o filtro serd instavel; mesmo com b; = 1
o filtro é instdvel, pois se torna um acumulador, ou seja, uma entrada z(n) = 1 constante
produzird uma saida y(n) = n x ao ilimitada. A estabilidade é verificada se, e somente se,
|by| < 1.

Através da equagao de convolugao y(n) = > >°

o _o aob*z(n —m) podemos observar que a saida é

uma colegao de infinitas cépias da entrada, progressivamente defasadas e atenuadas (supondo
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|b1| < 1), correspondendo a um processo de memdria infinita (cada amostra da saida combina

todo o histérico do sinal), com taxa de esquecimento exponencial.

Filtro IIR com 2 pélos: Um filtro definido pela equacao y(n) = apxz(n)+biy(n—1)+boy(n—2)
com dois pélos complexos m = Ae™ e Ty = Ae™™ possui uma resposta ao impulso infinita, que

poderia ser computada recursivamente:

| h(n)

Qo

apby

aob} + agbs

bi(biag + baag) + ba(brag) = agb? + 2agbiby

b1(agh? + 2agbibe) + ba(agh? + agbs) = aghi + 3agbibs + agbs

B oW NN = OoOf S

Entretanto, a partir desta expansao nao é facil chegar a uma solugao analitica. Lembrando que
by = A(e® + e™) = 2Acos(w) e by = —A?, poderfamos imaginar que as exponenciais acima
tém relacao com senos e cossenos, e de fato é possivel provar que a solucao da equagao recursiva
¢ dada por

sen((n + 1)w)
sen w

h(n) = apgA" , Vn > 0.

Isso pode ser provado de varias maneiras. Por exemplo, por recursao, verificamos que

aoAOM = ag — h(O),

sen(w)

AT

2sen(w) cos(w)
sen(w) sen(w)

= ap2A cos(w) = agb; = h(1),

e supondo por indugao que h(n) = aOA"W = ap A" (ei(nt;z:z:zgﬂ)&), n=0,1,....,k—1,

teremos

h(k) =0bh(k—1)+ bh(k —2)
= A(e + efiw)aOAkfl(e”““’—e*“W) _ A2q A2

(ei%—e—io

el _g—iw
Ak [(ei(k+1)w7M+Mie—i(k+l)w)iwie\—i€k—\lﬁ)f

(ci%—e 1)

i(k=1)& _o—i(k—1)d)

f— ao
_ aoAksen((k—I—l)dJ)

sen w

de onde se conclui que a expressao h(n) = ag A <UIUD) yale vn > 0.

sen w

Alternativamente, poderiamos calcular a fungao de transferéncia (transformada z) da expressao
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h(n) = agA™ (ei(nziZ:Z:Zg;H)w), VYn > 0, para observar que
(o.9]
H(z) = Y h(m)z™"
m=—0oQ .
_ f: aOAm (6z(m+1)w e—z(m—l—l)w) m
— (eidz _ e—zw)
- B 00 00
= ay (em_le—iw) el Z (Aelwz—l)m e—i&] Z (A —id 1)m]
B m=0 m=0
= 0 =gy e (ﬁ) —e (ﬁ)]
. 1 ei‘z’(1—Ae’i‘:’z’l)—e’“’(l—Aei‘;’z*l)
— (0= (1= Aci@z1) (1= Ae—i22-1)
_ L[ (oo
= o i@ =) (1—Aei®z*1)(1—Ae*i‘Dz*1)

1
lfAe“’zfl) (lfAe*"‘:’zfl)

:ao(

onde reconhecemos a funcao de transferéncia original do filtro com dois pdlos em 7 = Ae™ e
o N » )G
me = Ae™™. Isso mostra que a expressao analitica h(n) = aﬁl”% realmente corresponde

a resposta ao impulso deste filtro.

Temos portanto que um par de pélos produz uma resposta ao impulso na forma de uma oscilacao
senoidal com amplitude variando exponencialmente. Para |A| < 1 esta componente exponencial
terd um efeito de amortecimento na oscilagao, com |A| = 1 a oscilacao senoidal segue inalterada
por tempo infinito, e para |A| > 1 ela terd uma amplificacio exponencial. Isso justifica a
condicao de estabilidade associada a filtros recursivos, que corresponde a exigir que todos os
pélos estejam no interior estrito do circulo unitario. Observe que mesmo com A = 1 o filtro
nao sera estavel, apesar da resposta ao impulso ser de fato limitada: basta alimentar o sistema

com uma entrada da forma x(n) = h(—n) para notar que a saida nao ¢é limitada:

o0

y(0) = > hlm)z(=m) = > [hm)* = = Y7 A sen((m +1))* = oo.

m=—0oQ m=—0oQ m=—0oQ

6.4 Desenho de Filtros So-Zeros e So-Podlos

Veremos a seguir duas técnicas simples para projetar filtros LTI através da especificacao de
K + 1 pontos de controle Hy, Hy, ..., Hx € € da resposta em frequéncia, correspondendo as

frequéncias wy = 0, w; = Wy = k%, ... ,wg =, linearmente espacadas entre a frequéncia

¥
?7 ..
d.c. e a frequéncia de Nyquist.

Desenho de filtro FIR (s6-zeros): Nesta abordagem, consideramos a equagao de convolugao

y =z * h onde ap = h(0),a; = h(1),... sdo os coeficientes do filtro na equagao

y(n) = azz(n—j).

J=0
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M
Lembrando que no dominio espectral teremos Y (e™) = H(e)X (™), onde H(z) = Z a;z"?
=0

¢é a funcao de transferéncia do filtro, podemos estabelecer a correspondéncia
M M
H(e™*) = E aze ek = E aje”* K — [ k=0,... K.
j=0 7=0

Note que essa expressao é bem proxima da transformada de Fourier discreta (DFT), podendo

ficar idéntica se definirmos o vetor aumentado

H:<H0,H1,...,HK, ;}_1, ;{_2,...,}[;(),
onde H* denota a conjugacao complexa, a fim de preservar a estrutura de simetria conjugada
da DFT, e se definirmos M = 2K — 1, de tal forma que

2K—1

E aje” """k = Hy, k=0,..., K.
J=0
Temos assim a estratégia de definir o vetor a € IR** através da expressao
_ N T 2wy
a; =i1DFT(H); = E Hye" ™2k

Isto produzirda um filtro FIR com M = 2K — 1 zeros, cuja resposta em frequéncia continua

H (e™) passard exatamente pelos pontos Hy, Hi, . .., Hg nas frequéncias wo, wi, . . . , wk-

Observe que a resposta em frequéncia estard definida para qualquer frequéncia w € [—7, 7], e ndo
apenas para aquelas usadas nos pontos de controle. Isso podera ocasionar efeitos indesejados
na resposta do filtro, como picos posicionados em frequéncias intermediarias ou flutuagoes
imprevistas na definicao dos pontos de controle. Duas solugoes sao possiveis nesse caso: pode-
se aumentar o numero de pontos de controle, e consequentemente o tamanho do filtro e o
custo computacional associado, ou entao pode-se tentar ajustar as posicoes dos zeros do filtro
obtido, a fim de posicionar melhor as regides de ressonancia (amplificacdo) e anti-ressonancia
(atenuagao) da resposta em frequéncia. Deve-se ter em mente entretanto que as posigoes exatas
dos picos e vales da resposta em frequéncia sao resultado da agao conjunta de todos os zeros
do filtro, e portanto este reposicionamento dos zeros tera um efeito indireto sobre a forma dos
picos e vales. Note-se ainda que os zeros tem um efeito de atenuacao sobre as frequéncias
proximas, estando o seu efeito mais diretamente relacionados aos vales (notches) da resposta

em frequéncia, sendo os picos o resultado indireto da auséncia de atenuadores naquelas regices.

Desenho de filtro ITR sé-pdlos: Nesta segunda abordagem, consideraremos a equagao re-

cursiva modificada N
boy(n) = x(n) = Y by(n —1),
=1

cuja funcao de transferéncia é
1

N Y
-l
blZ
=0
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e consideraremos a correspondéncia

A 1 1
H<€’ka): ~ — ~ :Hk’k‘zo,...,K,

§ blefilw;C 2 blefilkﬂ*/K
=0 =0

de onde obtemos N

, 1
D et = = k=0, K

=0

Considere o vetor

- ( 1 1 1 1 1 1 )
H07 Hl VAR HK7 H}}_l ) H}k(_27 AR Hik
e N =2K — 1, de tal forma que

2K—1

i 1 ~
§ e ™k = Hy, k=0,..., K.
=0

Podemos desta maneira definir o vetor b € R** através da expressao

2K—1
bl = ZDFT(F[)[ = Z ﬁkeizﬂl%.
k=0
Supondo que by # 0, a definicao acima produzird um filtro IIR com N = 2K — 1 pélos, dado

pela equacao

iy
n —y(n —1),
y(n) = Z b
cuja resposta em frequéncia continua H(e™) passard exatamente pelos pontos Hy, Hy,. .., Hy
nas frequéncias wo, ws, ..., wr. Na eventualidade de by = 0 (o que s6 pode acontecer se HLO +
K-1
1
= + ————— = (), pode-se definir um filtro nao-causal com a mesma resposta em
Z 2 - real(Hy,) ). p P

frequéngia tomando-se o primeiro coeficiente b; # 0, e isolando-se o termo y(n — j) na equacao
do filtro.

Neste caso também se aplicam os mesmos comentarios de antes: a resposta em frequéncia con-
tinua pode ter um comportamento imprevisto fora dos pontos de controle, estando a disposi¢ao
as alternativas de aumentar a ordem do filtro (e o custo computacional) ou reposicionar os
polos do filtro. Os pdlos tém efeito de amplificacao nas frequéncias proximas, e interferem
indiretamente na posigao dos picos (cujas formas exatas dependem do efeito global de todos os
pélos).

Exemplo: Aplicamos a estratégia acima a um vetor H de K + 1 = 10 valores gerados alea-
toriamente, com a finalidade de comparar visualmente as respostas em frequéncia obtidas por

uma abordagem FIR so6-zeros e uma abordagem IIR s6-pélos.

No primeiro caso o vetor aleatério foi simetrizado (Hy, ..., Hx, H} {,..., H;) e a resposta ao

impulso A foi obtida pela FFT inversa. Os dois graficos superiores da figura 10 mostram a
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resposta em frequéncia continua, obtida a partir da fun¢ao de transferéncia (transformada z),

e o diagrama de pdlos e zeros deste filtro com M = 2K — 1 = 17 zeros.

No segundo caso, a expressao %, 7 =0,..., K foi simetrizada a fim de se obter o vetor de
J

coeficientes recursivos b;, a partir dos quais se escreveu a funcao de transferéncia e a resposta

em frequéncia continua de um filtro IIR com N = 2K — 1 = 17 pdlos, correspondente aos dois

graficos inferiores da figura 10.

|H| do filtro FIR com 17 Zeros Diagrama de polos (x) e zeros (o) do filtro FIR com 17 Zeros

1 T
Resposta em Frequencia do Filtro FIR
Pontos dadof® ¥ N
O
0]
O
0. b e}
0.5
(0]
0. B o
O
0
4 o
0 o
0]
-0.5
0- 1 e}
O
(0]
0]
-1
0 .
0 pi (Nyquist) -1 -0.5 0 0.5 1
|H| do filtro IIR com 17 Polos Diagrama de polos (x) e zeros (o) do filtro IIR com 17 Polos
1
Resposta em Frequencia do Filtro IIR
Pontos dadps *
1 X
X
0. R X
0.5 2
0. ]
X X
0
0. | X X
-0.5 X
0. 1 X
X
1 %
0 .

0 pi (Nyquist) -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 10: Gréficos de |H| e diagramas de polos (x) e zeros (o) para um filtro FIR e um filtro

ITR desenhados a partir dos mesmos dados para a resposta em frequéncia.
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