Notas de aula sobre Analise de Fourier

Marcelo Queiroz

(Parcialmente baseadas no livro

Introduction to Fourier Analysis
de Norman Morrison)

1 Série de Fourier para funcoes periédicas

Objetivo: Representacao de funcoes periddicas como combinacao linear de funcoes senoidais:
sen(z), cos(3x), sen(bx + 8)...

1.1 Revisao de Calculo e Trigonometria
Oscilacoes senoidais e movimentos circulares uniformes

Uma funcao senoidal pode ser vista como a projecao horizontal ou vertical de um movimento
circular uniforme (MCU):

Y

o =(t)

A coordenadas cartesianas  coordenadas polares
A cos(wt magnitude = A
Wt * onde z(t) = (Wt + ) = & )
a(t) Asen(wt + @) fase = wt + ¢

O parametro A representa o raio do MCU e corresponde a amplitude das senoides observadas
pelas projecoes horizontal e vertical. O parametro w é a velocidade angular do MCU, ou
seja, omega radianos sdo varridos pela trajetéria z(¢) em 1 segundo, e este mesmo parametro
corresponde a frequéncia de oscilagao das senoides. Finalmente, o parametro ¢ é o angulo
inicial do MCU (posigao de z(t) no instante t = 0), e corresponde a fase inicial das oscilagdes

senoidais. A expressao 6(t) = wt + ¢ representa a fase instantanea do MCU.

Pelo teorema de Pitdgoras temos A% = a(t)?+b(t)? ou A = /a(t)? + b(t)2; além disso tan §(t) =

Zét de onde é possivel obter theta(t) em fungao de a(t) e b(t) como 0( ) = atan2(b(t), a(t)).

'A funcao atan2 é semelhante & funcdo arco-tangente, porém recebe 2 argumentos para poder distinguir

angulos no 1° e 3° quadrantes com a mesma tangente, ou angulos no 2° e 4° quadrantes com a mesma tangente.



Isso mostra como obter os parametros (A, 6(t)) da representacao polar de z(¢) em fungao dos

parametros (a(t),b(t)) da representagao Cartesiana.

Observe também que cosf(t) = % e senf(t) = %), de onde segue que a(t) = Acosf(t) e
b(t) = Asenf(t) (conversao Polar—Cartesiana). Em particular, aplicando Pitdgoras podemos

deduzir que

sen”0(t) + cos® 0(t) = “ + 4

Senoides em forma polar e Cartesiana

As expressoes acima modelam o movimento circular uniforme em duas dimensoes através de suas
representacoes polar e Cartesiana. Porém cada uma das senoides correspondentes as projegoes
horizontal e vertical também admite representacoes em forma polar e Cartesiana, como veremos

a seguir. Lembrando da identidade trigonométrica
sen(z + y) = sen(z) cos(y) + cos(z) sen(y)
podemos concluir que a senoide Asen(wt + ) satisfaz

Asen(wt + @) = Acospsen(wt) + Asen p cos(wt)
= asen(wt) + bcos(wt)

a= Acosp A=+va?®+b? b
onde =
b= Asenyp

¢ = atan2(b, a)

a

Esta é uma representacao alternativa para a funcao senoidal, baseada na combinacao linear de
uma funcao cosseno e uma fungao seno, ambas com a mesma frequéncia angular w e fase inicial
0. Observe que nestas expressoes os pesos a e b da combinacao linear nao sao funcoes de t,
mas constantes determinadas pela fase inicial ¢. Vemos entao que uma senoide com frequéncia
w pode ser representada equivalentemente tanto na forma polar, pelos parametros (A, ) de
magnitude e fase inicial, quanto na forma Cartesiana pelos parametros (a,b) associados aos

pesos do cosseno e do seno com frequéncia w e fase inicial 0.

Ortogonalidade de senos e coeficientes de Fourier

Seja f : R — R com periodo T'. Vamos tentar encontrar {ay}ren € {bx }ren tais que

ar sen(wgt) + by, cos(wyt)

Mg

k=0

_ 27 AN el —
onde w = 7 (frequéncia angular) e wy, = kw.



Lema (Relagoes de Ortogonalidade)

T
sen(wit) L cos(w;t) = sen(wyt) cos(w;t) dt =0, Vk,j

cos(wyt) L cos(w;t) = cos(wyt) cos(w;t) dt = 0, Vk # j,
T

sen(wyt) L sen(w;t) = sen(wyt) sen(w;t) dt =0, Vk # j,

O\o\ﬂo\»

Além disso )

T T
= Vk
| cos(wit)]|* = / cos?(wyt) dt = { 2 vk#0
’ T k=0
T T
5 Vk
| sen(wit)||* = / sen’(wyt) dt = { 2 vk#0
’ 0 k=0

Prova

Considerando a primeira integral, se k # 7,

/0 sen(wyt) cos(w;t) dt % /0 sen((wy + w;)t) dt + % /0 sen((wy — w;)t) dt

1 cos((wr + wj)t) o1 cos((wy — w;)t) 4

—5[_ Wi + wj ] +§[_ W — Wj k
1 [ cos((k+j)wt) 1 [ cos((k— jlwt) 4
2[ (k+ ) ]0+2[ (k=g |

_ L= cos((k+g)2m) Fcos(0)] | 1[—cos((k $)21) + cos(0)]
2 (k+ jw 2 (k—j)w
1[ 1+1]  1[-1+41]

(k+j)w 2 (k= j)w

T T

Quando k = j tem-se 1 / sen((wy —wj)t) dt = / 0dt = 0 na segunda metade da
0 0

expressao acima (a primeira metade permanece igual a zero pelas mesmas contas).

Em relacao ao produto de cossenos temos, para k # 7,

T 1 /7T 17
/ cos(wyt) cos(w;t) dt = 5 / cos((wy, + wj)t) dt + 3 / cos((wy, —wj)t) dt
0 0 0

1 Fen«m j)wt)r 1 [sen((k: - j)wt)r

(k) 2w |
[sen((k + j)2m) — sen(O)] N 1[sen((k —j)2m) — sen(0)]
(k + Jw 2 (k—jw

1 o-0 _,
/1dt:—

0

[\Dlr—tl\DI»—t[\DI

2(k—jw

[0
(k +
1 [T
/ cos(2wyt) dt+§/ cos(0t) d
0

T
cos(0t) cos(0t) d / ldt=T
0

T
Cos wkt Ccos wkt

wl»—‘
wl»—‘

T
cos(wot) cos(wot) dt =

S—5—
o\é



T
Os resultados para / sen(wgt) sen(wgt) dt sao andlogos. M
0

Podemos usar as relagoes de ortogonalidade para obter os valores de ap e by na expressao

t) = Z ay, sen(wgt) + by, cos(wyt). Multiplicando por sen(w;t) (para j # 0) e integrando entre

k=0
0 e T obtemos

/T f(t)sen(w;t) d / Z ay, sen(wyt) sen(w;t) + by, cos(wyt) sen(w;t) dt
0

= ( /0 sen(wyt) sen(w;t) dt) + by ( /0 : cos(wyt) sen(w;t) dt)

T
2

I
2

J

de onde
2

T
a; = T/ f(t)sen(w;t)dt, Vj # 0.
0

Analogamente, multiplicando a expressao original por cos(w;t) (para j # 0) e integrando,
/ f(t) cos(wjt) dt / Zak sen(wyt) cos(w;t) + by cos(wyt) cos(w;t) dt
T
= Z ag (/ sen(wyt) cos(w;t) dt) + by (/ cos(wyt) cos(w;t) dt)
0 0
de onde obtemos

— %/OT f(t) cos(w;t) dt, Vj # 0.

O valor de by pode ser obtido de modo analogo, lembrando que a tltima integral possui valor

- %/0 F(t) cos(wot) dt = %/0 f(t)dt

O valor ag na realidade é irrelevante para a decomposicao pois aparece multiplicado por

T quando 7 = 0, e assim

sen(wgt) = sen(0t) = 0, e pode ser definido arbitrariamente como ag = 0.

As equagoes que definem os coeficientes a; e b; sao denominadas equacoes de andlise, pois
permitem decompor (analisar) a fungao original como soma de fungoes mais simples, através
da equagao de sintese f(t) = > ;- arsen(wit) + by cos(wyt). Cada uma destas funcoes mais
simples é chamada de (k-ésimo) harmonico da fungao f(t) original, possuindo a forma de uma
senoide

hi(t) = ag sen(wyt) + by, cos(wit) = Ag sen(wyt + )

onde Ay, = /ai + b2 e ), = atan2(by, ax). A componente D.C. é

ho(t) = by /f

e corresponde ao valor médio do sinal.



1.2 Exponenciais Complexas
Numeros complexos

A unidade complexa é definida a partir da equacao z2 + 1 = 0, que nao admite soluciao em
IR, porém a hipétese de existéncia de uma solucao fora da reta real ndo é inconsistente (nao
gera contradi¢ao). Postula-se assim uma solugao denotada por i que satisfaz > = —1 (de onde
segue também que (—i)? = (—i)(—i) = i* = —1). Nimeros complexos tém a forma x = a + bi
onde a,b € IR, sdo representados normalmente em um plano Cartesiano com um eixo real (valor
a) e outro eixo imagindrio (valor b), e obedecem aos mesmos axiomas que os nimeros reais
em relacao as operacoes elementares. Em particular, se x = a+ bt e y = ¢+ di, a soma e a

multiplicagao satisfazem

(x+y=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i

zy = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.

Veremos que fungoes exponenciais complexas permitem a representacao simplificada de movi-
mentos circulares uniformes, e consequentemente de funcoes senoidais, substituindo a necessi-
dade de conhecer todo o arsenal de identidades trigonométricas pela possibilidade de manipu-
lagao das mesmas fungoes através de propriedades algébricas elementares (como (a’)¢ = a* ou

a’a® = ab*t°).

Representacao de Taylor para senos, cossenos e exponenciais

Podemos representar varias fungoes f(z) que nos interessam aqui, como senos, cossenos e

exponenciais, através da série de Taylor

f(x) = Z apx".
n=0

Quando tal representacao existe, podemos obter os coeficientes a,, calculando a funcao original

e suas derivadas no ponto z = 0:

f(0) = ag

fl@) =" naet = £1(0) = a

f”(x) — N n<n _ 1)anx”*2 — f//(o) — 20, =—> ay = fl/z(o)

Fm)(z) = i nn—1)(n—m+ Da,z"™ = f(0) = mla, = a,, = f(”:L!(O)



Assim, temos as representacoes

sen(z) = sen(0)+ cos(0)z—2W 2573, . — i (=1)ma?ntt
2 ' n=0 (27’L + 1)'
cos(z) = cos(0)— Sen(O)x_cos(O) p2ysen®) 3 _ i M
: ! = (2n)!
[e.e] xn
e ter +grt tgEtte =) =
n=0

Relacao de Euler

Utilizando a expansao de Taylor de e” no ponto x = iw (onde i é a unidade imaginaria) temos

© = nl n!

n=0 n=0
Observe que para n par temos i°,i2,i*,i%, ... =1,—1,1, =1, ... e paran impar temos 7', 3,7°,i", . ..
1, —1,1,—1,.... Assim obtemos a chamada Relacdo de Euler:
(o.0] oo
) -1 nw2n -1 nw2n+1
o =3 D)™ 3 e
(2n)! (2n +1)!
n=0 n=0

cos(w) + isen(w).

O numero complexo e possui como representacao Cartesiana a expressao cos(w) + isen(w).
Em coordenadas polares representamos o mesmo ntimero através de seu modulo e do angulo ou

fase em relagao ao eixo real:

le] = y/cos?(w) + sen?(w) = 1

¢ = atan2 (sen(w), cos(w)) = tan™! (iigég%) = tan"!tan(w) = w

A partir da relacao de Euler podemos obter outras relacoes entre expoentes complexos, senos e

COSSENoOs:

e = =) = cos(—w) + isen(—w) = cos(w) — isen(w)

ou ainda, e=™ = (¢™)* (* denota a operacao de conjugacao, definida por (a + ib)* = a —ib). A

—1

partir das expressoes e~ = cos(w) — isen(w) e € = cos(w) + i sen(w) podemos obter:

w —iw W ,—iw
cos(w) = % sen(w) = SR



Identidades trigonométricas com exponenciais complexas

Finalmente, usando as relacoes entre senos, cossenos e exponenciais complexas que vem da
relacao de Euler todas as relagoes trigonométricas cléssicas sao facilmente dedutiveis. Por

exemplo,

ei(a+b)7e—i(a+b) eiaeibie—iae—ib

sen(a+0b) = 5 = 5
(cos(a)+isen(a))(cos(b)+i sen(b))f(cos(fa)+i sen(—a))(cos(—b)+isen(—b))

21
(cos(a)+isen(a))(cos(b)+1 sen(b));(cos(a)—i sen(a))(cos(b)—isen(b))
(cos(a) cos(b)+i cos(a) sen(b)+i sen(a) cos(b)+i2 sen(a) sen(b))
24
(cos(a) cos(b)—i cos(a) sen(b)—i sen(a) cos(b)+i2 sen(a) sen(b))
24

21 cos(a) sen(b);—?i sen(a) cos(b)

= cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b)

Vale a pena abrir um bom livro em nivel de colegial e
comparar esta deducao algébrica com a deducao trigo-
nométrica/geométrica a partir da figura ao lado. Outro

exemplo de deducao facilitada:

(eiaJre—ia) (eibJrefib)

(ei(2a+b)+efi(a2+b))+(ei(a7b)+efi(a7b)>
2
cos(a+b) + 3 cos(a — b)

cos(a) cos(b) =

D= N[

1.3 Série complexa de Fourier

Seja f : R — R com periodo T'. Vamos tentar encontrar valores complexos {F}rez tais que

flt)y= > Fpe!

k=—o0
ondew:%ﬁewk:kw.
Lema (Relagoes de Ortogonalidade) As funcies et e emt sio ortogonais, ou seja,
/ ekt (e“”mt)* dt = / e“rtemwmt qt — (), Yk # m.
0 0
Além disso, para todo k € Z

T
HelwktH2 — / eiwktefiwkt dt — T
0

Prova



Se k # m,

T . . T .
/ et p=iwmt gy / ez(k—m)wt dt
0 0

ei(k—m)wt T
- L’(k - md 0

ei(k—m)wT -1

i(k —m)w .
_ cos((k —m)2m) +isen((k —m)2mw) — 1
. i(k —m)w
1+0-0-1 0
ik —m)w

T T
Se k = m entao / ekt g=iwmt gy — / 1dt=T. 1
0 0

Podemos usar as relagoes de ortogonalidade para obter os valores de Fj, na expressao f(t) =

Sore o Fre™+t. Multiplicando por e=*m* e integrando entre 0 e T temos

T T o
/ ft)e “mtdt = / Z Fjeiwrteiwmt gy
0 0

k=—o00
— Z Fk/ ezwkte—zwmt dt
k=—o00 0
= F,T
ou seja, para qualquer k € Z |
I :
F,=— t)e "kt dt.
K T/o f(t)e

T
Definigao (Sintese e Analise) As equacoes f(t) =Y po _ Fpe™t e F, = %/ f(t)e ™t dt
0

sao chamadas de equacao de sintese e equacao de analise, respectivamente.
Uma propriedade fundamental dos valores Fj, é a seguinte:

Teorema (Simetria-Conjugada do Espectro de Fourier)

F, = Fy.

Prova



Como f(t) é real, temos f(t) = (f(¢))*. Além disso é facil verificar que (ab)* = a*b*

em geral. Assim,

T/ Ye -kt dt

LT / (et

% / e R dt
(e ey
- N

k-

A expressao Fj, = % / f(t)e ™t dt descreve o espectro de uma funcdo periddica através
0

das amplitudes e fases correspondentes aos diversos hamonicos. Seja Fyp = ape'?* a repre-
sentacao polar de Fy. Entao as parcelas Fpe™r! e F_pe™-*' que aparecem na equacao f(t) =
Sore o Fre™* quando somadas, correspondem ao k-ésimo harmonico da fungao f. Lembrando

que Fy = (F})* = age™**, temos a expressio do k-ésimo harmoénico de f:

hk(t) — erzwkt + F_kezw_kt
= qpefre™rt e ¥re
= ay (el(wktJﬂPk) + e*l(wktﬂpk))

—iwgt

= 20y, cos(wyt + ©y).

Observe que esta combinacao de duas exponenciais complexas sempre gerara um sinal real,
ou seja, a decomposicao complexa de Fourier produz simultaneamente uma decomposicao em

fungoes reais hy(t).

Para k& = 0 o coeficiente F{ é calculado como

— %/O f(t)e ot dt = %/0 f(t)dt

e corresponde ao valor médio da funcao f. Este “harmonico” ho(t) = Fy tem a fungao de
transladar verticalmente os demais harmoénicos (que oscilam entre +2ay e —2qy) para a “posigao

correta” da funcao f.
0, 2<t< -1

Exemplo: Considere a funcao f(t) =< 1, —1<t<1 , f(t+4)=f(t), Vt.
0, —-1<t<2



2 T T T T T T T
15 |
|
1
|
05 |
|
0 — JR— - - P
|
-0.5 ‘
1 ! ! ! | ! ! !
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Temos T' =4, w = 2% =5 e w, = k5. Assim, para k # 0,
1 2 A 1
F, =~ / ft)e ™t dt = / ekt dt
1), 4/
1 fe7k —er\  lsen(wg)
n 4 —iwk n 2 Wi
_ 1sen(k3)
2 Kk
2 1
e para k =0, Fy = i/ f(t)dt = 5
—2
Fy
2 T T T T T
15 |
|
1 -
|
0.5 - s
L] [ ]
O—L—.——O——L——.——.—
° ‘ [ ]
-0.5 ‘
1 ! ! | ! !
-6 -4 -2 0 2 4

Observe que os extremos de integragao utilizados nas contas acima foram [—

periodo completo pode ser utilizado. Pela equacao de sintese,

1
) 3 2 3

- . 1 N B - R s
f(t) _ Z erzwk,t _ ; |:-'-~|>—6_Z55t— _6—235t+6—25t+z+6z5t_ _6z35t+

k=—00

10



0.5

-0.5

e 0 k-ésimo harmonico (para k impar) é dado por

k—1 1 T 7T k—1 2 T
hi(t) = (—1)F —[e *3t 4 %31 = (—1)"F" = cos (k:—t) .
km km 2
O°I harménipo . 1 — 10. harménipo . 1 — 30. harménipo . 1 — 50. harménipo

| 0.5} | 1 05} | 1 05} -
—————— 0 | oﬂ‘/\vf\f\/%w ORAAANAAANAAAA
- 1 -0.5 - -

\ 0.5} {1 -0.5}
A ] N S ] P S ] P S
T2 0 7 1 T2 0 7 1 T2 0 ¢ 1 T2 0 ¢ 1

Definicao (Fungoes pares e impares)
Uma fungao f € par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.

Uma fungao [ é impar se satisfaz f(t) = —f(—t), Vt.

Exemplos de fungao par e fungao impar sao cos(t) e sen(t), respectivamente:

cos(wot) sen(wot)

-1.51 .

2 ! I | 1 I I I 2 ! I
438w _6m 4w 2w 0 2T 4w 6 ST 438w _ 6w 4w 2w 0 2T am 6 ST
wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo wo

Algumas propriedades de fungoes pares e impares de fécil verificagao sao enumeradas a seguir:
Lema

1. Se f e g sao pares, fg € par.

2. Se f e g sao impares, fg é par.

3. Se f é par e g é impar, fg € impar.

4. Se f € par, /(;f(t)dt:2/0Uf(t)dt.

U
5. Se f € impar, / f(t)dt =0.
—U

Sejam Fj, = Ay, +iBy, e F, = ae™* as representacoes Cartesiana e polar do niimero complexo

Fy., que estao relacionadas pelas expressoes

{ A, = ay, cos @y, — { ap = /A% + B?

By, = ay sen gy, o = atan2(By, Ay)

11



Entao a partir da propriedade F_; = F}} obtemos A_;+iB_; = A; — 1B}, e também a_pef—k =

aie’=#8) de onde segue imediatamente o resultado:

Corolario (Paridade dos coeficientes de Fourier) Se f(t) é uma funcao real, entao Ay e

ay sao funcoes pares do argumento k, bem como By e . sao fungoes impares de k.

Retomando o iltimo exemplo (onda quadrada), observe que Fj, é real e consequentemente par
(pelo corolario anterior). Essa propriedade esta associada com a paridade desta forma de onda
quadrada do exemplo (pode-se contruir também ondas quadras impares, ou nem pares nem

impares).
Definigao (fpar e fl'mpar) Seja f IR — R; definimos as fungoes

[f (&) + f(=)]

Fparlt) = 7

1
fyfmpar(t) = 5 [f(t) - f<_t)]
E imediato observar que fpar ¢ uma fungao par e fimpar é uma funcao impar. Mais ainda,

[f(£) + f(—t)]+% [f(&) = f(=0)] = 5 [f(O) + f(=) + f(t) = f(=0)] = f (D).

N —
l\DlH

fpar(t)+fimpar(t) =

Teorema (Decomposicao em fpar e fl'mpar) Seja f R — IR uma fung¢do periddica e
seja {Fy, = A + 1By }rez a série compleza de Fourier associada a f. Entao {Ag}trez € a série

complexa de Fourier associada a fpar € {1Bitrez € a série complexa de Fourier associada a
D €

f impar-

Prova

FO+F(0] =5 3 Bt 4 2 3 R

k—foo k—foo

fpar(t) =

DO | —

zwkt_'_e twit

k=—00 k=—00
fmpar=—=>=0
—~
= Z Ay, cos(wyt) + By cos(wyt)
k=—o00
impar=—>=0
—~
= Z Ay, cos(wyt) + 1Ak sen(wgt)
k=—o00
— Z Akeiwkt,
k=—o00

12



que ¢ a uma equacao de sintese para a funcao fpar a partir dos coeficientes { Ay }rez ,

o que implica que esta ¢ a série complexa de Fourier associada a fpar.

A verificagao de que fimpar(t) =Y p2 iBRe™rt & andloga, e fica como exercicio.

Uma consequeéncia imediata do resultado anterior é:

Corolario
f(t) € par <= F(k) € real e par

f(t) € impar <= F(k) € imagindria e impar

Exemplo: Considere a funcao

Temos T =2, w = 2T = 1, wy, = kr. Para k # 0,

T
1 ‘ 1 1 ‘
/ f(t)e ™t dt = = / te "Rt dt
. 2 )4
1

impar=—=>=0

1
Fk :é
1

——— 7 1
= —/ t cos(wyt) dt——/ t sen(wyt) dt
2/, 2/,
1
= —i/ tsen(wyt) dt
0

_ [sen(wkt) tcos(wkt)]l

[ G-

1
Parak::O,Fozé/ tdt = 0.

-1

13
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[
‘ [ )
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\
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Observe que Fj, é puramente imaginaria e consequentemente impar. O k-ésimo harmonico de

f é dado por

—1)F 1)~ . —1)k . . —1)*
hk(t) _ iue—zkwt + iuezkﬂt — iu[ezkﬂt o 6—zk7rt] o _2( ) sen(lmrt).

—km km km T
1 _1° harmonico 1 _2° harmonico 1 _3° harmonico 1 _4° harmonico
0.5¢ | 1 0.5¢ | 1 0.5¢ | 1 0.5¢ | 1
o=\ [\ oMW O AAA A OANAAAASA/
-0.5¢ 1 -0.5¢ 1 -0.5¢ 1 -0.5¢ 1
10 A N R IR NNURU s I NN W I N
=3 -2 -1 0 1 2 3 =3 -2 -1 0 1 2 3 =3 -2 -1 0 1 2 3 =3 -2 -1 0 1 2 3

2 Transformada de Fourier

Quando a fungao f(t) : R — IR nao é periddica é impossivel escrevé-la como combinagao linear
de uma familia de senos e cossenos harmonicamente relacionados. No entanto, muitas vezes é
possivel escreve-la como combinacao linear de todos os senos e cossenos que existem, utilizando

todas as frequéncias w € IR disponiveis:

1 [ ,
f(t) = 2—/ F(w)e*'dw (equagao de sintese)
™

—00
o0
Para fungoes que satisfazem o critério / (f(t))?dt < oo, entre outras, pode-se provar que os

—00

valores de F'(w) que satisfazem a equacdo acima sao dados por

F(w) = / f(He ™ dt (equagao de andlise)

14



Definicao Se f(t) e F(w) estao relacionadas pelas equagoes de andlise e sintese acima, deno-
tamos esta relagao por

F(t) +— F(w).

Utilizamos as notagoes

para as representacoes Cartesiana e polar de F(w).

Exemplo: Considere a funcao

0.5

-0.5

MR
o — —
wlN

Para w = 0 temos F'(0) = / f(t)e ™ dt = 7. Para w # 0:

/ f( )’“’tdt /2 e dt

T
e iwt 92 Tet 2%_6—iw%
A e
2sen g i wg
w w3
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1.5 T T T ! T T T

205 | | | | | | |
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Assim, pela equacao de sintese,

f(t) ! /OO Tisen(w%)em dw.

= o T
2 — o (/UE

Frequentemente representamos a transformada de Fourier através dos espectros de amplitude e

fase. Neste caso,

alw)=rT1 LI;(W%)

MR

() = { 0, seF(w)>0

47, caso contrario.

A escolha entre £ na expressao de p(w), embora arbitraria, deve preservar a propriedade de

que p(w) é uma fungao impar.

15 T T T ‘ T T T

_05 1 1 1
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
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'%40 30 20 -10 0 10 20

Teorema (Propriedades da Transformada de Fourier)

1. Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) «+— G(w), B,7 € R, entdo

(Bf +799)(t) +— (BF +1G)(w).

2. Conjugagao: F(—w) = F*(w).

3. Simetria:
A(w) e a(w) sao fungoes pares.
B(w) e p(w) sdo fungoes impares.
fpar +— A(w).
fz/mpar +—— iB(w).

f(t) € par <= F(w) € real e par.

f(t) € impar < F(w) € imagindria e impar.
4. Propriedade da Area
| twde=ro)

/ F(w)dw = 27f(0).
5. Dualidade: Se f(t) «— F(w) entdo
F(t) «— 2nf(—w).

6. Mudanga de Escala: Se f(t) «— F(w) e B # 0 entdo

1 w

f(Bt) «— WF<B

).

7. Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € R entao

flt —7) ¢ e “TF(w).

17



8. Deslocamento na Frequéncia: Se f(t) <— F(w) e wy € R entdo

e f(t) «— F(w — wp).

Prova

A verificacao das propriedades (1)-(4) segue os mesmos argumentos das respectivas

propriedades da série complexa de Fourier, ficando como exercicio.

5. Dualidade: Aplicando a equagao de anélise para a fungao F'(t), verificamos que

sua transformada de Fourier serd

/ F(t)e ™" dt.

Trocando os nomes das varidveis ¢ e w na equagao de sintese para f(-) temos

flw) = i/ F(t)e™" dt. Deste modo,

/00 F(t)e ™ dt = /OO Ft)e'"t dt = 2r f(—w).

—00 [e.e]

6. Mudanca de Escala: Se 8 > 0, entao a transformada de Fourier de f(/5t) sera

[ s = [T e E o

O caso 8 < 0 fica como exercicio.

7. Deslocamento no Tempo: A transformada de Fourier de f(t — 1) é

/ft—T e Wt dt /f —w(ztT) g (z=t—7)

7ZWT f(z) —iwz dz

= e WTF(w).

8. Deslocamento na Frequéncia: Usando a equacdo de sintese (transformada de

Fourier inversa) para a fungao F(w — wy) temos

(e o] [e.e]

= Flw—wy)e™ dw =5 F(0)e @+t dp (6 = w — wy)
— eiwot%/ F(e)ezﬂt 46 [ |
= ot f(¢).

18



2.1 Transformada do limite de funcoes

Algumas vezes nao é possivel obter F'(w) a partir da definigdo, mas através de limites. Se
f(t) =limy_x f5(t), f*(t) +— F*(w) para cada k e além disso existe o lim;__,; F*(w), entao
este limite corresponde a transformada de Fourier de f(¢), possuindo todas as propriedades da

transformada obtida pela defini¢ao.

Exemplo: Delta de Dirac. Esta funcao generalizada (distribui¢ao) é definida pelas condigoes

5(t) =0, ¥t #0
/ 5(t)dt =1

sendo que o valor §(0) nao estd definido. Frequentemente representamos esta distribuicao

usando um vetor com altura representando seu peso (o valor da integral na defini¢ao):

1.5 F \ _

=

I
o —
INTESH =

19



Pelo exemplo do pulso quadrado na secao anterior, juntamente com a propriedade de lineari-

dade, sabemos que a transformada de Fourier da funcao by(t) é

1 [ksen(wg)]  sen(w

NI

) .

MBS

- =
w§ w

Quando k — 07, By(w) — 1 para qualquer valor de w. Assim a transformada de Fourier do

Delta de Dirac é a fungao constante A(w) = 1, ou ainda,

i(t) «— 1.

|

|

|

|
.
|

|

|

|

x 1 1
‘ T

|

|

|

|
‘44
|

|

|

|

S
ot
T
1
1
e
ot
T

Pela equacao de sintese, podemos escrever
5(t) 1 / OO iwt d
= — e’ dw
2 J_

de onde também obtemos

/ e dw = 278 (t).

[e.9]

Podemos definir deltas de Dirac localizados em instantes ¢ # 0 e com pesos (valor da integral)

diferentes de 1. Em geral definimos dx, = Kd(t — 7), que satisfaz
Ok-(t) =0, Vt#T1
/ dr-(t)dt = K.

— 00

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

1. ~ iwqt —iwqt
Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as expressoes cos(wgt) = “————
eiwotiefiwot

5 . Para isso, lembremos que

e sen(wopt) =
i(t) «— 1.
Pela propriedade de deslocamento no tempo,

St —7) ¢ e ™7

e por dualidade,
e ¢ 210 (—w — 7) = 27 (w + 7).

20



Substituindo 7 por —wy e +wy obtemos, respectivamente,

et ¢ 276 (w — wp)

e ot w3 21 (w + wo),

de onde, finalmente,
cos(wot) «— mo(w — wp) + T (w + wp)

sen(wot) <— gé(w — wp) — gé(w + wp).

cos(wot) Espectro de cos(wot)
T T T ‘ T T T
Tk |
i |
0» JE— JE— JE— - JE— N JE— JE— JE—
é _ |
i |
-2 & T P 7 7 5 g : : : X : ; :
™ ™ ™ ™ ™ ™ ™ ™
Tws Twe Two w0 Lo W wo  owo —wWo 0 o
Espectro de sen(wot)
T T T ‘ T T T
zL |
I |
0_7 J— J— J— J— J— J— J— J— J—
—
—zt |
_2 1 |4 IZ x ZI 4| 1 1 1 1 x 1 1 1
c8nr _6rm _Am 27 0 2 an S5 i —wo 0 wo

wo wo wo wo wo wo wo wo

A propriedade a seguir chama a atengao para o fato de que a funcdo 6(t—7) quando multiplicada

por uma fungao qualquer f(-) preserva (isto é, amostra) somente o valor f(7).

Lema (Propriedade da amostragem) Seja f : R — IR e 7 € R. Entdo

fF@)o(t =7) = dpr(t = 7).

Em particular,

fF@)(t) = 00 (1)

Prova
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Temos f(t)6(t — ) =0, Vt # 7 pela definigao de §(-). Por outro lado,
/_ Z st —7)dt = / Z ()= /Z k) g

- ) /OO ft)e™ dt] e~ duw

- F(-w)e ™ dw

o0

= (= F(w)eiw) dw

— (f(n)" = f(7),

o que mostra que f(t)6(t — 1) satisfaz a defini¢ao de dx, com K = f(7). N

2.2 Convolucao

A operacao de convolugdo surge como resposta a seguinte pergunta: se f(t) +— F(w) e
g(t) «— G(w), qual € a funcdo h(t) cujo espectro é F(w)G(w), ou ainda, tal que h(t) «—
H(w) = F(w)G(w)?

Defini¢ao (convolugao) Se f(t) «+— F(w) e ¢g(t) +— G(w), a convolugao de f e g é

(f * 9)(t / (gt —7)d

definida por

Lema Se f(t) «— F(w) e g(t) +— G(w) entdo
W) = (F+ 9)(1) < H(w) = F@)G(w).

Prova
Aplicando a equacao de andlise para a funcao h(t) = (f * ¢g)(t) temos
Hw) = /OO h(t)e ™" dt
gt —r dT:| e Wt dt

/ ir
= /_ Z / R f(r)g(t —7)e @t gmiwr dr} dt
[

g t—T —iw(t—7 dt:| f( ) —iwT dr

— [ e e ar
= G(w /OO f(D)e™“Tdr = F(w)G(w). ®

22



Observe que a operacao de convolugao ¢é simétrica, pois

(f * 9)(t / F(r)g(t — ) d

[ H- 000 (o) ==
20

- / £t — O)g(¢)d¢

_ / g f(t— ) dr

o0

= (g f)(®).

Convolugao, Dirac e a propriedade da amostragem

Exemplo: Lembrando da propriedade da amostragem

@)t =7) = o5 (t = 7) = f(7)o(t = 7),

temos

= /O; f(r)o(t —71)dr = /Z f@&)o(t —r)dr

e como f(t) ndo depende de T na ultima integral,
(e =10 [ o-r)ar = o)

Disso concluimos que 6(t) é o elemento neutro em relagao a operagao de convolugao, e também
que f(t) pode ser vista como uma somatéria (integral) de deltas deslocados df()(t — 7) para

todos os valores de 7 possiveis:
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Interpretacao geométrica da convolugao

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = > £,6(t—,). Entao, usando a propriedade

da amostragem,

= 2o (/_Zf t =) (T—%)) dr
=SBt =) [ b7 =) dr

—00
- Zzozo an(t - 'Yn)a
ou seja, (f * g) corresponde a somatoria de varias copias da funcao f(t) com fatores de escala

B, e deslocadas no tempo de ,.

¢ ¢ ¢
o — .f(.) - 2 .g(.> . 2 (f*gl)() .

1.5} { 15} 1 15b ]
0.5} { o5} { o5} ]
0 e 0 by ] 0 - ==
0.5} l 1 -0.5f l 1 -05f l ]
A= 71 % ®§ 10 !0 % T 6 8 10 20 % T 6 8 10

Lema (Convolugao na frequéncia) Se f(t) «+— F(w) e g(t) +— G(w) entao

(t) = F(0g(t) +— H(w) = 5(F = G)(w).

Prova

Exercicio. N

3 Transformada de Fourier Discreta

Dado N € IN, considere a familia de niimeros complexos

3 1 i 3 —i27 2
{612”%‘71:0,1,...,1\7—1}, e o oo

que divide o circulo unitario em N partes iguais: e
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, oL A . . .
Cada um destes ntimeros y = ™~ tém a propriedade especial que y™ = 1 (pois y¥ =
. 1 . - . - L, i
NN = (e = 1" = 1), razao pela qual recebem a denominacao de raizes da unidade.
2mn< \N 2T\n 1" 1 1 1 b d d d dad
Cada uma destas raizes da unidade pode ser usada como frequéncia angular de uma exponencial
2

complexa, associada a velocidade angular w, = nw, onde w = 5.

Vamos verificar que a familia de fungdes (de k)
fulk) = {e= % [ n =0, N~ 1}

possui uma propriedade de ortogonalidade em relacdo ao produto interno em €, definido por

N-1
(a,b) = Z axby. Para simplificar a notacao, vamos utilizar o simbolo Z = e2"v de tal forma
que h=0

fn(k) — €i27rn% — an — (Zn)k
Observe que esta ultima expressao evidencia a propriedade da sequéncia f,,(0), f.(1), ..., fu(k),...

corresponder a uma progressao geométrica com valor inicial 1 e razao Z".

Lema (Relagoes de Ortogonalidade)
fo) L fm(), W #m

e
I full® = N
ou, equivalentemente,
V-l 0, sen#m
(fs fn) = D 22" =
k=0 N, sen=m.

Exemplo: Considere N =5, n =2 e m = 3. Entao, para os vetores

ZO ZO i W4 — W9 — W76
W3 — W—Z
7? 73
WO
a = Z4 e b e ZG 1
76 79 w2 =w-8
Wl _ W6 _ W74
ZS ZlQ

temos

(a,0) =2°2° + 2223+ 22275+ 2729+ 2827 2 =1+ 27 4+ 22+ 273+ 270 =0

(a,0) =Z2°Z2° + 2?22+ 722+ 252+ 2872 =1+ 1+1+14+1=5
Prova (do Lema)

25



N-1 N-1
1— (Z(nfm))N
nk mk\x (n—m)\k __
k=0 k=
1= (zM)eem 1
1= ZW-m) ] — Znem)
=0.
Por outro lado,
N-1 N-1 N-1
7z = (2 =) 1=N. =
k=0 k=0 k=0

Seja f = (fo, ..., fn—1) € RY. Vamos tentar encontrar um vetor F = (Fy,..., Fy_1) € €V tal

que
1 N-1 1 N-1 .
_ n\k __ 12N~

Usando as relacoes de ortogonalidade, podemos obter os valores de F,, tomando o produto

. . . . . - iommk
interno da equacio acima com a funcao f,,(k) = (Z™)*, ou seja, multiplicando-a por e~ 2™~
e somando em relacao a variavel k:
N-1 N1/ Nl
: k
fke—ZQNmN — - Fn6227rnﬁ 6—227rmﬁ
N
k=0 k=0 n=0
N-1 N-1
1 2mn 2Tm
= — F, E e Ne N
N
n=0 k=0
L N2
n=0
1
=—F,N.
N
ou seja, paran =20,..., N — 1,
N-1
Fn — fke—227rnﬁ )
k=0
.~ , - . N-1 o N-1, _iomnk
Definicao (Sintese e Anadlise) As equagoes fi, = + >,y F,e®™N e F, = >, fre 2™x

sao chamadas de equagao de sintese e equacao de analise, respectivamente. Representamos
esta relagao por (fo,..., fn—1) — (Fo,..., Fn_1) ou simplesmente [ <— F. Utilizamos as

notacoes F,, = A, +1iB, = a,e'" para as representacoes Cartesiana e polar de F,.

Lema (Propriedades da Transformada Discreta de Fourier)

1. Linearidade: se f +— F, g G, B,v € R, entao

Bf +~vg «— BEF +G.
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2. Periodicidade:

As funcgoes f:Z — R e F :Z — C definidas pelas expressoes

1 i2mnk
fk) =+ nzzo F,e?mmx
e
N-—1
. k
F(’I’L) — fke—ﬂﬂnﬁ
k=0

sao periodicas com periodo N .

3. Conjugacao: F_,, = F’.

n

4. Simetria:
A, e a, sao funcoes pares.
B, e p, sao funcoes impares.
fpar — Ap.

fz/mpar > 1B,

f(t) € par <= F, € real e par.
f(t) € impar < F, € imagindria e impar.
N-1 | N
5. Propriedade da Média: kz% fi=F e N nz_% F, = fo.

6. Dualidade: Se f <+— F entao

F«— N(fo, f-1, f2- - f-v))

7. Deslocamento no Tempo: Se f <— F em € Z entao

(f_m, fl—m7 e fN—l—m) <— (ZOFo, Z_mFl, Z_QmFQ, e Z_(N_l)mFN_l).

8. Deslocamento na Frequéncia: Se f <— F em € ZZ entao

(Z°fo, 27 f1, Z72 M fy, o Z7 NI Y e (B Figm, -+ Fyo14m)-

Prova

Exercicio. W
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3.1 Transformada Rapida de Fourier

O método direto de calculo da transformada discreta de Fourier a partir da expressao

utiliza N2 produtos entre ntimeros complexos e N(N — 1) somas, possuindo assim complexi-
dade computacional O(N?). O método FFT (Fast Fourier Transform) permite obter o mesmo

resultado recursivamente em tempo O(N log V).

A ideia simples do céalculo da DFT por recursao reside em considerar N = 27 e particionar o

vetor f = (fo, f1,..., [nv—1) em duas partes:

fpar = (fo, f2,- .., [n—2)

fimpar = <f17f37 .. -qufl)

e calcular separadamente as DFTs de cada um destes vetores, combinando os resultados. Esta

estratégia é conhecida como Divisao e Conquista.

Note que
N-1
Fn — Z fke—iQNn%
k=0

_ kaefi%rn% + Z fkeii%m%

k par k impar

N/2—1 N/2—1
—i2mn2k —i27n 2ktl
= E Jore N+ E Jorkt1€ N
k=0 k=0
N/2—1 N/2-1

Z —i2mn <t —i27n 2 : —i2mn s
= fparke N/2 + € N f}mparke N7z
k=0 k=0

= FFT(fon)n + € 2 NFET(frnpa)n

Na expressao anterior, as duas FFTs sao peridédicas com periodo %, e portanto para calcular

todos os valores F,, com n = 0,1,..., N — 1, basta obter FFT(f,..)n, ¢ FFT(f;

N
0,1,..., % 1.

mpar)n. PATA N =

Sendo C(N/2) o custo de computar cada FFT dos subvetores fpar e fimpar> e levando em

consideracao que o custo de combinar as solugoes é proporcional a N (uma multiplica¢do e uma
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soma para cada coeficiente F},), teremos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) 4+ aN/2)+ aN =4C(N/4) + 2aN
— 4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN
= 23C(N/2%) + 3aN
= 24C(N/2%) + 4aN

=2°C(N/27) + oaN
= NC(1) + oaN
= NC(1) + (log N)aN

= O(Nlog N)

A notacao O(+) denota o fato de que o crescimento assintético (i.e. quando N — oo) do custo

computacional é limitado por SN log N para alguma constante 5 > 0.

Exemplos operacionais da FFT

Comecemos com alguns exemplos pequenos. Considere N = 2; neste caso a expressao da

transformada de Fourier fica

Fy AR A Jo fo+ fi

i AN/ fi Jfo—fi

Ou seja, sao necessarias apenas duas operagoes aritméticas para obter o vetor F. Se N = 4

podemos escrever

_Fo- [0 g0 g0 g0 _fo- 0 g 0 g0 -fo-
F AR AR A /A fi AN /A A A fi

F, - 70 772 gz 76 f - AR A N A NI f2 |
(B |2z 2 2 ] |2 -2t =2 2|
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onde a ultima matriz foi obtida pela propriedade de circularidade dos valores Z™. E possivel

fatorizar? esta matriz como segue:

—ZO VANA ZO_ _1000_ _ZO Z% 0 0 ] _ZO 0 Z° 0
z0 z7t =2 -z~ 0010|220 0 0z 0 Z2°
VANEEYA N A —Z0_010O o o0 z° z-1 Z90 =Z2° 0
_ZO —z-t =70 Z‘l_ _0001_ _O 0 2z° —Z‘l_ _O z0 0 —-Z°
Isso mostra como F' poderia ser obtido em trés etapas, calculando-se
] (202 0 [ [a] [hee
Y 0.2 0 2 ||h fr+ fy
N N T N S R
R A U Ao B I B T
Kl A R R L B R L
0 I T R LN B A
f2(2) - 0 0 70 g1 2(1) - f2(1)+Z_1 gl)
2 Lo 0z 2 0] |z
e finalmente
~ . - _ 52) i,
R 12
Fy ) )
Fy @

Observe que as duas primeiras etapas correspondem a [N operacoes aritméticas cada, e a ultima

etapa apenas rearranja os elementos do vetor.

Frequentemente indicamos as operacoes acima através de diagramas, com setas indicando par-
celas nas expressoes e indices nas setas indicando multiplicadores. As expressoes acima seriam

representadas como:

na prética a fatoracio serd realizada implicitamente pela recursao
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no f=f° o @ F

/

3.2 Abrindo a recursao da FFT (secao opcional)

Vamos ver a seguir que o método FFT geral para N = 27 calcula o vetores fU), ... f()
intermedidrios, cada um a um custo O(N), e obtém o resultado final rearranjando os elementos
de f@). No total, o método utiliza O(Neo) = O(N log N) operacdes aritméticas.

Para entender o modo como os vetores intermediarios sao calculados, considere a expressao

) ) L _ o L
da transformada discreta de Fourier usando a abreviacao W = Z~! = ¢®™~, onde vamos

substituir os inteiros n e k por suas representagoes binarias n = (ny_1,...,n9) = Zj:_é n;20 e
k= (ko1 .. ko) = D270 ;20
o' 1 o—1 i
no— L) ZZ Z f(ka Lk ( Jon]QJ)(Zj:()k‘ﬁj)’ njzo,l,j:(),...,d—l.
=0k1= ko—1=0
Utilizando a propriedade wWwhN =w? =1, podemos simplificar o expoente de W na expressao
aclma;:

o—1 o—1 o—1
(Z mzﬂ) (Z hzﬂ') = (Z n12l+j> kj
j=0 7=0 =0
o—1

de onde podemos escrever

A\

np2° 1k n12° " 14ng27 2k Ng—127 "1 4ng_229724...4ng20)k
n0177 E E E f(kal,, o olWl 0 )02“W(01 o—2 0)0.

aQOko'lo

Observe que a expressao central (indicada pela chave) depende dos valores ng e k,_o,..., ko (a
varidvel k,_; estd atrelada a somatdria, percorrendo os valores 0 e 1). Definiremos assim um

vetor f) € € indexado por (ng, ky—s, . . ., ko) pela expressao

1
1 _ } : n02° ko1
f(no,k‘a—z,---,k‘o) = f(ko—lyko—27~~~7k0)W :

ko_1=0

Percorrendo a férmula de F(%fl?___,no) de dentro para fora observamos a expressao seguinte como

o—1 o—2
f W(n12 +ngp2 )ko_g
(no,ko—2,ks—3,...,k0)

ks —2=0
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que depende dos valores ng,n; e k,_3, ..., ko (a expressao nao depende de k,_o que estd ligado
A somatéria). Assim podemos definir outro vetor f& € € indexado por (ng, ni, kg3, . . ., ko)

pela expressao

(2) (n12"_1+n02"_2)ko_2
f(nmnl,kafar K Z f(nm ko—2,ks—3,.. Jﬁo)W )

kg —2=0

Podemos continuar definindo estes vetores de maneira andloga; na r-ésima etapa teremos a

expressao
f(’/) f W(n,,_12"*1+nl,_22‘”2+---+n02"’”)ko_,,
(n0se-snu—2,m0—1,kg —1—1,..,K Z (no, nu 2ko—v.ko—v—1,..-,k0) )
U l/_O
que depende explicitamente de ng,...,n,_1 € ky_p_1,..., ko (ko—, estd ligada a somatéria). A
expressdo acima define a expressdo de ¢ vetores intermediarios f&), f? ... (@ (considerando

o vetor f original como f®). O tltimo vetor

f E f(o 1) W(no_12"_1+no_22"_2+---+n020)k0
(77/07---777/0'727710' 1 n07 »No— 27k0)
ko=0
possui indices (ng, ...,n,_1) que correspondem aos bits do vetor Fln,_1,..no) invertidos de po-

7

sigao. A tltima etapa do processo, que corresponde a atribuigao na expressao de F,,_, . o), €

simplesmente
_ (o)
F(no—l,---vn()) - f(no,...,ngfﬂ

que por esta razao é denominada de etapa da inversao de bits.

A expressao

f(V) Z f(V 1) W (w1277 =257 4 40027 ko

(N0 -2, -1,k —p—1,...,k (n0,-sny—2,ko—v,ko—v—1,....k0)

O' l/_o
pode ser melhor compreendida ao abrirmos a somatoria substituindo os valores de k,_,:

_ (Vﬁl) (V 1 nu—12071+nu—22072+'"+n02o-7u
f(”Oy---vnu—Qynu—l7ko—u—17---7k0) o f(n07~~~7nu—2707k0—u—17~ -k _'_fno, uv—2,1ke —p_1,.. ,ko)W :

Considere os valores n,_1 = 0 e n,_1 = 1 na expressao acima. Observando que
W(l)ZU_l+n,,7220_2+"'+n020_'/ _ Wzo_lW(O)Zo_l+nu—220_2+"'+n020_u
— W% W(O)Z"*+nV7220*2+~~~+n02"*”

_ _W(0)2U—1+nu_220—2+_“+n02o—u

)

podemos escrever o par de equagoes

(V) _ (Vﬁl) (Vﬁl) nl,_22"’2+---+n02°'*”
f(no,---7nu—2,07ko—u—1,---,k‘o) - f(n07~~~7nl/—2707ko—u—17---7k0) + f(no,---mu—Q,Lko—u—l,---,k‘o)W
f(V) _ f(V—l) _ f(V—l) Wrw—227 244 no27 7Y
(no,sny—2,1,ko——1,....k0) (o, —2,0,k5——1,...,k0) (n0,--ny—2,1,ks—v—1,..-,k0)
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ou equivalentemente, substituindo a representacao binaria pela decimal,

f#f ) = fob 4 f 75:;212,VWP(7”) para qualquer m da forma
v v—1 v—1 m
frr(nj,20'—l) - ngl ) fy(nJFQU)—qu( ) m = (mofh s Mo (v-1), 07 Mo—(v+1)y - - - 7m0)2
onde o expoente p(m) é calculado a partir de m = (m,_1, ..., mg)s através das operagoes
o—v bits
——
1. deslocamento para a direita de o — v bits: resultado= (0,...,0,my_1,...,Ms_)2;
o—v bits
——
2. inversao da representacao em o bits: resultado=(my_,,...,my_1,0,...,0)s.

Pela simetria das equacoes acima, o par de valores

v—1 (v—1)
(fr(n )7 fm+207u)

recebe o nome de par dual em relacao a etapa v da FFT. Note que a distancia entre indices
dos elementos do par dual é de
22 N
P2
Observe ainda que para todos os valores de m da forma m = (mg_1, ..., Mg—(y-1), 0, Mo_(41), -, Mo)2
T(nVJ:;[,)_V sO aparecem nas expressoes de f,&f ) e fy(:}r?_,.
culo de todas as etapas da FFT pode ser feito em um tnico vetor em €, guardando os valores
d = (v=1) | p(v=1)

as expressoes fm ef. fsan
f#f ) e fg}r?,,y (apenas uma variavel auxiliar é estritamente necessaria se as atribuigoes forem

20’—V

v—1 ’
os valores f,Sl ) e [sso mostra que o cal-

WPm) em varidveis auxiliares antes de efetuar as atribuicoes em

executadas na ordem contraria a indicada acima).
Para efeito de ilustracao, as trés etapas da FF'T para N = 8 teriam um diagrama como segue:

no f=f° A @ £ F

0 -®

w? w
5
-1 ‘
6
-1 w2
WS
7 -®
-1 —w? -w?3

33



Exemplo: Considere o vetor f = f© = (1,0,1,0,1,0,1,0) € RR®. Sua transformada de

Fourier discreta pode ser calculada com auxilio do diagrama da FFT acima:

f=rf0 fm @ 1@ F
_1- _2- -4- _4- _4-
0 0 0 4 0
1 2 0 0 0
0 0 0 0 0
— — — —

1 0 0 0 4
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Lembrando da equagao de sintese da transformada discreta de Fourier

=z

-1
i2mn £
Fne™

Jr =

i1

1
N

observamos que o vetor original é construido a partir das fungoes periddicas

ei2my cos(2mn) sen(2mnyy)
1 ei2my 1 | cos(2mn+) 1 | sen(2mn<i)
JRE— JR— ’l/_
N N + N
ei2mn S cos(2mnit) sen(2rnt)
paran =0,..., N — 1. Em particular, no exemplo anterior,

fi = é <4 +4 <COS(27T4§) +1 sen(2ﬂ4g)))

1 1 '
= — 4+ —cos(km) + %sen(kﬂ)

o
=3 + 5 cos(km)
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ou ainda,

1 1
2 2
1

5 0
1 1
2 2
1

5 0

/= +

1 1
2 2
1

3 0
1 1
2 2
1

5 0

Considerando que Fy_,, = F_,, = F*, e representando F),, = a,,e"?", podemos escrever o n-ésimo
n n no n n )

harménico h,, (paran=1,2,..., % — 1) como

1 . 1 ‘
hn(k> — _Fnel27rn% + —FN,n(?ZQW(Nin)%

N N
— Nanewnei%"% T COR
= %an (ei@m%wn) + eﬂ@m%wn))
= %an cos(27rn% + ©n).

As frequéncias utilizadas nesta decomposicao sao claramente
0 1 N -1
NN TN :

N-1
Quando n = 0 temos Fy = E fr. Paran = %, pode-se provar que F' ¥ é sempre real, e assim
k=0

B . = L
px =0 (verifique!); assim o 5-ésimo harmonico é
N 1 o NJ2
12wk ==
th = NF%@ N
1 iomk N2
1 ik
= NO[%@
1 1
= ou cos(km) + o sen(k)
1
= ou cos(km).

Considere agora que as /N amostras correspondem a um sinal amostrado a taxa de R Hz. Entao
a duracao de todos os vetores acima é de % segundos. Em particular, todas os harmonicos utili-

zados na decomposicao terao seus comprimentos de onda divididos por R ou, equivalentemente,
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suas frequéncias multiplicadas por R. Isso mostra que neste contexto as frequéncias da analise

{0 R (N—l)R};

sao
N, N’ ceey N
outro modo de verificar isto é considerar que se f corresponde ao valor da fungao f(t) no

instante t = % entao pela equacao de sintese

Assim, se nosso exemplo f = (1,0,1,0,1,0,1,0)" fosse de um trecho de dudio amostrado a taxa
R = 8000Hz, entao o espectro teria uma resolucao de 1000Hz e poderia ser representado como

a figura abaixo

1 | | | | | | | |
-4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000 5000

Observando que I, = F, poderiamos omitir a parte negativa do espectro sem perda de

informacao.
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