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Filtros digitais

Sinais e filtros

Vamos considerar agora sinais em tempo discreto, mas ndo
necessariamente de comprimento finito.
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Sinais e filtros

Vamos considerar agora sinais em tempo discreto, mas ndo
necessariamente de comprimento finito. Dado um sinal de tempo
finito x = (xo, x1,...,xy—1) podemos estendé-lo para um sinal de
tempo infinito por

e repeticdo periddica: x, = x_ VneZ ;e

mod N’

e completamento com zeros (zero-padding):
xp=0, ¥n¢ {0,1,...,N—1}.
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Definicdo e exemplo

Filtro & qualquer processamento T que tome um sinal em tempo
discreto x e produza como resposta um outro sinal y = T|[x],
definido univocamente para cada x.
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Definicdo e exemplo

Filtro & qualquer processamento T que tome um sinal em tempo
discreto x e produza como resposta um outro sinal y = T|[x],
definido univocamente para cada x.

Exemplo: Considere x = (xp, x1,...,xny—1), estendido
periodicamente e com DFT X, e y obtido como

_ X0t X1 X1 +Xo X2+ X1 XN—1 + Xy—2
y=C T T 2

)7
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Definicdo e exemplo

Filtro & qualquer processamento T que tome um sinal em tempo
discreto x e produza como resposta um outro sinal y = T|[x],
definido univocamente para cada x.

Exemplo: Considere x = (xp, x1,...,xny—1), estendido
periodicamente e com DFT X, e y obtido como

_ (X0+X—1 X1+ X x2+Xx1 XN—1 + XN—2
y_ 2 ) 2 ) 2 Yty 2

ou equivalentemente,

y(n) = 5 (x(m) + x(n — 1),

)7
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Exemplo: filtro da média

Indicando por shift(x, —1) o vetor (x_1, xp, X1, . .., Xy—2), temos

y— %(x + shift(x, —1)).
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Exemplo: filtro da média

Indicando por shift(x, —1) o vetor (x_1, xp, X1, . .., Xy—2), temos

y::%u+sMﬁu,4».

Yi = 5(Xk + DFTy(shift(x, —1)))
— %(Xk + e—i27rk/NXk)

_ %(1 + e_i27rk/N)Xk.

A constante complexa Hy = %(1 + e~ 127k/NY & denominada

A
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Filtro da média: analise da resposta

Simetrizando a Gltima express3o
He = %(1 + efi27rk/N)

— %e—iﬂ'k/N(eiﬂk/N + e—ifrk/N)
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Filtro da média: analise da resposta

Simetrizando a Gltima express3o
He = %(1 + efi27rk/N)
— %e—iﬂ'k/N(eiﬂk/N + e—ifrk/N)

= e~ mk/N cos(rk/N),
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Filtro da média: analise da resposta

Simetrizando a Gltima express3o

He = %(1 + efi27rk/N)
— %e—iﬂ'k/N(eiﬂk/N + e—ifrk/N)
= e Imk/N cos(mk/N),

e portanto

|Hi| = |e_17rk/N| - | cos(mk/N)| = cos(rk/N), k=0,...,N/2

e — 7k /\
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Filtros digitais

Filtro da média: respostas em magnitude e fase

Wiz o w2

Podemos observar a acio deste filtro como um atenuador de
frequéncias altas, o que caracteriza a familia de filtros do tipo
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Filtro da média: caracterizacdo por convolucdo

Podemos observar que a expressdo y(n
corresponde a convolucdo de x com

>
Il
—~~
N =
NI
P
o
N—r
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Filtro da média: caracterizacdo por convolucdo

Podemos observar que a expressdo y(n) = 5(x(n) + x(n — 1))
corresponde a convolucdo de x com h = (%

N
(e
o

N—r

(xxh)(n) =32 x(m)h(n —m)
= h(0)x(n) + h(1)x(n — 1)

= 3(x(n) +x(n — 1)) = y(n).
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Filtro da média: caracterizacdo por convolucdo

Note que h coincide a resposta do filtro no caso da entrada x ser o
impulso discreto

1 sen=20
d(n) = = y=(xxh)=(0xh)=nh
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Filtro da média: caracterizacdo por convolucdo

Note que h coincide a resposta do filtro no caso da entrada x ser o
impulso discreto

1 sen=0
d(n) = = y=(xxh)=(0xh)=nh
0 cc

h é denominada resposta (do filtro) ao impulso.
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Filtro da média: teorema da convolucdo

Usando o teorema da convolucdo concluimos que Y = HX onde

He = Zm h(m)e—i27rkm/N
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Filtro da média: teorema da convolucdo

Usando o teorema da convolucdo concluimos que Y = HX onde

He = Zm h(m)e—i27rkm/N

= h(0)e® + h(1)e~2mk/N
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Filtro da média: teorema da convolucdo

Usando o teorema da convolucdo concluimos que Y = HX onde
He = Zm h(m)e—i27rkm/N
= h(0)e® + h(1)e~2mk/N
— %(1 4 efi27rk/N)

que corresponde exatamente ao resultado anterior.
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Filtro da média: composicdo de filtros

Podemos aplicar varios filtros em série ao mesmo sinal.
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Filtro da média: composicdo de filtros

Podemos aplicar varios filtros em série ao mesmo sinal. No caso de
uma aplicacdo dupla do filtro da média, teriamos
y=(x*xh)xh=xx(hxh)=xxh, onde

5 111
h=hxh={(>,2,20,...
* <47274707 70>7
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Filtro da média: composicdo de filtros

Podemos aplicar varios filtros em série ao mesmo sinal. No caso de

uma aplicacdo dupla do filtro da média, teriamos
y=(x*xh)xh=xx(hxh)=xxh, onde
A 111
h=hxh={(>,2,-,0,...
* <47274707 70>7
que corresponde & expressio

y(n) = %x(n) + %x(n -1)+ %x(n —2).
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Filtro da média: composicdo de filtros

Podemos aplicar varios filtros em série ao mesmo sinal. No caso de
uma aplicacdo dupla do filtro da média, teriamos

y=(xxh)xh=xx%(hxh)=xxh, onde
A 111
h=hxh={(-,-,-,0,...
* <47274707 70>7
que corresponde & expressdo

1 1 1
y(n) = Zx(n) + Ex(n -1)+ Zx(n —2).
O espectro resultando sera entdo X H onde
":Ik = Hka = HE = e—i27rk/N COSZ(TF/(/N).
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Filtro da média composto: respostas em magnitude e fase

Aqui o efeito passa-baixas é intensificado pelo decaimento
quadratico da resposta em magnitude.
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Exemplo: filtro de diferencas

Considere agora

y(n) = =(x(n) — x(n — 1)) = %(x + shift(x, —1)).
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Exemplo: filtro de diferencas

Considere agora

y(n) = %(x(n) S x(n—1)) = %(x + shift(x, —1)).

Temos que Y = HX onde
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Exemplo: filtro de diferencas

Considere agora
y(n) = %(x(n) S x(n—1)) = %(x + shift(x, —1)).

Temos que Y = HX onde

1 1
h={<,—-%,0,... .
(25 2)07 70)

H, = Zm h(m)e—i27rkm/N _ h(O)e° + h(l)e—izwk/N
_ %(1 _ e—i27rk/N) _ %e—iwk/N(eiwk/N _ e—i7rk/N)
= e~ imk/Nsen(mk/N)

|Hy| = |[e1™&/N| . |sen(wk/N)| = sen(mwk/N),k =0,...,N/2
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Filtro de diferencas: resposta em magnitude e fase

Wiz Yo w2

Podemos observar a acio deste filtro como um atenuador de
frequéncias baixas, o que caracteriza a familia de filtros do tipo
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Avaliacdo dos exemplos

@ Vimos que os filtros de média e de diferencas correspondem as
acBes de passa-baixas e passa-altas respectivamente.
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Avaliacdo dos exemplos

@ Vimos que os filtros de média e de diferencas correspondem as
acBes de passa-baixas e passa-altas respectivamente.

@ Queremos uma teoria que permita prever e controlar o
comportamento dos filtros em relacdo a suas respostas em
frequéncia.
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Avaliacdo dos exemplos

@ Vimos que os filtros de média e de diferencas correspondem as
acBes de passa-baixas e passa-altas respectivamente.

@ Queremos uma teoria que permita prever e controlar o
comportamento dos filtros em relacdo a suas respostas em
frequéncia.

o A ferramenta mais util para essa tarefa é a transformada z.
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Propriedades de Filtros

Seja y = T|[x] o sinal produzido com a entrada x.
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Propriedades de Filtros

Seja y = T|[x] o sinal produzido com a entrada x.

Linearidade: Para quaisquer sinais x; e xo,
se T[xi] = y1 e T[xz] = y», entdo

Tloxa + Bxo] = aTxa] + BT[] = ay1 + By».
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Propriedades de Filtros

Seja y = T|[x] o sinal produzido com a entrada x.

Linearidade: Para quaisquer sinais x; e xo,
se T[xi] = y1 e T[xz] = y», entdo

Tloxa + Bxo] = aTxa] + BT[] = ay1 + By».

Invaridncia no tempo: Para qualquer sinal x; e k € Z fixo,
sendo x2 o sinal definido por x2(n) = x1(n — k), Vn,
se T[x1] = y1 e T[xz] = y», entdo temos

ya(n) = y1(n — k).
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Propriedades de Filtros

Seja y = T|[x] o sinal produzido com a entrada x.
Linearidade: Para quaisquer sinais x; e xo,
se T[xi] = y1 e T[xz] = y», entdo
Tlaxy + o] = aTxa] + 5Tl = ay + By

Invaridncia no tempo: Para qualquer sinal x; e k € Z fixo,
sendo x2 o sinal definido por x2(n) = x1(n — k), Vn,
se T[x1] = y1 e T[xz] = y», entdo temos
y2(n) = y1(n = k).

— Filtros LTI (Linear Time-Invariant)
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Exemplo: filtro acumulador/integrador

n

Seja T[x] = y onde y(n) = Z x(m).

m=—0o0
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Exemplo: filtro acumulador/integrador

Seja T[x] = y onde y(n) = Z x(m).
Sey(n)= Y x(m), k=1,2, e x3(n) = ax1(n) + Bxa(n),

m—=

entdo T[x3] = _T[ole + Bx2] = y3
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Exemplo: filtro acumulador/integrador

Seja T[x] = y onde y(n) = Z x(m).
Sey(n)= Y x(m), k=1,2, e x3(n) = ax1(n) + Bxa(n),

entdo T[x3] = T[axy + Bxz] = y3, onde

n n

ys(n) = Z x3(m) = Z axi(m) + Bxa(m)
—a 3 a(mA8 Y wlm) = an(n) + Bya(n),

& ) | Q) ‘ o — o
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Exemplo: filtro acumulador/integrador

Além disso T € invariante no tempo, pois
se T[Xl] =W, X2(n) = x1(n — k) e T[X2] =¥
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Exemplo: filtro acumulador/integrador

Além disso T € invariante no tempo, pois
se T[xi] = y1, x2(n) = x1(n — k) e T[x2] = y2, entdo

va(n) = Y e(m)= Y x(m—k)
n—:koo m=—o0
= Y x(m)

= y1(n — k).
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Exemplo: filtros n3o-lineares e variantes no tempo

Filtro de clipping:

y(n) = max(—a, min(a, x(n)))
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Exemplo: filtros n3o-lineares e variantes no tempo

Filtro de clipping:
y(n) = max(—a, min(a, x(n)))

“Filtro” RMS:

1 N—1
ms(x) = \| > (x(n—i))2.
i=0
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Exemplo: filtros n3o-lineares e variantes no tempo

Filtro de clipping:
y(n) = max(—a, min(a, x(n)))

“Filtro” RMS:

1 N—1
ms(x) = \| > (x(n—i))2.
i=0

Filtro de compressdo temporal:

y(n) =x(Mn), V¥ne Z .
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Propriedade: elemento neutro da convolucio

Todo sinal satisfaz x = x * §:
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Propriedade: elemento neutro da convolucio

Todo sinal satisfaz x = x * §:

logo

onde dpm(n) = 5(n — m).

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fundamentos

Propriedades de Filtros

Operacdes sobre Filtros

Transformada z

Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo

Anélise da Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo
Composicdo de filtros

Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia
Resposta ao Impulso

Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

Filtro LTI = Filtro de Convolucdo

Seja T LTI e suponha T[] = h, onde h é a resposta ao impulso.
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Filtro LTI = Filtro de Convolucdo

Seja T LTI e suponha T[] = h, onde h é a resposta ao impulso.
Sendo y = T[x], por linearidade

o o)

y=T| Y x(m¥m| = Y x(m)T[oml,

m=—oo m=—0o0
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Filtro LTI = Filtro de Convolucdo

Seja T LTI e suponha T[] = h, onde h é a resposta ao impulso.
Sendo y = T[x], por linearidade

o o)

y=T| Y x(m)in > x(m)Tm),

m=—oo m=—0o0

e pela invaridncia no tempo, T[0m] = h(n — m),
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Filtro LTI = Filtro de Convolucdo

Seja T LTI e suponha T[] = h, onde h é a resposta ao impulso.
Sendo y = T[x], por linearidade

o o)

y=T| Y x(m)in > x(m)Tm),

m=—oo m=—0o0

e pela invaridncia no tempo, T[0m,] = h(n — m), de onde

o0

y(n)= Y x(m)h(n—m)

m=—0oQ

y = x % h.

No dominio espectral teremos Y = HX, onde
H é a resposta em frequéncia do filtro.
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Estabilidade de filtros

T é estavel quando, Vx limitado, y = T[x] também é limitado:
dBx > 0: |x(n)| < By, Vn==-3B, : |y(n)| < By, Vn.
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Estabilidade de filtros

T é estavel quando, Vx limitado, y = T[x] também é limitado:
3B, > 0: |x(n)| < Bx, Vn =3B, : |y(n)| < By, ¥n.
No caso LTI, se |x(n)| < Bx, Vn entdo

()l ={ > x(m)h(n—m)
< Y Ix(mlh(n—m)| < Bx Y [h(n—m)
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Estabilidade de filtros

T é estavel quando, Vx limitado, y = T[x] também é limitado:
3B, > 0: |x(n)| < Bx, Vn =3B, : |y(n)| < By, ¥n.
No caso LTI, se |x(n)| < Bx, Vn entdo

()l ={ > x(m)h(n—m)
< D Ix(m)l[h(n—m)[ < B Y |h(n—m)]
Condicdo Suficiente: i |h(m)| < o0
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Estabilidade de filtros

T é estavel quando, Vx limitado, y = T[x] também é limitado:
3B, > 0: |x(n)| < Bx, Vn =3B, : |y(n)| < By, ¥n.
No caso LTI, se |x(n)| < Bx, Vn entdo

()l ={ > x(m)h(n—m)
< D Ix(m)l[h(n—m)[ < B Y |h(n—m)]
Condicdo Suficiente: Z |h(m)| < co (também é necesséria)
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Causalidade de filtros

Possibilidade de computar y, sem conhecer o futuro x,4+1, Xp42, - - -
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Causalidade de filtros

Possibilidade de computar y, sem conhecer o futuro x,4+1, Xp42, - - -
¥n pode depender de x,, xp—1,Xp_2, ...
e também de v, 1, V0 2,...
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Causalidade de filtros

Possibilidade de computar y, sem conhecer o futuro xp+1, xp42, - -
¥n pode depender de x,, xp—1,Xp_2, ...

e também de v, 1, V0 2,...

No caso LTI a causalidade é equivalente a
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Causalidade de filtros

Possibilidade de computar y, sem conhecer o futuro xp+1, xp42, - -
¥n pode depender de x,, xp—1,Xp_2, ...

e também de v, 1, V0 2,...

No caso LTI a causalidade é equivalente a

m < n=>n—m >0, ou equivalentemente h(k) = 0 para k < 0.
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Filtros FIR e IIR

Filtros FIR (Finite Impulse Response) correspondem a uma
convolucdo finita (pode ser implementada diretamente).
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Filtros FIR (Finite Impulse Response) correspondem a uma
convolucdo finita (pode ser implementada diretamente).
Filtros IIR (Infinite Impulse Response) dependem de alguma
implementacio indireta.
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Filtros FIR e IIR

Filtros FIR (Finite Impulse Response) correspondem a uma
convolucdo finita (pode ser implementada diretamente).

Filtros IIR (Infinite Impulse Response) dependem de alguma
implementacio indireta.

Por exemplo, um filtro IIR que satisfaz lim,_, 1~ h(n) = 0 pode ter
sua soma truncada (critério de erro residual).
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Filtros FIR e IIR

Filtros FIR (Finite Impulse Response) correspondem a uma
convolucdo finita (pode ser implementada diretamente).

Filtros IIR (Infinite Impulse Response) dependem de alguma
implementacio indireta.

Por exemplo, um filtro IIR que satisfaz lim,_, 1~ h(n) = 0 pode ter
sua soma truncada (critério de erro residual). Mas h' = hw fara

H" = H % W (resultando em ripples, ou efeito de Gibbs).
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Filtros FIR e IIR

Filtros FIR (Finite Impulse Response) correspondem a uma
convolucdo finita (pode ser implementada diretamente).
Filtros IIR (Infinite Impulse Response) dependem de alguma
implementacio indireta.
Por exemplo, um filtro IIR que satisfaz lim,_, 1~ h(n) = 0 pode ter
sua soma truncada (critério de erro residual). Mas h' = hw fara
H" = H % W (resultando em ripples, ou efeito de Gibbs).
Filtros IR podem admitir representacbes recursivas, e.g.

n

y(n) = Z x(m) =x(n) +y(n—1).

m=—0o0
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Operacdes sobre filtros

Filtros LTI podem ser combinados de diversas maneiras produzindo
novos filtros LTI:
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Operacdes sobre filtros

Filtros LTI podem ser combinados de diversas maneiras produzindo
novos filtros LTI:

@ T1+ Ty (ri. h1 + hy erf. Hi + Hp);
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Operacdes sobre filtros

Filtros LTI podem ser combinados de diversas maneiras produzindo
novos filtros LTI:

@ T1+ Ty (ri. h1 + hy erf. Hi + Hp);
e aT (ri. aherf. aH);
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Operacdes sobre filtros

Filtros LTI podem ser combinados de diversas maneiras produzindo
novos filtros LTI:

@ T1+ Ty (ri. h1 + hy erf. Hi + Hp);

e aT (ri. aherf. aH);

(] T2(T]_) (r| hl * h2 erf H1 . H2)
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Filtro inverso

Dado T é possivel obter T~! tal que T1[T[x]] = x, Vx?
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Filtro inverso

Dado T é possivel obter T~! tal que T1[T[x]] = x, Vx?
Essa condicdo é equivalente a

(xxhyxg=xx(hsg)=x, Vx < (hxg)=25
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Filtro inverso

Dado T é possivel obter T~! tal que T1[T[x]] = x, Vx?
Essa condicdo é equivalente a

(xxhyxg=xx(hsg)=x, Vx < (hxg)=25

1 sen=0
0 c.c.

ou Z h(m)g(n—m) =
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Filtro inverso

Dado T é possivel obter T~! tal que T1[T[x]] = x, Vx?
Essa condicdo é equivalente a

(xxhyxg=xx(hsg)=x, Vx < (hxg)=25

1 sen=0
0 c.c.

ou Z h(m)g(n—m) =

Em casos especiais, um filtro inverso pode ser construido por
inspecédo.
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Exemplo: inverso do acumulador

Se T corresponde a y(n) = Z x(m), entdo

m<n

1 sen>0
0 c.c.
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Exemplo: inverso do acumulador

Se T corresponde a y(n) = Z x(m), entdo

m<n

1 sen>0
0 c.c.

Queremos g: Z h(m)g(n —m) = Z g(n—m)
m=—o00 m=0

_ Zg(m): 1 sen=0

0 c.c.
m=—0o0
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Exemplo: inverso do acumulador

1 sen=0
Definindo g(n) =< —1 sen=1
0 cc

1 sen=0

teremos Z h(m)g(n—m) = h(n)—h(n—1) = 0 cec.
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Exemplo: inverso do acumulador

1 sen=0
Definindo g(n) =< —1 sen=1
0 cc

teremos Z h(m)g(n—m) = h(n)—h(n—1) =

De fato, z(n) = y(n)—y(n—1) = Z x(m) — x(m) = x(n).
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Transformada z

Definicdo: a transformada z do sinal x é
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Transformada z

Definicdo: a transformada z do sinal x é

Observe que X (Fourier) é X(z) com z = e/27k/N,
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Transformada z

Definicdo: a transformada z do sinal x é

Observe que X (Fourier) é X(z) com z = e/27k/N,

Um filtro LTl y = x % h pode ser descrito pela funcdo de
transferéncia H(z), que satisfaz Y (z) = H(z)X(z).
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Exemplo: acumulador generalizado

Considere o filtro y(n

) =
h(0) = 6(0) = 1, h(
h(2) = 6(2) + Kh(1

x(n) + Ky(n —1), com

1) = ()+KM):O+K:K
) =0+ KK = K2 e em geral h(n) = K.
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Exemplo: acumulador generalizado

Considere o filtro y(n) = x(n) + Ky(n — 1), com

h(0) =6(0) =1,h(1) =d(1)+ Kh(0) =0+ K = K,
h(2) = 6(2) + Kh(1) = 0 + KK = K2 e em geral h(n) = K".

A func3o de transferéncia deste filtro sera

o0 o

Hiz)= > h(mz"= > K'z"= > (K/2)"

m=—0o0 m=—0o0 m=—0oQ

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fundamentos

Propriedades de Filtros

Operacdes sobre Filtros

Transformada z

Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo

Anélise da Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo
Composicdo de filtros

Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia
Resposta ao Impulso

Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

Exemplo: acumulador generalizado

Considere o filtro y(n) = x(n) + Ky(n — 1), com

h(0) =6(0) =1,h(1) =d(1)+ Kh(0) =0+ K = K,
h(2) = 6(2) + Kh(1) = 0 + KK = K2 e em geral h(n) = K".

A func3o de transferéncia deste filtro sera
[ee] e e} [e.e]
Hiz)= > h(mz"= > K'z"= > (K/2)"
m=—o00 m=—o00 m=—00
Esta P.G. converge quando |K/z| < 1. Em particular, para
|z| = |e™| =1 precisamos de |K| < 1. Neste caso, a soma da PG

serd dada por

1
H(z) =
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Exemplo: acumulador generalizado

Substituindo z = e,
iw _ 1
H(e ) - ]__Kefiw

_ 1 1-Kew
T 1-Ke—iw 1—Kelw

1—Kelw
1—Ke'w—Ke— w4 K2

_ 1—Ke
— 1-2K cos(w)+K?
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Exemplo: acumulador generalizado

de onde podemos obter

iw _ iw iw * 1—-K iw 1—K —iw
|H(e )| - H(e )H(e ) - \/172Kcosfw)+K2 172Kcose(ou)+K2

_ 1
o \/1—2K cos(w)+K?2

ZH(e%) = /1— Ke' = /1 — K cos(w) — iKsen(w)

= atan2(—Ksen(w), 1 — K cos(w)).
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Exemplo: acumulador generalizado

Comportamentos diversos podem ser obtidos para K € (—1,+1).
Por exemplo, para K = 0.8 o comportamento do filtro é de
passa-baixas:

1
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Exemplo: acumulador generalizado

...enquanto para K = —0.9 o comportamento é de passa-altas:

Pi Gwyauist) 0 Pl Gwyauist)
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Equacdo de filtros LTI recursivos

Podemos construir filtros LT| combinando linearmente

véarias amostras do sinal da entrada x(n —j),i =0,1,...,M
e varias saidas anteriores do filtro y(n— 1),/ =1,2,. N
M N
y(n)=> ax(n—j)+ Y _ by(n—1)
j=0 =1

onde os coeficientes a; e by permitem configurar/controlar
a resposta em frequéncia do filtro
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Equacdo de filtros LTI recursivos

Podemos construir filtros LT| combinando linearmente

véarias amostras do sinal da entrada x(n —j),i =0,1,...,M
e varias saidas anteriores do filtro y(n— 1),/ =1,2,. N
M N
y(n)=> ax(n—j)+ Y _ by(n—1)
j=0 =1

onde os coeficientes a; e by permitem configurar/controlar
a resposta em frequéncia do filtro
(mas nem todo filtro LTI pode ser expresso assim).
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Equacdo de filtros LTI recursivos

Precisamos definir condicBes de contorno que tornem a equacio
acima bem-definida para qualquer x. Quando

x(n) =0, Vn <0,

entdo definir
y(n)=0paran<0

é uma maneira facil de satisfazer a equacio do filtro Vn < 0.
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Propriedade do deslocamento no tempo

A resposta em frequéncia associada 3 equac3o do filtro pode ser
obtida pela seguinte propriedade:

se w(n) = x(n — k) entdo W(z) = z7%X(2).
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Propriedade do deslocamento no tempo

A resposta em frequéncia associada 3 equac3o do filtro pode ser
obtida pela seguinte propriedade:

se w(n) = x(n — k) entdo W(z) = z7%X(2).

Prova: por definicio
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Propriedade do deslocamento no tempo

A resposta em frequéncia associada 3 equac3o do filtro pode ser
obtida pela seguinte propriedade:

se w(n) = x(n — k) entdo W(z) = z7%X(2).

Prova: por definicio

W(z) = Z w(m)z™™ = Z x(m—k)z~
_ i X(/) —(I+k) — ,—k i X
I=—00 |=—00
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Propriedade do deslocamento no tempo

A resposta em frequéncia associada 3 equac3o do filtro pode ser
obtida pela seguinte propriedade:

se w(n) = x(n — k) entdo W(z) = z7%X(2).

Prova: por definicio

W(z) = Z w(m)z™™ = Z x(m—k)z~
= i x(Nz=U+k) = 7=k i x( =z *X(2).
I=—00 |=—00
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Equacdo do filtro revisitada

Calculando a transformada z (TZ) da equagdo do filtro, teremos:

M
Z TZ[x(n—j ]+Zb,TZ[y n—1)]

Il
M§u

aiz i X(z) + Z biz7'Y(z2)

Zajz J+Y Zb/z ,

.
|
o
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Equacdo do filtro revisitada
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Equacdo do filtro revisitada

N

M
Y(z) |1- Z biz7!'| = X(z) Z ajz_j
=1 =0

Lembrando que Y (z) = H(z)X(z) e portanto H(z) = ;gg temos
M
Z ajz_j
j=0
)X
1-— Z b/Zil
=1
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Resposta em frequéncia

A resposta do filtro na frequéncia angular w é H(e'*):

M
Z aje v
j=0
.
1 — Z blefilw
I=1

H(e™) =
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Resposta em frequéncia

A resposta do filtro na frequéncia angular w é H(e'*):

M
Z aje v
j=0
.
1 — Z blefilw
I=1

A variedade dessa classe de filtros corresponde a quaisquer
respostas na forma de quocientes de polinémios. Ainda assim,
havera funcdes (e filtros LTI) que no pertencem a esta categoria.
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Exemplo: filtro passa-baixas ideal

Considere & € [—m, +7] (medida em radianos por amostra), e o
filtro

, 1 sew e [—0,+d]
H(e") =

0 c.c.
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Exemplo: filtro passa-baixas ideal

Considere & € [—m, +7] (medida em radianos por amostra), e o
filtro

, 1 sew e [—0,+d]
H(e") =
0 cc

_ sen(nd)

cuja resposta ao impulso h(n) ~5— € uma funcdo sinc no

dominio do tempo.
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Exemplo: filtro passa-baixas ideal

Pela descontinuidade, esta funcdo ndo & um quociente de
polinémios, e portanto este filtro ndo admite uma equacdo finita.
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Exemplo: filtro passa-baixas ideal

Pela descontinuidade, esta funcdo ndo & um quociente de
polinémios, e portanto este filtro ndo admite uma equacdo finita.
Este filtro sé pode ser computado de forma aproximada, com
mudancas previsiveis na resposta em frequéncia.

MK 164
15 15
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Polos e Zeros

M
Zeros do filtro sdo valores z € € tais que P(z) = Z ajiz =0,
j=0
Em particular, se z = e/“ a frequéncia w sera anulada na resposta
em frequéncia do filtro.
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Polos e Zeros

M
Zeros do filtro sdo valores z € € tais que P(z) = Z ajiz =0,
j=0
Em particular, se z = e/“ a frequéncia w sera anulada na resposta
em frequéncia do filtro.

N
Polos do filtro sdo valores z € C tais que Q(z) =1— Z bz~ =o0.
=1

Se um polo ocorre em z = €'* o filtro sera instavel.
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Forma fatorada da funcdo de transferéncia

Pelo teorema fundamental da Algebra, P(z) e Q(z) sdo polindmios
em z~! que possuem M e N raizes:

M

H(l — Gz )
H(z) = a0’ -

[T ==z

=1
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Forma fatorada da funcdo de transferéncia

Pelo teorema fundamental da Algebra, P(z) e Q(z) sdo polindmios
em z~! que possuem M e N raizes:

M

H(l — ¢z )
H(z) = a0’ -

[T ==z

1=1

Observe que (1 — rz71) se anula quando z = r, e que o numerador
precisa de um ajuste de escala (ag, responsavel pelo ganho geral do
filtro), mas o denominador ndo (by = 1).
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Magnitude da Resposta em Frequéncia

Note que
M

IT1-¢z1

g
[H(2)| = laol =

[[n-mz

I=1
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Magnitude da Resposta em Frequéncia

Quando z = e entdo |z| =1 e

L—rz Y= |- ) =l =z,
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Magnitude da Resposta em Frequéncia

Quando z = e entdo |z| =1 e

I1—rz7l = |(1—rz 12| = 221l — |7 — ¢|. Portanto
z |z|

M ) M )
[Tl - ¢l [ dist(e™,¢)
H =1 =1
[H(e™)| = laolfy—— = laol ',

[l -l [ dist(e™, m)
1=1 =1
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passa-baixas de um polo

Considere y(n) = x(n) +0.8y(n — 1), cuja fungdo de transferéncia é

1

H(z) = a1
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Exemplo: filtro passa-baixas de um polo

Considere y(n) = x(n) +0.8y(n — 1), cuja fungdo de transferéncia é

1
A& = 1081
Temos )
|H(1)| = i-o08 =5.
Para normalizar este filtro, basta ajustar ag = A ( N = 0.2, obtendo

y(n) = 0.2x(n) + 0.8y(n —1).
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Resposta em fase

Seja K = max{M, N}; temos

M M
Jla-g=h  wn][e0-G Y
=1 j=1
H(Z) = ag JN = ag JN
ZKH(].—ﬂ'/Z_l) zK*NHZ(l—TF/Z_l)
=1 1=1
M
[[-
— agzN—M j=1

N

ZK=N H(z — )
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Resposta em fase

Substituindo z = e'“ nesta equac3o, e tomando a fase, temos:

M .
| J (G

/H(e®) =/ aoei(N—M)w.i=1

=

(e —m)
=1
] N
— A(ei(N_M)"J) + / H(e“" —¢) H — )
j=1 11

M N
=(N=Mw+Y L™ =)= £(e" —m)
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Pares polos/zeros complexo-conjugados

Raizes de polindmios com coeficientes reais sdo sempre ou reais ou
em pares de raizes complexo-conjugadas.
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Pares polos/zeros complexo-conjugados

Raizes de polindmios com coeficientes reais sdo sempre ou reais ou
em pares de raizes complexo-conjugadas. Esta é uma caracteristica
que terd que ser ativamente controlada na criacdo de novos filtros a
partir de um posicionamento arbitrario de polos e zeros.
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Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

Pares polos/zeros complexo-conjugados

Raizes de polindmios com coeficientes reais sdo sempre ou reais ou
em pares de raizes complexo-conjugadas. Esta é uma caracteristica
que terd que ser ativamente controlada na criacdo de novos filtros a
partir de um posicionamento arbitrario de polos e zeros.

Criar filtros com polos e zeros ndo pareados através de conjugacio
produzirad equacdes de filtros com coeficientes complexos, o que
ndo serd muito atil no processamento de sinais de audio.
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Exemplo: filtro de dois polos

Considere a equacdo y(n) = x(n)+ bry(n—1)+ boy(n—2). Temos

1
1-— blzf1 — b2272 '

H(z) =
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Filtros digitais

Exemplo: filtro de dois polos

Considere a equacdo y(n) = x(n)+ bry(n—1)+ boy(n—2). Temos

1
1-— blzf1 — b2272 '

H(z) =

Fatorando o denominador teremos

1
(1 — 7T12_1)(1 — 7T22_1) '

H(z) =
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Exemplo: filtro de dois polos

Considere a equacdo y(n) = x(n)+ bry(n—1)+ boy(n—2). Temos

1
1-— blzf1 — b2272 '

H(z) =

Fatorando o denominador teremos

1
(1 — 7T12_1)(1 — 7T22_1) '

H(z) =

Temos dois casos de interesse: ou os dois polos sdo reais, ou
formam um par complexo-conjugado.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fundamentos

Propriedades de Filtros

Operacdes sobre Filtros

Transformada z

Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo

Anélise da Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo
Composicdo de filtros

Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia
Resposta ao Impulso

Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

caso 1: dois polos reais

Neste caso temos

H(z) 1 1
Z) = =
(1—mz)(1—mzl) 1—(m+m)zt4+mmz?’

de onde by =71 +m e by = —mymo.
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caso 1: dois polos reais

Neste caso temos

H(z) 1 1
Z) = =

(1-—mzH)(1—mz1) 1—(m+m)zl+mmz?
de onde by =71 +m e by = —mymo.

Lembrando que

1
- |eiw _ﬂ-lHeiw _71-2|’

[H(e™)|

esse caso pode ser usado para definir um filtro do tipo rejeita-faixa.
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caso 1: dois polos reais

Graficos de |Hy| e ZHy para o filtro rejeita-faixa
y(n) = x(n) + biy(n—1) + byy(n —2) com 7 = —0.9 e 1, = 0.8
(bl = —0.1e by = 0.72).

181 para 5 e piym0.8 angulo() para pi;=-0.9 & pi,=0.8

o 1
pi (iyquist o oi (iyquist)
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caso 1: dois polos reais

A resposta em fase também tem uma expressdo simples, ja que
/(e — K) = atan2(sen(w), cos(w) — K),
e portanto

ZH(e™) =2w— /(™ +0.9) — /(' —0.8)
= 2w — atan2(sen(w), cos(w) + 0.9)
— atan2(sen(w), cos(w) — 0.8).
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caso 2: dois polos complexo-conjugados

Aqui teremos m; = Ae'® e my = Ae ™%

_ 1
H(2) = caeernyi—aes1)

1
1-A(ef®+e—i®)z— 14 A27-2

— 1
T 1-2Acos(®)z—1+A22-2

de onde by = 2Acos(&) e by = —A%.
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caso 2: dois polos complexo-conjugados

Note que o maximo sera atingido
préximo a z = €', onde

1
o= A T 2Acoson) 1 42

o que revela a caracteristica passa-faixa )
desse filtro.
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caso 2: dois polos complexo-conjugados

A resposta em fase deste filtro é

27

ZH(e®) =2w— /(e —0.8¢'5) — L(e® — 0.8e7'%)
= 2w — atan2 [sen(w) — 0.8sen(2{), cos(w) — 0.8 cos(%”)]

— atan2 [sen(w) + 0.8sen(277r), cos(w) — 0.8 COS(%W)} :
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Filtros digitais

caso 2: dois polos complexo-conjugados

Graficos de |Hy| e ZHy para o filtro passa-faixa de dois polos com
2w

2 .
m =0.8¢'3 em =0.8e7'3.

181 para pi;=0.5e¢ e pi,0.30¢12 angulo(s) para pi;-0.8e' & piym0.8e 2P
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caso 2: dois polos complexo-conjugados

Se quiséssemos normalizar este filtro a partir da estimativa

|Hpico| = |H(ei®)|a

bastaria reformular a equacio usando

a0 = (1— A)y/1 —2Acos(26) + A2,
ou seja, fazendo
y(n) = [(1-A)y/1=2Acos(22)+42] -x(n)+[Acos(@)]-y (n—1)—[4] -y (n—2)
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Composicdo de filtros

E possivel formar filtros bastante gerais a partir da composico de
filtros bastante simples. Em particular, o filtro

M

H(l — ¢zt
H(z) = al

H(l —mz 1)

=1
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Composicdo de filtros

pode ser decomposto em

Zeros reais zeros complexos

ls ~

[[a-¢gzH]I0-gzha - ¢z

H(z) =a J
(=) TIa-mz H][—mz YA -z ")

/ /

polos reais polos complexos
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Exemplo: filtro com 2 polos complexos

Considere o filtro com 2 polos complexos em Ae*i®
com equacdo y(n) = agx(n) + bry(n — 1) + boy(n — 2)

onde by = 2Acos(&) e by = —A2.
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Filtros digitais

Exemplo: filtro com 2 polos complexos

Considere o filtro com 2 polos complexos em Ae*i®

com equacdo y(n) = agx(n) + bry(n — 1) + boy(n — 2)
onde by = 2Acos(&) e by = —A2.

Podemos compor este filtro com o filtro com dois zeros reais
nas frequéncias d.c. (¢1 = 1) e Nyquist ((z = —1).
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Filtros digitais

Exemplo: filtro com 2 polos complexos

Considere o filtro com 2 polos complexos em Ae*i®

com equagdo y(n) = agx(n) + b1y(n — 1) + boy(n — 2)

onde by = 2Acos(&) e by = —A2.

Podemos compor este filtro com o filtro com dois zeros reais

nas frequéncias d.c. (¢1 = 1) e Nyquist ((z = —1).

Isso vai multiplicar H(z) por

(1—Gz)1-Gr ) =(1-z1)1+zY)=1-27

ou seja, acrescentar um termo x(n — 2) na equag¢&o do filtro

com o mesmo peso do termo x(n) (pois ag(1 —z72) = ap — apz2).
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Exemplo: filtro com 2 polos complexos

Graficos de |Hy| e ZHy e diagrama de polos (x) e zeros (o)
para o filtro passa-faixa com dois polos em ™ = 0.8t %
e dois zeros em ( = +1.

/\\

R
S~
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Exemplo: filtro passa-tudo

E possivel balancear P e
um par de polos complexo-conjugados »
em 1 = Ae'® e mp = Ae @
com um par de zeros

em (1 = %e’w e (= %e‘
Isto pode ser desejavel na
implementacdo de difusores aciisticos e ) .
reverberadores artificiais. e e

i@
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Exemplo: filtro passa-tudo

Este filtro possui a funcio de transferéncia

H(z) =ao (1-Gz ') (1-CzY)

01=mz— 1)(1 Tz~ 1)

(1 —1)(1 —iﬁ) —1)
(1 Ae'“z H(1- Ae*'“z 1)
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Exemplo: filtro passa-tudo

Substituindo z = e'¥, teremos

| | (1—%e'.‘:’e".“’)~(1—%e".‘:’e".“’)
o (1-Aeive—iv).(1—Ae—i®e—iw)

|[H(e™)|

. | | V/1— % cos(@—w)+ A -y/1— % cos(@+w)+ 25
— 190 V/1—2A cos(@—w)+A2 1 /1—2A cos(&+w)+ A2

/A2 —2A cos(@—w)+11/A2—2A cos(@+w)+1
\/1—2A cos(@—w)+A%{/1—2A cos(&+w)+ A2

|30|$

_ lao

|
AZ

o gue mostra a propriedade passa-tudo deste filtro.
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Exemplo: filtro passa-tudo

Sua resposta em fase pode ser computada pela expressio

. , 1 .. . 1 n . ‘n . in
AH(e"*’) _ 4(e:w7Ze:w)Jrl(elw7Zeflw)il(erw7Ae:w)74(elwiAeflw)'

[ e angulo(H) para pi=0.9e"/ PV o zetan(1/0.9)8"/ 7P
181 para pi=0.9e"/" P o zoram(1/0.9)e" P
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Largura de Faixa

Por convencdo, a largura de um pico de ressonancia corresponde
aos valores de frequéncia onde o ganho é de —3 dB em relacdo a
amplitude do pico, ou seja, a faixa de frequéncias w onde

iw
HE)

20 |Og10 |H

pico|
ou equivalentemente,

[H(e™)] > 107320 = (1073)1/20 & (2710)1/20 @

|Hpico| 2
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Aproximacdo da largura de faixa

Considere um 7, = Ae’®. Na frequéncia & a distancia ao circulo é
d =1— A; para se obter J = gﬁ deve-se ter d = /2(1 — A),
que seria a diagonal de um quadrado de lado (1 — A).

Jiw

é 2= A+ (1— ./-1)\/514”'/"l
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Aproximacdo da largura de faixa
Sendo w = £z com z = m; + V2(1 — A)e’™/* e usando a
aproximacdo | — m| = |z — 7| = V/2(1 — A) temos uma largura
de faixa estimada de
L =2(w— &) =2atan(1 — A).

iw

é 2= Ae® + (1 — A)V/2eim/*

&
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Exemplo: largura de faixa

No caso do filtro com dois polos em

™ = 0.8eii2?7r, temos

L = 2atan(1 — A) = 2atan(0.2) ~ 0.395;
na frequéncia w = %’r —L/2~1.897
temos que o ganho em decibéis relativo
ao pico é de —2.930 dB; porém na
frequéncia w = 2{ + L/2 ~ 2.292 este
ganho é de —1.952 dB, bem superior ao
esperado.
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Exemplo: largura de faixa

Para o filtro com dois polos em

= O.Qei"%w, temos
L = 2atan(1 — A) = 2atan(0.1) ~ 0.199;
na frequéncia w = 2{ —L/2~1.995
temos que o ganho em decibéis relativo
ao pico é de —3.007 dB; em
w= 2 +1/2~ 2194 o ganho & de
—2.509 dB.
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Exemplo: largura de faixa

Para o filtro com dois polos em

= 0.99ei’.27ﬂ, temos L =
2atan(1 — A) = 2atan(0.01) ~ 0.0199;
na frequéncia w = 2{ — L/2 ~2.0844
temos que o ganho em decibéis relativo
ao pico é de —3.0133 dB; em
w= 2T+ [/2 ~ 2.1044 o ganho & de
—2.9632 dB.
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Observacdes sobre polos e largura de faixa

Quanto mais préximo o polo do circulo unitério (e portanto menor
o valor de A), mais estreita é a largura da faixa de frequéncias em
torno do pico de ressonancia.
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Observacdes sobre polos e largura de faixa

Quanto mais préximo o polo do circulo unitério (e portanto menor
o valor de A), mais estreita é a largura da faixa de frequéncias em
torno do pico de ressonancia.

Como a distancia 1 — A do polo 7, = Ae’® ao circulo controla
simultaneamente a largura de banda e o fator de ganho, para se
obter um controle mais fino do fator de ganho pode-se usar um
zero (; = Be'® alinhado ao polo .
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Decaimento em frequéncia

No caso de filtros passa-altas e passa-baixas também é costumeiro
caracterizar através de dois valores a transicdo entre a parte do
espectro que “passa”’ e a que fica retida:
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Decaimento em frequéncia

No caso de filtros passa-altas e passa-baixas também é costumeiro
caracterizar através de dois valores a transicdo entre a parte do
espectro que “passa”’ e a que fica retida:

@ a frequéncia de corte & o ponto da resposta em frequéncia com
—3 dB abaixo do pico;
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Decaimento em frequéncia

No caso de filtros passa-altas e passa-baixas também é costumeiro
caracterizar através de dois valores a transicdo entre a parte do
espectro que “passa”’ e a que fica retida:

@ a frequéncia de corte & o ponto da resposta em frequéncia com
—3 dB abaixo do pico;

@ o decaimento em frequéncia (roll-off) é a atenuagdo adicional
além da frequéncia de corte (em decibéis por oitava).
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Decaimento em frequéncia

No caso de filtros passa-altas e passa-baixas também é costumeiro
caracterizar através de dois valores a transicdo entre a parte do
espectro que “passa”’ e a que fica retida:

@ a frequéncia de corte & o ponto da resposta em frequéncia com
—3 dB abaixo do pico;
@ o decaimento em frequéncia (roll-off) é a atenuagdo adicional
além da frequéncia de corte (em decibéis por oitava).
Filtros passa-baixas e passa-altas de 1 polo real (ou 1 zero real)
possuem taxa de decaimento de aproximadamente 6 dB por oitava.
Filtros de segunda ordem (2 polos ou 2 zeros) possuem decaimento
mais acentuado, da ordem de 12 dB por oitava.
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Resposta ao impulso de um filtro FIR

Podemos estudar e caracterizar filtros através de sua resposta ao
impulso. Iremos considerar aqui alguns casos especiais.
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Resposta ao impulso de um filtro FIR

Podemos estudar e caracterizar filtros através de sua resposta ao
impulso. Iremos considerar aqui alguns casos especiais.
Filtros FIR: Se um filtro é definido por

M
y(n) =Y apx(n—J).
j=0
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Resposta ao impulso de um filtro FIR

Podemos estudar e caracterizar filtros através de sua resposta ao
impulso. Iremos considerar aqui alguns casos especiais.
Filtros FIR: Se um filtro é definido por

M
y(n) =3 aix(n—))
j=0
Para x(n) = §(n) temos
M M
h(n) = y(n) = Zajx(”—j) = Zaj(S(n—j) =a,, Vn=0,...,.M
Jj=0 j=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fundamentos

Propriedades de Filtros

Operacdes sobre Filtros

Transformada z

Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo

Anélise da Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo
Composicdo de filtros

Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia
Resposta ao Impulso

Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

Resposta ao impulso de um filtro FIR

Podemos estudar e caracterizar filtros através de sua resposta ao
impulso. Iremos considerar aqui alguns casos especiais.
Filtros FIR: Se um filtro é definido por

M
y(n) =Y apx(n—J).
j=0

Para x(n) = §(n) temos

M M

h(n) = y(n) :Zajx(”—j) :Zaj5(n—j) =a,, Vn=0,...,.M
Jj=0 j=0

Logo y = hx x onde h = (ag, a1,...,am,0,0,...).
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Resposta ao impulso de um filtro FIR

Note que este filtro possui funcdo de transferéncia

M
H(z) = Z ajz,
j=0

ou seja, o filtro s6 possui zeros.
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Resposta ao impulso de um filtro FIR

Note que este filtro possui funcdo de transferéncia

M
H(z) = Z ajz,
j=0

ou seja, o filtro s6 possui zeros.

Em particular, filtros com 1 e 2 zeros correspondem a respostas ao
impulso de comprimento 2 e 3 (cépias sobrepostas do sinal de
entrada com atrasos de 1 e 2 amostras e ganhos ag, a; e a;).
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Filtro IIR com 1 polo: Um filtro definido pela equacio
y(n) = aox(n) + b1y(n—1)
possui como resposta ao impulso

h(n) = agd(n) + bih(n —1);
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Filtro IIR com 1 polo: Um filtro definido pela equacio
y(n) = aox(n) + bry(n —1)

possui como resposta ao impulso
h(n) = agd(n) + bih(n —1);

com as condi¢des iniciais h(n) = 0, Vn < 0 temos

h(n) = agb{, ¥n > 0.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Através da equacio
oo
y(n) =) aob{"x(n — m)
m=0

podemos observar que a saida é uma colecio de infinitas cépias da
entrada, progressivamente defasadas e atenuadas (supondo

|b1| < 1), correspondendo a um processo de meméria infinita com
taxa de esquecimento exponencial.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Através da equacio
oo
y(n) =) aob{"x(n — m)
m=0

podemos observar que a saida é uma colecio de infinitas cépias da
entrada, progressivamente defasadas e atenuadas (supondo

|b1| < 1), correspondendo a um processo de meméria infinita com
taxa de esquecimento exponencial. Se |b;| > 0 o filtro sera instavel;
mesmo com by = 1 o filtro € instavel, pois se torna um acumulador.
A estabilidade é verificada se, e somente se, |b;| < 1.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Filtro IIR com 2 polos: Um filtro definido pela equacdo
y(n) = aox(n) + biy(n —1) + bay(n — 2)

com dois polos complexos T = Ae™¥ possui uma resposta ao

impulso infinita:

n | h(n)

0 ag

1 aobl

2 aob% + ag b

3

4

bl(b%ao + bzao) + bz(blao) = éJ()bi5 + 230b1b2
bl(aob% + anblbz) + bz(aob% + aob2) = aobil + 3aob%b2 + aob%
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Filtros digitais

Resposta ao impulso de um filtro IR

A partir desta expansdo ndo é facil chegar a uma solucio analitica!
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Resposta ao impulso de um filtro IR

A partir desta expansdo ndo é facil chegar a uma solucio analitica!
Lembrando que

e lembrando da relacdo entre as exponenciais e senos e cossenos, é
possivel provar que
aoA"

———sen((n+ 1)), ¥n > 0.

h(n) = sen(®)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fundamentos

Propriedades de Filtros

Operacdes sobre Filtros

Transformada z

Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo

Anélise da Equacdo Geral do Filtro LTI Recursivo
Composicdo de filtros

Largura de Faixa e Decaimento em Frequéncia
Resposta ao Impulso

Desenho de Filtros S6-Zeros e S6-Polos

Filtros digitais

Resposta ao impulso de um filtro IR

Portanto que um par de polos produz uma resposta ao impulso na
forma de uma oscilacdo senoidal com amplitude variando
exponencialmente.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Portanto que um par de polos produz uma resposta ao impulso na
forma de uma oscilacdo senoidal com amplitude variando
exponencialmente.

Para |A] < 1 esta componente exponencial terd um efeito de
amortecimento na oscilagdo, com |A| =1 a oscila¢do senoidal
segue inalterada por tempo infinito, e para |A| > 1 ela tera uma
amplificacdo exponencial.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Portanto que um par de polos produz uma resposta ao impulso na
forma de uma oscilacdo senoidal com amplitude variando
exponencialmente.

Para |A] < 1 esta componente exponencial terd um efeito de
amortecimento na oscilagdo, com |A| =1 a oscila¢do senoidal
segue inalterada por tempo infinito, e para |A| > 1 ela tera uma
amplificacdo exponencial.

Isso justifica a condicdo de estabilidade associada a filtros
recursivos, que corresponde a exigir que todos os polos estejam no
interior estrito do circulo unitéario.
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Observe que para A =1 o filtro também n3o sera estavel, apesar
da resposta ao impulso ser de fato limitada.
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Resposta ao impulso de um filtro IR

Observe que para A =1 o filtro também n3o sera estavel, apesar
da resposta ao impulso ser de fato limitada. Basta alimentar o
sistema com uma entrada da forma x(n) = h(—n) para notar que a
saida n3o é limitada:

y(©) = > h(mx(-m)= > |h(m)]?
= 55 i A’Msen((m + 1)@)?

m=—0oQ0

= OQ.
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Projeto de filtros

Veremos duas técnicas simples para projetar filtros LTI através da
especificacdo de K + 1 pontos de controle

Ho,Hy,...,Hx € C

da resposta em frequéncia, correspondendo as frequéncias

™ T
wo:O,wl:R,...,wk:kﬁ,...,wK:ﬂ,

linearmente espacadas entre a frequéncia d.c. e a frequéncia de
Nyquist.
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Nesta abordagem, consideramos a equacio de convolucdo y = x *x h
onde ag = h(0),a; = h(1),... sdo os coeficientes do filtro na
equacao

M
y(n) =" ajx(n—j),
j=0
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Nesta abordagem, consideramos a equacio de convolucdo y = x *x h
onde ag = h(0),a; = h(1),... sdo os coeficientes do filtro na
equacao

M
y(n) =" ajx(n—j),
j=0

M
com Y(e™) = H(e“)X ('), onde H(z) = Zajz_j e assim
j=0

M M
H(ei“’k) = Zajef"kwk = Z aje*"kj”/K =Hy, k=0,..., K.
j=0 j=0
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Definindo

~

H = (Ho,Hy,... He,Hi 1, Hi o, ... H),

preservamos a estrutura de simetria conjugada da DFT com
M = 2K — 1, de tal forma que

2K—-1 ,

—ionkds
E aje "k = Hy, k=0,...,K.
j=0
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Temos assim a estratégia de definir o vetor a € IR?X através da
expressao
2K-1
aj = iDFT(H § Hj ek .

Isto produzird um filtro FIR com M = 2K — 1 zeros, cuja resposta
em frequéncia continua H(e') passara exatamente pelos pontos
Hog, Hi, ..., Hk nas frequéncias wg, w1, .. ., wk.
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

A resposta em frequéncia esta definida para qualquer frequéncia
w € [—m, ], e ndo apenas para aquelas usadas nos pontos de
controle.

Isso pode ocasionar efeitos indesejados na resposta do filtro, como

picos posicionados em frequéncias intermediarias ou flutuacdes
imprevistas na definicio dos pontos de controle.
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Duas solugdes sdo possiveis nesse caso:

@ aumentar o nimero de pontos de controle, e
consequentemente o tamanho do filtro e o custo
computacional associado;

@ ajustar as posicdes dos zeros do filtro obtido, a fim de
posicionar melhor as regides de ressonancia (amplificacdo) e
anti-ressonancia (atenuaco) da resposta em frequéncia.
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Desenho de filtro FIR (s6-zeros)

Porém:

@ As posicBes exatas dos picos e vales da resposta em frequéncia
sdo resultado da acdo conjunta de todos os zeros do filtro, e
portanto este reposicionamento dos zeros tera um efeito
indireto sobre a forma dos picos e vales.

@ Os zeros tem um efeito de atenuacdo sobre as frequéncias
préximas, estando o seu efeito mais diretamente relacionados
aos vales (notches) da resposta em frequéncia, sendo os picos
o resultado indireto da auséncia de atenuadores naquelas
regides.
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Desenho de filtro IIR sé-polos

Nesta segunda abordagem, consideraremos a equacio recursiva
modificada

N
boy(n) = x(n) = > biy(n— 1),
=1

cuja funcio de transferéncia é

H(z) = —

S TR—
—
E bz
1=0
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Desenho de filtro IIR sé-polos

Consideraremos a correspondéncia

. 1 1
H(e™r) = - = Hy, k=0,...,K,

N N
Z ble—llwk Z ble—llkﬂ'/K
1=0 1=0

de onde obtemos

N

- 1
> peT K =~ — k=0,... K.
=0 Hi
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Desenho de filtro IIR sé-polos

Considere o vetor

i 1 1 1 1 1 1
Ho" Hi™ HK K17 7(—2’“.7Hik
e N =2K — 1, de tal forma que

2K—-1
> be —i2mksk — . k=0,... K.
1=0
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Desenho de filtro IIR sé-polos

Podemos definir b € IRZK

através da expressio
2K-1

b= iDFT(A); = Y Hye®'ak.
k=0

Supondo que by # 0, a definicdo acima produzird um filtro [IR com
N = 2K — 1 polos, dado pela equacio

1 Ay
J— P I —
o) = gox(o) =3 gyla =)
cuja resposta em frequéncia continua H(e™®) passara exatamente

pelos pontos Hy, Hy, ..., Hk nas frequéncias wp, w1, . . .,wK.
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Desenho de filtro IIR sé-polos

Aqui se aplicam os mesmos comentarios de antes: a resposta em
frequéncia continua pode ter um comportamento imprevisto fora
dos pontos de controle, estando a disposicio as alternativas de
aumentar a ordem do filtro (e o custo computacional) ou
reposicionar os polos do filtro.

Os polos tém efeito de amplificacdo nas frequéncias préximas, e

interferem indiretamente na posicdo dos picos (cujas formas exatas
dependem do efeito global de todos os polos).
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Exemplo: desenho de filtros

Aplicamos as estratégias acima a um vetor H de K +1 =10
valores gerados aleatoriamente, com a finalidade de comparar
visualmente as respostas em frequéncia obtidas por uma abordagem
FIR s6-zeros e uma abordagem IIR sé-polos.
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Exemplo: desenho de filtros

No primeiro caso o vetor aleatério foi simetrizado
(Ho,...,Hk,Hjs_1,...,Hf) ea resposta ao impulso h foi obtida
pela FFT inversa resultando em um filtro com M =2K — 1 =17
zeros.

No segundo caso, a expressio H%-’ j=0,...,K foi simetrizada a

fim de se obter o vetor de coeficientes recursivos by, a partir dos
quais se escreveu a funcdo de transferéncia e a resposta em
frequéncia continua de um filtro IIR com N = 2K — 1 = 17 polos,
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Exemplo: desenho de filtro sé-zeros

o filtro FIR com 17 Zeros biagrama de polos (x) e zeros (o) do filtro FIR com 17 Zeros
1 .
Resposta en Frequencia 4 Filtro FIY
Fontos daio .
S
o
0 1 o
s
°
0. 1 o]
o
0 x
0. 1 o o
o
o5
o 1 °
o o
1
0

o pi (Nyquist) - 0.5 o 0.5
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Exemplo: desenho de filtro sé-polos

|8l do filtro IIR com 17 Polos Diagrama de polos (x) e zeros (o) do filtro IIR com 17 Pol
Resposta em Frequenct
L L X
X
X
°T %
x X
x X
0.5 - %
X
X
s
0 pi (yquist) - 0.5 o o
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