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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades de funcdes trigonométricas

Uma funcdo senoidal pode ser vista como a projecdo de um
movimento circular uniforme:

1 coordenadas cartesianas coordenadas polares
. 1) 2(t) = [A cos(wt + <p):| _ { magnitude = A }
Asen(wt + ¢) fase(f) = wt + ¢
> e
]
B x -
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4 coordenadas cartesianas coordenadas polares
. 1) 2(t) = [A cos(wt + <p):| _ { magnitude = A }
Asen(wt + ¢) fase(f) = wt + ¢
> e
0 c059:% senﬂz% tanﬂzg
B x>

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades de funcdes trigonométricas

Uma funcdo senoidal pode ser vista como a projecdo de um
movimento circular uniforme:

T coordenadas cartesianas coordenadas polares
- 2(1) 2(t) = Acos(wt +¢)| _ [ magnitude = A
Asen(wt +¢) | — |fase(8) = wt+
A c
0 c059:% senﬂz% tanﬂzg
B x>
2 2
cos?f +sen?d =5+ &
_ B*tc?
="

= 1(Pitagoras)
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Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:

sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonomé s
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
temos

Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(y) + A cos(wt)sen(p)
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Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
temos
Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(y) + A cos(wt)sen(p)
ou ainda
Asen(wt + ¢) = asen(wt) + b cos(wt)
onde a = Acos(p) e b = sen(yp).
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Mensuracdo de espectros

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
temos
Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(y) + A cos(wt)sen(p)
ou ainda
Asen(wt + ¢) = asen(wt) + b cos(wt)

onde a = Acos(p) e b = sen(yp).

@ Ou seja, qualquer senoide dada por uma amplitude A e uma
fase inicial ¢ pode ser expressa como uma combinacio de um
seno e um cosseno (de mesma frequéncia e fase 0).
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Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representacdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(y)
b = Asen(yp)
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Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representacdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(p) a* + b* = A% (cos(p)® +sen(p)?)

—
b = Asen(y) b= %((j)) = tan(yp)
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Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representacdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(y) a® + b* = A? (cos(y)? + sen(y)?)
- COS((,D) = tan((p)

b = Asen(yp) = g _ sen(y)
Ou seja, x(t) = Asen(wt + ¢) se definirmos

b
A=+Va’+b? e cp:arctan<a>,
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Coordenadas Polares e Cartesianas

@ Isso mostra que as representacdes de senoides em coordenadas
polares (A, ¢) ou cartesianas (a, b) séo equivalentes:

Asen(wt + ¢) = asen(wt) + bcos(wt)

onde
a=Acosyp
b = Asenyp
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Mensuracdo de espectros

Espectros de funcdes periddicas

@ Funcdes peridédicas com periodo T <: = 2”) podem ser

escritas utilizando a série de Fourier:
oo
= Z Agsen(kwt + i) = agsen(kwt) + by cos(kwt)
k=0

onde w = 2% é a frequéncia fundamental da série harmdnica

wo =0,w; =w,wpy =2w,w3 = 3w,....
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Espectros de funcdes periddicas

@ Funcdes peridédicas com periodo T <: ,_-io = %’r) podem ser

escritas utilizando a série de Fourier:

f(t) = ZAksen(kwt + k) = agsen(kwt) + by cos(kwt)
k=0

onde w = 2% é a frequéncia fundamental da série harmdnica
wo =0,w; =w,wpy =2w,w3 = 3w,....

@ A obtencdo dos coeficientes (Ax, k) ou (ak, bx) depende da
propriedade de ortogonalidade dos senos e cossenos.
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Rela¢Bes de Ortogonalidade

sen(w;it) L cos(wjt)
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T

sen(wit) L cos(wjt) = sen(w;it) cos(w;t) dt =0, Vi, j
0
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cos(wjt) L cos(wjt)
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-
sen(wit) L cos(wjt) = / sen(w;it) cos(w;t) dt =0, Vi, j
0

T

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi # J,

|
S—
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[

sen(wit) L cos(wjt) = sen(w;it) cos(w;t) dt =0, Vi, j

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi # J,

S—
"

sen(wit) L sen(wjt)
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J

T

sen(wit) L cos(wjt) = sen(w;it) cos(w;t) dt =0, Vi, j

T

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi # J,

S—

T

sen(wit) L sen(wjt) = sen(wit)sen(w;jt) dt = 0, Vi # j,

S—
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Rela¢Bes de Ortogonalidade

Além disso

T T v
lcos(it)2 = [ cost(wit)de=d2 770
0
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Rela¢Bes de Ortogonalidade

Além disso

Y
N~
<
N
o

T
|| cos(w;t)]|? = / cos?(wjt) dt =
0

\i
Il
o

N~
<

N
o

)
Hsen(w,-t)y2_/ sen?(w;t) dt —
0
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Coeficientes da Série de Fourier

Vamos agora usar as relacdes de ortogonalidade para obter os
oo

valores de a; e b; na expressdo f(t) = Z ajsen(wjt) + bj cos(wijt).
i=0
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Coeficientes da Série de Fourier

Vamos agora usar as relacdes de ortogonalidade para obter os
oo

valores de a; e b; na expressdo f(t) = Z ajsen(wjt) + bj cos(wijt).
i=0

Para isolar cada a; (ou bj) devemos multiplicar a expressdo acima
por uma funcdo ortogonal ao seno (ou cosseno) correspondente.
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando a expressdo anterior por sen(wjt) (para j # 0) e
integrando entre 0 e T obtemos

.
/ £(t)sen(w;t) dt
0
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando a expressdo anterior por sen(wjt) (para j # 0) e
integrando entre 0 e T obtemos

/ f(t)sen(w;jt) dt*/ Za,sen(w,t)sen(w, ) + bj cos(wjt)sen(wjt) dt
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando a expressdo anterior por sen(wjt) (para j # 0) e
integrando entre 0 e T obtemos

T T
/ f(t)sen(wjt) dt= / Z ajsen(wjt)sen(wjt) + b; cos(wjt)sen(w;jt) dt
0 0 i-o

oo

a; (/()Tsen(w,'t)sen(wjt) dt) + b; (/oTcos(w;t)sen(wjt) dt)

i=0
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando a expressdo anterior por sen(wjt) (para j # 0) e
integrando entre 0 e T obtemos

T T
/ f(t)sen(wjt) dt= / Z ajsen(wjt)sen(wjt) + b; cos(wjt)sen(w;jt) dt
0 0 i-o

'00 a; (/()Tsen(w,'t)sen(wjt) dt) + b; (/oTcos(w;t)sen(wjt) dt)

i=0
T
2

3
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando a expressdo anterior por sen(wjt) (para j # 0) e
integrando entre 0 e T obtemos

T T
/ f(t)sen(wjt) dt= / Z ajsen(wjt)sen(wjt) + b; cos(wjt)sen(w;jt) dt
0 0 i-o

S a; (/()Tsen(w,'t)sen(wjt) dt) + b; (/oTcos(w;t)sen(wjt) dt)

i=0

T
aji

de onde

T
aj = 3_/0 f(t)sen(wjt) dt, Vj # 0.
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i Transformada de Fourier Continua
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Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

.
/ £(t) cos(wjt) dt
0
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Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z ajsen(wjt) cos(wjt) + bj cos(w;t) cos(wjt) dt
0 0

i=0
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Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z ajsen(wjt) cos(wjt) + bj cos(w;t) cos(wjt) dt
0 0 i-o

= a; (/OTsen(w,-t) cos(wjt) dt) + b; (/OTcos(w,-t) cos(wjt) dt)

i=0
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Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z ajsen(wjt) cos(wjt) + bj cos(w;t) cos(wjt) dt
0 0 i-o

a; (/ sen(wjt) cos(wjt) dt) + b; (/ cos(wjt) cos(wjt) dt)
i=0 0 0
I
2

= bj
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Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

/ f(t) cos(wjt dt—/ Za,sen wjt) cos(wjt) + bj cos(w;t) cos(wjt) dt

a; (/OTsen(w,-t) cos(wjt) dt) + b; (/OTcos(w,-t) cos(wjt) dt)
i=0

-
= bj?

de onde obtemos

)
- 2/ £(£) cos(w;t) dt, Vj 0.
T Jo
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
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Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo anilogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:
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Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo anilogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:

/f ) cos(wot) d /f(t
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Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo anilogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:

/f ) cos(wot) d /f(t

O valor ag na realidade é irrelevante para a decomposicdo pois
aparece multiplicado por sen(wpt) = sen(0t) = 0, e pode ser
definido arbitrariamente como ag = 0.
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Equacdes de Analise e Sintese

As equacbes
T T
%/0 F(t)sen(wjt) dt, V) # 0 %/0 F(£) cos(wjt) dt, Vj # 0
bj =
.
0,sej=0 %/ f(t)dt, se j =0
0

sdo denominadas equacdes de anilise, pois permitem decompor
(analisar) a fungdo original como soma de fun¢des mais simples
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Equacdes de Analise e Sintese

As equacbes

T T
%/0 f(senuji)dt i £0 %/0 F(£) cos(wjt) dt, Vj # 0

aj = j .
0,sej=0 %/0 f(t)dt, se j =0

sdo denominadas equacdes de anilise, pois permitem decompor
(analisar) a fungdo original como soma de fun¢es mais simples,
que sdo combinadas através da equacdo de sintese

f(t) = Z ajsen(wjt) + bj cos(wijt).
i=0
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Harmanicos do sinal (t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(w;t) + bj cos(w;t)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original
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Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harmanicos do sinal (t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(w;t) + bj cos(w;t)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original, e possui
a forma de uma senoide

h,‘(t) = A,-sen(w,-t + (p,‘)
bi

onde Aj = \/a? + b? e pj = tan" 1 2,
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harmanicos do sinal (t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(w;t) + bj cos(w;t)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original, e possui

a forma de uma senoide

h,‘(t) = A,-sen(w,-t + (p,‘)
onde A; = /a? + b? e p; = tan™! % A componente D.C. é

i
ho(t) = by = ;/0 £(t) dt

e corresponde ao valor médio do sinal.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Nidmeros complexos

@ A unidade complexa é definida a partir da equacdo x? +1 = 0,
que ndo admite solucdo em IR, porém a hipétese de existéncia
de uma solucdo fora da reta real n3o é inconsistente (ndo gera
contradicdo).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Nidmeros complexos

@ A unidade complexa é definida a partir da equacdo x? +1 = 0,
que ndo admite solucdo em IR, porém a hipétese de existéncia
de uma solucdo fora da reta real n3o é inconsistente (ndo gera
contradicdo).

@ Postula-se assim uma solucdo denotada por i que satisfaz

i> = —1 (de onde segue também que

(=) = (=i)(=i) = i* = -1).
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Nidmeros complexos

@ A unidade complexa é definida a partir da equacdo x? +1 = 0,
que ndo admite solucdo em IR, porém a hipétese de existéncia
de uma solucdo fora da reta real n3o é inconsistente (ndo gera
contradicdo).

@ Postula-se assim uma solucdo denotada por i que satisfaz
i> = —1 (de onde segue também que
(=i = (=)(~i) = i* = -1).

@ Niameros complexos tém a forma x = a+ bi onde a, b€ R, e
obedecem aos mesmos axiomas que os niimeros reais em
relacdo as operacdes elementares.
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Relacdo de Euler

A Relacdo de Euler
e’ = cos(w) + isen(w)

explicita a representacdo Cartesiana do nimero complexo e'“, que
em coordenadas polares é dado por

e = \/cos?(w) + sen?(w) = 1

/ew — tan~! (SCL(W)> =tan~! tan(w) = w

cos(w)
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Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros S ?omplexa de Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos
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Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros S ?omplexa de Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

efiw — ei(—w)
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

efiw — ei(—w)

= cos(—w) + isen(—w)
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e v — ei(—w)
cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — isen(w)
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e v — ei(—w)
= cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — isen(w)
ou ainda, e~ = (e/“)* (x denota a operacdo de conjugaco,
definida por (a + ib)* = a — ib).

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e v — ei(—w)
= cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — isen(w)

ou ainda, e~'“ = (e'“)* (x denota a operacdo de conjugacdo,

definida por (a + ib)* = a — ib). A partir das expressbes
e ¥ = cos(w) — isen(w) e ' = cos(w) + isen(w) podemos obter:

iw —jw iw _ a—iw
cos(w) = % sen(w) = %
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio
sen(a+ b) = cos(a)sen(b) +sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b)
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas

classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio

sen(a+ b) = cos(a)sen(b) +sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:
ib —ib ia —ia l'b+efib

ete 1 e + e"—e e
2i

cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 5
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio
sen(a+ b) = cos(a)sen(b) +sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

_ eiaie—ia gb_ —ib  ia_ —ia b —ib
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 35— + =i 5
(e +e—ia)(eib_e—ib) | (oia_o—in)(oibo—ib)
4

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas

classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio

sen(a+ b) = cos(a)sen(b) +sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:
ib

ib ia

ia _ib ib

— efdje—ia oib_o— eft_e—ia by i
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 55— + —=; 5
| (efayeiay(eib_o—ib) | (oia_ o —iay( b —ib)
- 4i
| (elaye—iayeib_o—iagib_(gia  —iay —ib a —ib ia ib_ —ia,
- 4i
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio

sen(a+ b) = cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

_ eiaie—ia gb_ —ib  ia_ —ia b —ib
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 55— + —=; 5
(e e—in)(eb_o—ib) | (eia_o—ia)(.ib . —ib)
4

(e se—inyeib_o—iagib_(dia  —iay,—ib_ s —ib_ s ib_ —ia,

4i
cagib_ o —ia —ib_ ia ib_ —ia —ib
- 4i
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio

sen(a+ b) = cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

eao—ia gb_o—ib  a_ —ia b, —ib
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 55— + —=; 5
(e e—in)(eb_o—ib) | (eia_o—ia)(.ib . —ib)
- 4
(e se—inyeib_o—iagib_(dia  —iay,—ib_ s —ib_ s ib_ —ia,
- 4i
cagib_ o —ia —ib_ ia ib_ —ia —ib
- 4i
eilath) _ —i(ath)
- 2
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Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relaces trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo, a relacio

sen(a+ b) = cos(a)sen(b) +sen(a) cos(b) pode ser verificada assim:

eao—ia gb_o—ib  a_ —ia b, —ib
cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b) = 5 55— + —=; 5
(e e—in)(eb_o—ib) | (eia_o—ia)(.ib . —ib)
- 4
(e se—inyeib_o—iagib_(dia  —iay,—ib_ s —ib_ s ib_ —ia,
- 4i
cagib_ o —ia —ib_ ia ib_ —ia —ib
- 4i
eilath) _ —i(ath)
- 2
= sen(a+b)
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Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressio a partir dessa figura:

: cos(a)

cos(a+b)
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Transformada Rapida de Fourier
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RelacBes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressio a partir dessa figura:

Outro exemplo de dedug¢do facilitada:

eibe—ib)

cos(a) cos(b)= (em*'zieim) (f

: cos(a)

cos(a+b)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )
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Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

RelacBes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressio a partir dessa figura:

Outro exemplo de dedug¢do facilitada:

eibe—ib)

cos(a) cos(b)= (em*'zieim) (f

: cos(a)

eilath) | o—i(a+h)), (gila—b)  —i(a—b)
( ) 2( ) cos(a+b)

N[
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Mensuracdo de espectros

RelacBes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressio a partir dessa figura:

Outro exemplo de dedug¢do facilitada:

ia |  —ia ib, —ib
cos(a) cos(b)= (e+27e) (e+27e)
|
1 (ei(a+b)+e—i(a+b))+(ei(afl:)+cf,'(,,l,)) ! COS(a)
o 2 cos(a+b)
_1 1
= 5 cos(a+ b) + 5 cos(a — b)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a funcdo z(t) = (e?)! = e/t
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FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a fun¢do z(t) = (e'“)! = e'“t
descreve um movimento circular uniforme no plano complexo com
velocidade angular w rad/seg:
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a fun¢do z(t) = (e'“)! = e'“t
descreve um movimento circular uniforme no plano complexo com
velocidade angular w rad/seg:

2(0) = (¢™)? = cos(0) + isen(0) = 1,
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Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a fun¢do z(t) = (e'“)! = e'“t
descreve um movimento circular uniforme no plano complexo com
velocidade angular w rad/seg:

z(0) = (e’:“’)0 = cos(0) + isen(0) =1,
z(1) = (e™)! = cos(w) + isen(w),
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a fun¢do z(t) = (e'“)! = e'“t
descreve um movimento circular uniforme no plano complexo com
velocidade angular w rad/seg:

2(0) = (¢™)? = cos(0) + isen(0) = 1,

z(1) = (e’:“’)1 = cos(w) + isen(w),

2(2) = (e)? = /() = cos(2w) + isen(2w),
cos?(w) — sen?(w) + 2i cos(w)sen(w)
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Mensuracdo de espectros

FuncBes exponenciais complexas

Dado um valor qualquer w € R, a fun¢do z(t) = (e'“)! = e'“t
descreve um movimento circular uniforme no plano complexo com
velocidade angular w rad/seg:

z(0) = (e’:“’)0 = cos(0) + isen(0) =1,
z(1) = (e’.“’)1 = cos(w) + isen(w),
2(2) = (%)% = /() = cos(2w) + isen(2w),

= cos?(w) — sen?(w) + 2i cos(w)sen(w)
z(3) = (e)® = /(%) = cos(3w) + isen(3w),

= cos(2w) cos(w) — sen(2w)sen(w) + i(sen(2w) cos(w) +
(cos?(w) — sen?(w)) cos(w) — 2 cos(w)sen(w)sen(w)
+i(2 cos?(w)sen(w) + (cos?(w) — sen?(w))sen(w))
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

FuncBes exponenciais complexas

Funcdes senoidais reais podem ser expressas combinando-se
funcdes exponenciais complexas:

gf(wt+e) + e~ i(wt+y) A

, A .
Acos(wt+yp) = A 5 = Ee’soz(t)—l—g(e’w)*z(t)*.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

FuncBes exponenciais complexas

Funcdes senoidais reais podem ser expressas combinando-se
funcdes exponenciais complexas:

gf(wt+e) + e~ i(wt+y) A

, A .
Acos(wt+yp) = A 5 = Ee’soz(t)—i—a(e’“”)*z(t)*.

Nosso objetivo agora sera escrever funcdes periédicas gerais como
combinacdo de funcdes exponenciais complexas.
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Transformada de Fourier Discreta
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Série complexa de Fourier

Seja f : IR — IR com periodo T. Vamos tentar encontrar valores
complexos {F,},cz tais que

f(t) = i Foe'nt

ondew:%’rewn:nw.
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
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Rela¢Bes de Ortogonalidade

As funcdes e'“nt e e'“mt s30 ortogonais, ou seja,
T . 3 * T . .
g'wnt (e’w"”'t) dt = e'Wnte=Wmt gt — 0 Vn #£ m.
0 0
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Rela¢Bes de Ortogonalidade

As funcdes e'“nt e e'“mt s30 ortogonais, ou seja,
T . 3 * T . .
/ elwnt (e’w"”'t) dt = / e'Wnte=Wmt gt — 0 Vn #£ m.
0 0
Além disso, para todo n € Z

T
Heiw,,tH2 — / eiw,,te—iw,,t dt=T.
0
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Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
x _ o] iwnt
de F, na expressdo f(t) =) - Fne'“nt.
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Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
de F na expressdo f(t) = >oo2 o Fne™rt. Multiplicando por
e '“m! e integrando entre 0 e T temos

T ) T <= ) )
/ f(t)e~iwmt gt :/ D Faelontemivmt g
0 0

n=—oo
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
de F na expressdo f(t) = >oo2 o Fne™rt. Multiplicando por
e '“m! e integrando entre 0 e T temos

T ) T > 3 )
/ f(t)eﬂwmtdt :/ Z Feiwnte—ivmt g
0 0
oo

n=—o00
T . .
— 2 /‘ Fn/ elw,,te—lw,.,.,tdt
n=—oo 0
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
de F na expressdo f(t) = >oo2 o Fne™rt. Multiplicando por
e '“m! e integrando entre 0 e T temos

n=—oo

T . .
= Z F,,/ elwnte=iomt gy — F T

n=-—o0 0

T ) T > 3 )
/ f(t)eﬂwmtdt :/ Z Feiwnte—ivmt g
0 0
oo
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
de F na expressdo f(t) = >oo2 o Fne™rt. Multiplicando por
e '“m! e integrando entre 0 e T temos

T ) T > 3 )
/ f(t)eﬂwmtdt :/ Z Feiwnte—ivmt g
0 0
oo

n=—o0o
T . .
= Z F,,/ elwnte=iomt gy — F T
n=—o0 0

ou seja, para qualquer n € Z

17 i
F,,:T/0 f(t)e dt.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Equacdes de Analise e Sintese

Equacdo de Analise:

1 T —iwnt
Fn= T/o f(t)e dt
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Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Equacdes de Analise e Sintese

Equacdo de Analise:
17 ;
Fn = T/o f(t)e_lw"t dt

Equacdo de Sintese:

f(t)= ) Fae™r
n=—o0o
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:

F,=F:.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:
F_,=F].

Prova:

1 /7 .
Fn = —/ f(t)e '“—nt gt
T Jo
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:
F_,=F].

Prova:

1 /7 .
Fn = —/ f(t)e '“—nt gt
T Jo

T .
- ;/0 (F(£))" (e~int)" dt
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:
F_,=F].

Prova:

Fon = %/OT f(t)e w—nt dt
T .
:;Aummfwwm

T .
:%AgmeWm
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Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:
F_,=F].

Prova:

17 ;
Fn = —/ f(t)e '“—nt gt
T Jo
1 /7 ot
— f‘ t * —iwnp * dt
= |y e
17 ot
= = f(t)e '“nt)* dt
= | rweie
1 /T : *
= (7/ f(t)e*’“’"‘dt)
T Jo
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F,, é a seguinte:
F_,=F].

Prova:

17 ;
Fn = —/ f(t)e '“—nt gt
T Jo
1 /7 ot
== f(t))*(e™'“nt)" dt
= |y e
1 /7 _—
= = f(t)e '“nt)* dt
= | rweie
1 /T : *
= (—/ f(t)e*’“’"‘dt) =F}.
T Jo



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se F, = ap€e’®, temos que F_, = (Fp)* = ape™'%n.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se Fp = ape’®n, temos que F_, = (F,)* = ape™ . Lembrando

o0 o0
que f(t) = Z F,e'“nt = Fo + Z (F,,ei“’"t + F_neiw—"t), temos
=—00

n=1
que o n-ésimo harmdnico de f é dado por

hn(t) = Fpeiwnt  F_ eiw—nt
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se Fp = ape’®n, temos que F_, = (F,)* = ape™ . Lembrando

o0 o0
que f(t) = Z F,e'“nt = Fo + Z (F,,ei“’"t + F_neiw—"t), temos
=—00

n=1
que o n-ésimo harmdnico de f é dado por

hn(t) = Fpeiwnt  F_ eiw—nt

— aneup,.elw,,t + a"e—up,,e—lw,,t
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se Fp = ape’®n, temos que F_, = (F,)* = ape™ . Lembrando

o0 o0
que f(t) = Z F,e'“nt = Fo + Z (F,,ei“’"t + F_neiw—"t), temos
=—00

n=1
que o n-ésimo harmdnico de f é dado por

hn(t) Fpeiwnt  F_ eiw—nt

— aneup,.elw,,t + a"e—up,,e—lw,,t

an (e"(wnt+son) + e—i(wntﬂ)n))
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se Fp = ape’®n, temos que F_, = (F,)* = ape™ . Lembrando

o0 o0
que f(t) = Z F,e'“nt = Fo + Z (F,,ei“’"t + F_neiw—"t), temos
=—00

n=1
que o n-ésimo harmdnico de f é dado por

Fneiw,,t + F,,,e"“’*"f

hn(t)

— aneup,.elw,,t + a"e—up,,e—lw,,t
— an (ei(wnwn) " e—i(wnwn))

= 2ap cos(wnt + ¢n).
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harmonicos da série de Fourier complexa

Se Fp = ape’®n, temos que F_, = (F,)* = ape™ . Lembrando

o0 o0
que f(t) = Z F,e'“nt = Fo + Z (F,,ei“’"t + F_neiw—"t), temos
=—00

n=1
que o n-ésimo harmdnico de f é dado por

Fneiw,,t + F,,,e"“’*"f

hn(t)

— aneup,.elw,,t + a"e—up,,e—lw,,t
— an (ei(wnwn) " e—i(wnwn))

= 2ap cos(wnt + ¢n). Voltamos aos reais!
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Coeficiente D.C.

o Para n = 0 o coeficiente Fy é calculado como

F —1/Tf(t) ’”Otdt—l/Tf(t)dt
°TT ) S T

e corresponde ao valor médio da funcio f.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Coeficiente D.C.

o Para n = 0 o coeficiente Fy é calculado como

F —1/Tf(t) ’”Otdt—l/Tf(t)dt
°TT ) S T

e corresponde ao valor médio da funcio f.

o Este “harmonico” tem a funcio de transladar verticalmente os
demais harménicos (que oscilam entre +2a, e —2a,) para a
“posicdo correta” da funcio f.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

0
Exemplo: Considere a funcdo f(t)={ ©
f
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rie de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stz t_:omplexa de Fou_rier .

i Transformada de Fou Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: onda quadrada

[¢]
(S
)
Il
3
[SIE

Temos T:4,w:?—%
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

_ _ 27 _ w T .
Temos T =4, w=5F =5 e wy = n5. Assim, para n # 0,

1 2 —iwpt 1 ! —iwpt
Fn =- f(t)e ™ '“ntdt = - e~ '“nt dt
4 ), 4 4
1 (e*"“’" — e"‘*’"> 1 sen(wn)
T4 —iWwn T 2w
_ lsen(ng)
2 ng ’
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

_ _ 27 _ w T .
Temos T =4, w=5F =5 e wy = n5. Assim, para n # 0,

1 2 —iwpt 1 ! —iwpt
Fn =- f(t)e ™ '“ntdt = - e~ '“nt dt
4 ), 4 4
1 (e*"“’" — e"‘*’"> 1 sen(wn)
T4 —iWwn T 2w
_ lsen(ng)
2 ng ’

1

2
e para n =0, Foz}l/ f(t)dt:a
-2
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

—_ —_ _ _ us H
Temos T =4, w=5F =5 e wy = n5. Assim, para n # 0,

/ f(t)e "wnt gt = /e""“"fdt

_ ( 711.\1,, _ elw,,) 1 ( )
- —iwn 2 wn

4
_ lsen(ng)
2 n%

2
1
eparan=0, Fy = ‘1‘/ f(t)dt = 5> Observe que os extremos de
-2

integracdo utilizados nas contas acima foram 2, 2] Qualquer
periodo completo pode ser utilizado.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

Espectro da onda quadrada:

0.5 ) -

-0.5 | -1

a1 L L | L L
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funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stz t_:omplexa de Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

f(t) =3 o Fpeiwnt
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(r) =30 . Fpeiont

1 1,.—-i55t 1,.—-i3%t —iZt s ist 1,35t 1,55t
=1].. 41 2t _ 1 2 2 s 2t L1ai33 Lot _ ..
7r|: +5e 3¢ te t3+e 3¢ +5e ]
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(r) =30 . Fpeiont

3

_i5 L _i3T i i ;3T 5T
[~-~+ée 152t_%e 35t o lzt_,’_g_,’_elzt_%el3zt+%6152t_“.i|

e 0 n-ésimo harmdnico (para n impar) é dado por

1 in T .
hn(t) _ (_1) 21E[e—m§t_|_em§t]
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Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(r) =30 . Fpeiont

1 1,.—-i55t 1,.—-i3%t —iZt s ist 1,35t 1,55t
=1].. 41 2t _ 1 2 2 s 2t L1ai33 Lot _ ..
7r|: +5e 3¢ te t3+e 3¢ +5e ]

e 0 n-ésimo harmdnico (para n impar) é dado por

-1 1 _iaT T n—1 2 s
ha(t) = (~1)"2" —[eT"5t 4 &31] = (—1)"F — cos (nit).
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Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harmonicos da onda quadrada

harmonico 0

harmonico 1

0.5
_1 1 1 I 1

N

[\
ok
1
—_
1
N
1
[\
(e
ok

2

1 — : l : i 1 — }.1armo]ni00§ i

0.5
0
-0.5
-1
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Funcdes pares e impares

e Uma funcdo f é par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Funcdes pares e impares

e Uma funcdo f é par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
e Uma funcdo f é impar se satisfaz f(t) = —f(—t), Vt.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Funcdes pares e impares

e Uma funcdo f é par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
e Uma funcdo f é impar se satisfaz f(t) = —f(—t), Vt.

@ Exemplos de funcdo par e funcdo impar sdo cos(t) e sen(t),
respectivamente.
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Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificagdo sdo enumeradas a seguir:

e Se f e g sdo pares, fg é par.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificagdo sdo enumeradas a seguir:

e Se f e g sdo pares, fg é par.
@ Se f e g sdo impares, fg é par.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificagdo sdo enumeradas a seguir:

e Se f e g sdo pares, fg é par.
@ Se f e g sdo impares, fg é par.
@ Se f é par e g & impar, fg & impar.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificagdo sdo enumeradas a seguir:

e Se f e g sdo pares, fg é par.
@ Se f e g sdo impares, fg é par.
@ Se f é par e g & impar, fg & impar.

U U
oSefépar,/ f(t)dt—Q/ f(t)dt.
~u 0
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificagdo sdo enumeradas a seguir:

e Se f e g sdo pares, fg é par.
@ Se f e g sdo impares, fg é par.
@ Se f é par e g & impar, fg & impar.

U U
oSefépar,/ f(t)dt—Q/ f(t)dt.
~u 0

U
e Se f & impar, / f(t)dt = 0.
~u
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i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja Fp = A, +iB, = ap,e¥n (formas Cartesiana e polar).
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Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja Fp = Ap +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

Ap = apcos g, ap = /A2 + B?

B, = ansenp, on =tan"" 22
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja Fp = Ap +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

Ap = apcos g, ap = /A2 + B?
B, = ansenp,

Lembrando que F_, = F temos A_, + iB_, = A, — iB, e também
Oéfnei(p_" == anel(iw")
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja Fp = Ap +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

Ap = apcos g, ap = /A2 + B?
B, = ansenp,

Lembrando que F_, = F temos A_, + iB_, = A, — iB, e também
a_n,e-n = q,pel(=¢n) de onde segue imediatamente o resultado:

@ A, e a, sio funcdes pares do argumento n, bem como
e B, ey, sdo funcdes impares de n.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Retomando o exemplo da onda quadrada

0, —2<t<L -1
: e )1, -1<t<1 :
Vimos que a funcdo 7(¢) = 0 T12i<> possui
f(t+4), Vvt
coeficientes de Fourier dados por
Fn
: T
(—1)" . sl [ J
= n impar |
L | i
Fn= 0 n # 0 par o T 7
0 2 —— — - — — T T e T
% n=0. e I 1
1 I I | I I
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Retomando o exemplo da onda quadrada

0, —2<t<L -1
: e )1, -1<t<1 :
Vimos que a funcdo 7(¢) = 0 T12i<> possui
f(t+4), Vvt
coeficientes de Fourier dados por
Fn
: T
(—1)" . sl [ J
= n impar |
L | i
Fn= 0 n # 0 par o T 7
0 2 —— — - — — T T e T
% n=0. e I 1
1 I I | I I

Observe que F, é real e consequentemente par.
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Funcdes Trigonométricas
<<:r|e de Fourier para funcées periédicas

Mensuracdo de espectros t_:omplexa de Fourier .
i Transformada de Fo Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Decomposicao em fpar € fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

far(t) = 5 [£(£) + F(~1)]

fimpar(£) = 5 [F() — F(~1)]
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Decomposicao em fpar € fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

far(t) = 5 [£(£) + F(~1)]

fimpar(£) = 5 [F() — F(~1)]

E facil mostrar que fpar € uma funcdo par e fiy,5, € uma fungdo
impar.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Decomposicao em fpar € fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

far(t) = 5 [£(£) + F(~1)]

fimpar(£) = 5 [F() — F(~1)]

E facil mostrar que fpar € uma funcdo par e fiy,5, € uma fungdo
impar. Mais ainda,

foar(t) + fimpar(t) = 3 () + F(=0)] + 3 [F(t) — F(—1)]
= Z[f(t) + F(—t) + f(t) — F(—1)] = £(1).
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Funcdes Trigonométricas
<<:r|e de Fourier para funcées periédicas

Mensuracdo de espectros t_:omplexa de Fourier .
i Transformada de Fo Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — R uma funcdo periédica e seja {F, = A+ iBp}nez
a série complexa de Fourier associada a f.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — R uma funcdo periédica e seja {F, = A+ iBp}nez
a série complexa de Fourier associada a f. Entdo

o {As}ncz € a série complexa de Fourier associada a fpar e

o {iBn}ncz € a série complexa de Fourier associada a fimpay-

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — R uma funcdo periédica e seja {F, = A+ iBp}nez
a série complexa de Fourier associada a f. Entdo

o {As}ncz € a série complexa de Fourier associada a fpar e

o {iBn}ncz € a série complexa de Fourier associada a fimpay-

Prova: notas de aula sobre Fourier.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Corolario

Duas consequéncias imediatas do resultado anterior s3o:

f(t) é par <= F(n) é real e par

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Corolario

Duas consequéncias imediatas do resultado anterior s3o:

f(t) é par <= F(n) é real e par

f(t) é impar <= F(n) é imaginaria e impar
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Funcdo Dente-de-Serra

Exemplo: Considere a fun¢do
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funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stz t_:omplexa de Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

1t :
F, :5/ f(t)e iwnt gt
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funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stz t_:omplexa de Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

1 .
Fo =5 [ fOentdr

1
= %/1 te~iwnt gt
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

1 ! —iwpt
Fn =2 f(t)e '“nt dt
2./ 1
1

= %/1 te~iwnt gt

= (...integragdo por partes...)
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

1 ! —iwpt
Fn =2 f(t)e '“nt dt
2./ 1
1

= %/1 te~iwnt gt

= (...integragdo por partes...)

1

Paran=0,Fo=13 [ tdt=0.
-1
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

1 ! —iwpt
Fn =2 f(t)e '“nt dt
2./ 1
1

= %/1 te~iwnt gt

= (...integragdo por partes...)

1

Para n =0, FO:;/ tdt =0.
—1
Observe que F, é puramente imaginaria e consequentemente impar.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2




Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harménicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

ha(t) = i(ilr)”_r" e—inTt | i(;ir)n einTt
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harménicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

hn(l’) — I‘(*l)_" efim'rt + i(*l)" eim'rt

—nm nm

( 1" [elmrt e—in7rt]
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stertlz cemre Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Harménicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

ha(t) = i(ilr)”_r" e—inTt | i(;ir)n einTt

( 1" [elmrt e—in7rt]

= —2%sen(n7rt).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Harménicos da Funcdo Dente-de-Serra

1 1° harmoénico 1 2° harmonico

1 3° harmonico 1 4° harmonico

0.5¢ 1 0.5} 1

ASNASAA A O ANATIAA AN,

-0.5F 1 -0.5p 1

AT % A0 T %
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) : R — R n&o é periédica ndo faz sentido escrevé-la como
combinac3o linear de senos e cossenos harmonicamente
relacionados.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) : R — R n&o é periédica ndo faz sentido escrevé-la como
combinac3o linear de senos e cossenos harmonicamente
relacionados. No entanto, muitas vezes é possivel escrevé-la como
combinac3o linear de todos os senos e cossenos que existem,
utilizando todas as frequéncias w € IR disponiveis:

f(t) = ;ﬂ/ F(w)e™“!dw (equacdo de sintese)

—0o0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Continua

Para funcdes que satisfazem

/OO (f())? dt < oo,

—00

pode-se provar que os valores de F(w) que satisfazem a equagdo de
sintese sdo dados por

F(w) = / f(t)e ™t dt (equacdo de analise)
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) e F(w) estdo relacionadas pelas equagdes de analise e

sintese, escrevemos
f(t) «— F(w).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) e F(w) estdo relacionadas pelas equagdes de analise e

sintese, escrevemos
f(t) «— F(w).

Utilizamos as notacdes
F(w) = A(w) + iB(w) = a(w)e™®)

para as representacdes Cartesiana e polar de F(w).
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Funcdes Trigonométricas

rie de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

Exemplo: Considere a funcdo

|
ol
o
o -
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érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

oo -
Para w = 0 temos F(0) = f(t)e "0t dt = 7.

—00
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

[e.9]

Para w = 0 temos F(0) = f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

F(w) :/Oo F(t)e it d
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

[e.9]

Para w = 0 temos F(0) = f(t)e Ot dt = 7.

—00
Para w # 0:
F(w) :/ f(t)ef"“’tdt:/z e it gy
oo -z
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

[e.9]

Para w = 0 temos F(0) = f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

F(w) :/ f(t)fr"w'-‘(ft:/E e it gy

—00 —

efiwt %
iw | _

T
2

z
2
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

[e.9]

Para w = 0 temos F(0) = f(t)e Ot dt = 7.

—00
Para w # 0:
% . z .
F(w) :/ F(t)e it d =/ e it gy
— oo -z
efiwt % 2 eiw% _ e—iw%
- [7 iw }_ ) 2i
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

[e.9]

Para w = 0 temos F(0) = f(t)e Ot dt = 7.

—00
Para w # 0:
oo . 7.
F(w) :/ F(t)e it d =/ e it gy
— oo -z
efiwt % 2 eiw% _ e—iw%
- [7 iw }_1 - w 2i
2
2sen(wy) sen(wy
= =T
w w3
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Funcdes Trigonométricas
rie de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

Espectro do pulso quadrado:
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

Assim, pela equac3o de sintese,
1 [°° sen

f(t)

27 J_ w
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exemplo: Pulso Quadrado

Assim, pela equac3o de sintese,
1 [ sen(w%) ;
f(t)= — T2l elWt gy
(t) 277/ wy

Frequentemente representamos a transformada de Fourier através
dos espectros de amplitude e fase. Neste caso,

—00

() = 0, seF(w)>0
PRI = 4r, caso contrario.
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Mensuracdo de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

40 30 20 -10 0 10 20 30 40

Marcelo Queiroz

-30 -20 -10 0 10 20 30

Moore - Capitulo 2




Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,

entao
(Bf +78)(t) «— (BF +7G)(w).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,

entao
(Bf +78)(t) «— (BF +7G)(w).

e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
e Simetria:
A(w) e a(w) sdo fungdes pares.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
e Simetria:
A(w) e a(w) sdo fungdes pares. foar <— A(w).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,

entdo
(Bf +78)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:

A(w) e a(w) sdo fungdes pares. foar <— A(w).
B(w) e p(w) sdo funcdes impares.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,

entdo
(Bf +78)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:

A(w) e a(w) sdo fungdes pares. foar <— A(w).
B(w) e p(w) sdo funcBes impares.  fimpar «— iB(w).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «+— F(w), g(t) +— G(w), 5,7 € R,

entdo
(Bf +78)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:

A(w) e a(w) sdo fungdes pares. foar <— A(w).
B(w) e p(w) sdo funcBes impares.  fimpar «— iB(w).

f(t) é par <= F(w) é real e par.
f(t) é impar <= F(w) é imaginaria e impar.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Propriedade da Area
f(t) dt = F(0);

—00
[e.9]

F(w) dw = 27£(0).

—00
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Propriedade da Area

/OO £(t) dt = F(0):

—00

/OO F(w) dw = 27£(0).

e Dualidade: Se f(t) «+— F(w) entdo

F(t) < 2nf(—w).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Propriedade da Area

/ £(t) dt = F(0):
/ F(w) dw = 27£(0).
e Dualidade: Se f(t) «+— F(w) entdo
F(t) +— 2nf(—w).
e Mudanga de Escala: Se f(t) +— F(w) e 8 # 0 entdo

1 w

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2

F(Bt) «— =



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
poentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € IR entdo

F(t—7) +— e “TF(w).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € IR entdo
F(t—7) +— e “TF(w).
@ Deslocamento na Frequéncia: Se f(t) «+— F(w) ewp € R

entdo ]
™0t f(£) «— F(w — wp).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Raizes Complexas da Unidade

Dado N € IN, considere a familia
de nimeros complexos

{e'?“q% q:o,l,...,/\/—l},

que divide o circulo unitario em
N partes iguais:
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes

f,(k) = e n, g, ke {0,...,N—1}

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes
f,(k) = e n, g, ke {0,...,N—1}

é ortogonal em relacio ao produto interno em €" definido por

N—
by =) acbj.
k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes
f,(k) = e n, g, ke {0,...,N—1}
é ortogor;val em relacdo ao produto interno em €V definido por
by =) acbj.
k=0

Para simplificar a notacio, vamos utilizar o simbolo W = e’27T de
tal forma que

(WY = Wk = e2m9% = £, (k).
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érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Rela¢Bes de Ortogonalidade

fQ() 1 ff()? Vg#r

I1fal? = N.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Rela¢Bes de Ortogonalidade

fQ() 1 ff()? Vg#r

I1fal? = N.

ou, equivalentemente,

=
L

0, seq#r

qu(er)* 1N, se g=r.

=
I
<)
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Exemplo:

Considere N =5, g =2 e r = 3. Ent&o, para os vetores
WO WO
W2 W3
a=| W* | eb=| WS
W6 W9
WS W12
temos (a, by = WOW® + W2W—3 4 WAW 6 + WoW 99 + Wew 12 =
1+W 4w 24+ W34+ W4=0
e
(a,8) = WOWO+ W2W 2+ WAW 4+ WOW 6+ WBW 8 =14+14+1+1+1=5
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érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1
z qu(er)*
k=0
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érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros il @Emplee G Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Prova das Relacdes de Ortogonalidade

N—1 N—-1 —r
z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1—wia=n

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1 N—-1 —r
z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1—wia=n

1— (WN)(q*r)
1 - wie-n

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1 N—-1 —r

z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N

k=0 k=0 1—wia=n
11— (whNyle=n) 1-1

1—wl-r — 1_wl-r

=0.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1 N—-1 —r
z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1—wia=n

1—wl-r — 1_wl-r

11— (whNyle=n) 1-1

=0.

Por outro lado,
N-1
Z qu(qu)*
k=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1 N—-1 —r

z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N

k=0 k=0 1—wia=n
11— (whNyle=n) 1-1

1—wl-r — 1_wl-r

=0.
Por outro lado,
N—-1 N—-1
Z qu(qu)* — (WO)k
k=0 k=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Prova das Relacdes de Ortogonalidade
Se g #r,

N—1 N—-1 —r

z qu(er)* _ Z(W(q—r))k _ 1- (W(q ))N

k=0 k=0 1—wia=n
1— (whyla—r) 1-1

1—wl-r — 1_wl-r

=0.
Por outro lado,
N-1 N-1
Y W = - S 1 v m
k=0 k=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seja f =(fy,...,fy_1) € IRV. Vamos tentar encontrar um vetor
F= (Fo,...,F[\/,l) € CN tal que

=
fx = N ZO F,e?mkn
n—
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Mensuracdo de espectros

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seja f =(fy,...,fy_1) € IRV. Vamos tentar encontrar um vetor
F= (Fo,...,F[\/,l) € CN tal que

Usando as relacBes de ortogonalidade, podemos obter os valores de
F, tomando o produto interno de f pela exponencial complexa

fq(-).
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T N—1 i n —i k
Multiplicando £, = 4 3"y Fae'*™ N por e7?™™n e somando em

relacdo a variavel k:
N—1

- k
2 : fke—l27rmﬁ

k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T N—1 i n —i k
Multiplicando £, = 4 3"y Fae'*™ N por e7?™™n e somando em
relacdo a variavel k:
N—-1 N—1 N—1
Z fke—i27rm% — l Z Fnei21rkﬁ e—i27rm%
k=0 k=0 N n=0
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Mensuracdo de espectros

Transformada de Fourier Discreta

Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

(DFT)

T — ok —i k
Multiplicando fi, = L SN 1 F,e/2m% por e=27mn

relacdo a variavel k:

e somando em

N—1 B N-—1 1 N—-1
. k . n . k
2 : fke—l27rmN _ N E : Fnel21rk W |e i2rmy;
k=0 k=0 n=0
N—1 N-—1
_ l F. ei27rn%67127'rm%
= n
N n=0 k=0
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Mensuracdo de espectros

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T N—1 i n —i k
Multiplicando £, = 4 3"y Fae'*™ N por e7?™™n e somando em

relacdo a variavel k:

N—1 B N-—1 1 N—-1 B
. . n .
2 :fke—l27rmN _ N E :Fnel21rkﬁ e—l27rmﬁ
k=0 k=0 n=0
N—1 N-—1
_ l F elZﬂn%eleTrm%
= n
N n=0 k=0
1
= —FmN.
N
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Transformada de Fourier Discreta

T N—1 i n _i k
Multiplicando £, = 4 3"y Fae'*™ N por e7?™™n e somando em
relacdo a variavel k:

N—1 B N-—1 1 N—-1 B
. . n .
2 : fke—l27rmﬁ Fnel21rkﬁ e—l27rmﬁ

k=0 k=0 N n=0
N—1 N-—1

_ l F. < ei27rn"‘(lei27'rm"\‘l>
= n

N n=0 k=0

1
= —FmN.

N

N—-1
ouseja, paran=0,...,.N—-1, F, = Z fke*i%nﬁ
k=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Sintese e Aniélise

L= N—1 .
As equacdes f, = m E F,e?™ % ¢ F, = Z fe 2™ s3o
k=0

n=0 =
chamadas de equacdo de sintese e equacio de analise,
respectivamente.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Sintese e Aniélise

N-1
~ 1 ——
As equagdes fy = m g F,e’?™ % e F, E fe 2N s3o
0

chamadas de equacao de sintese e equacao de analise,
respectivamente. Representamos esta relacio por
(fb, e fol) — (Fo, e FN,1) ou simplesmente f <— F.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Sintese e Aniélise

L= N-1 .
As equacdes f, = m E Fne?™ % e F, = Z e 2N s3o
0 k=0

chamadas de equacao de sintese e equacido de analise,
respectivamente. Representamos esta relacio por
(fb, e fol) — (Fo, e FN,1) ou simplesmente f <— F.

Utilizamos as notacdes F, = A, + iB, = a,€e'#" para as
representacdes Cartesiana e polar de F,,.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 5,7 € IR, entdo

Bf +~vg «— BF +4G.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 5,7 € IR, entdo
Bf +~vg «— BF +4G.

@ Periodicidade:
As funcdes f : Z —> IR eF:Z —C definidas pelas

expressdes f(k Z Fne?™ 1w e F(n Z fi ei2mny;

sdo periédicas com perlodo N.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 5,7 € IR, entdo
Bf +~vg «— BF +4G.

@ Periodicidade:
As funcdes f : Z —> IR eF:Z —C definidas pelas

expressdes f(k Z Fne?™ 1w e F(n Z fi ei2mny;
sdo periédicas com perlodo N.
N—1 N—1
o Propriedade da Média: Z i =Fe — Z F,= 1.
k=0 n=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros il @Emplee G Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugacdo: F_, = F}.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugacdo: F_, = F}.

@ Simetria:
A, e a, sdo funcdes pares.
B, e ¢n sdo funcbes impares.
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugacdo: F_, = F}.

@ Simetria:
A, e a, sdo funcdes pares. foar <— An.
B, e yn sdo fungdes impares. fimpar — iBp.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugacdo: F_, = F}.

@ Simetria:
A, e a, sdo funcdes pares. foar <— An.
B, e yn sdo fungdes impares. fimpar — iBp.

f(t) é par <= F, é real e par.
f(t) é impar <= F, é imaginaria e impar.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Dualidade: Se f «+— F entdo

F+— N(fo, f_l, fo... s ff(Nfl))‘
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Dualidade: Se f +— F entdo
F+— N(fo, f_l, fo... s ff(Nfl))‘
@ Deslocamento no Tempo: Se f +— F e m € Z entdo

(Foms Aoy fN—1—m) ¢ (WOFg, WM F W2mE, . o WwN=UmpEy ),
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Dualidade: Se f +— F entdo
F+— N(fo, f_l, fo... s ff(Nfl))‘
@ Deslocamento no Tempo: Se f +— F e m € Z entdo

(Foms Aoy fN—1—m) ¢ (WOFg, WM F W2mE, . o WwN=UmpEy ),

@ Deslocamento na Frequéncia: Se f «<— F e m € Z entdo

(WO, W™, W2 hy ., WN=I™Ey ) s (Fony frsms -y - 14m)-
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional da DFT

O método direto de céalculo da transformada discreta de Fourier a
partir da expressio

=
L
=
L

Fo= fe =N W n=0,... N-1
0 k=0

=
I

utiliza N? produtos entre nimeros complexos e N(N — 1) somas,
possuindo assim complexidade computacional O(N?).
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional da DFT

O método direto de céalculo da transformada discreta de Fourier a
partir da expressio

N—-1
Fo= fe 2 =3 W= " n=0,....N-1
k=0

utiliza N? produtos entre nimeros complexos e N(N — 1) somas,
possuindo assim complexidade computacional O(N?).

O método FFT (Fast Fourier Transform) permite obter o mesmo
resultado em tempo O(N log N).

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Método Recursivo para a DFT

A ideia simples do calculo da DFT por recursio reside em considerar
N = 28 e particionar o vetor f = (fy, f1,...,fy_1) em duas partes:

fpar = (fo, 2, .., fv—2)

fl'mpar = (fla f-37 ceey fN*l)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Método Recursivo para a DFT

A ideia simples do calculo da DFT por recursio reside em considerar
N = 28 e particionar o vetor f = (fy, f1,...,fy_1) em duas partes:

fpar = (fo, 2, .., fv—2)

7‘i'mpar - (fla f-37 O] fN*l)

e calcular separadamente as DFTs de cada um destes vetores,
combinando os resultados.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
rie de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stz ?omplexa de Fou_rier .

i Transformada de Fou Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Divisdo e Conquista

N—1

; k

Note que F, = fie ?™n
k=0
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Funcdes Trigonométricas

rie de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Divisdo e Conquista

N—1
ok
Note que F, = fie ?™n

Z fe 127rn N+ Z fke l27'rn7

k par k impar
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Divisdo e Conquista

N—1

; k

Note que F, = fie ?™n
k=0

. k P k
2 :fke—127rnﬁ + 2 : fke—l27rnﬁ
k par k impar
N/2—1 N/2—1
2k+1

_i2nn2k i
— 2 : f2ke i2mn gy + 2 : f2k+le i2mn =
k=0 k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Divisdo e Conquista

N—1

; k

Note que F, = fie ?™n
k=0

P k P k
Z fke_127r"W+ Z fke—l27rnﬁ

k par k impar
N/2—1 B N/2—1 "
_j 2k _ 2k+1
— 2 : f2ke i2mn gy + 2 : f2k+le i2mn =
k=0 k=0
N/2—-1 P N/2—1 P
—i2wn 5o —i2rndl —i2Tn 5=
- E fparke n72 +e STy E ﬁmparke N7z
k=0 k=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

érie complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Divisdo e Conquista

N—1

; k

Note que F, = fie ?™n
k=0

P k P k
Z fke_127r"W+ Z fke—l27rnﬁ

k par k impar
N/2—1 B N/2—1 "
_j 2k _ 2k+1
— 2 : f2ke i2mn gy + 2 : f2k+le i2mn =
k=0 k=0
N/2—-1 N/2—1

; k ; k
—i27Tn o= —i2rndl —i27Tn 7>
= E fpa,ke n/2 +e 1T N E ﬁmparke N7z
k=0 k=0

= FFT(fpar)n + efi27rn% FFT(ﬁmpar)n
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + eil%nNFFT(fimpar)n
as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN

—5 (2C(N/4) + aN/2) + aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + eil%nNFFT(fimpar)n
as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN

—5 (2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N —1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N —1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N —1}). Temos

C(N) 2C(N/2) 4+ aN
2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
4(2C(N/8) + aN/4) 4+ 2aN = 8C(N/8) 4 3aN
23C(N/23) + 3aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) 2C(N/2) +aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) +2aN = 8C(N/8) + 3aN

=23C(N/23) + 3aN

=24C(N/2%) + d4aN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) 2C(N/2) +aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) +2aN = 8C(N/8) + 3aN

23C(N/23) + 3aN

=24C(N/2%) + d4aN

=2BC(N/2B) + BaN
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fn = FFT(fpar)n + eii%n%FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periddicas com periodo % (ainda que

ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) 2C(N/2) +aN

2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN

4(2C(N/8) + aN/4) +2aN = 8C(N/8) + 3aN

23C(N/23) + 3aN

=24C(N/2%) + d4aN

2BC(N/2B) + BaN
NC(1) + BaN
O(N log N)
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

N-1
1 v n
Retomando a equacdo de sintese f[k] = N E F,e?mnk
n=0
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Retomando a equacdo de sintese f[k] = N Z F,e?mnk
vemos que as funcdes elementares sdo dadas por
gn[k] — e’27rﬁk7

ou seja, uma exponencial complexa com frequéncia @, = 27§
radianos por amostra.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Para relacionar isso com o tempo, temos 1 amostra = % segundos,
de onde as frequéncias equivalentes em rad/seg e em Hz serdo

wp = Ry = QWR% rad/seg

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)

R _R _R NR

R, B =
O7N7 N73

N,-..,2N

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)
R R _R NR

0,-,2—-,3

R )
7N7 N’ Na"'azN_E(NquISt))
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)
R R _R NR

0,-,2—-,3

R )
7N7 N’ Na"'azN_E(NquISt))

+1)

G

R
N
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)
R R _R NR

0,-,2—-,3

R )
7N7 N’ Na"'azN_E(NquISt))
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

“Bins” da DFT e frequéncias reais

Cada vetor DFT representa entdo coeficientes associados as
frequéncias (em Hz)
R R _R NR

R )
7N72N73 = = E(Nqust),

0 N

N R R R
=(——=+1)—,...,(N-1)— = ——.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e componentes senoidais

Podemos escrever equivalentemente

h,—,[k]
N
7_:

1 : n . —n
flk] = N Fo+ Funy2 + Z F,e?mnk 4 FN_ne’szTk
n=1

onde F, = ape’®" e

hn[k] :F i2m 2 k—i—F* I27rNk

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e componentes senoidais

Podemos escrever equivalentemente

1 hn[k]

1 2z — —
flk] = N Fo+ Funy2 + Z F,e?mnk 4 FN_ne’szTk
n=1

onde F, = a,e'#n e

. o n . ‘5 —n
hn[k] = F,e i2m 5 k—i—F* I27rNk:aneup,,el27rNk+ane Igo,,el27rNk

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e componentes senoidais

Podemos escrever equivalentemente

1 hn[k]

1 2z — —
flk] = N Fo+ Funy2 + Z F,e?mnk 4 FN_ne’szTk
n=1

onde F, = a,e'#n e

i jog=n ; orn i jom=n
hn[k] — Fnel27rNk + F;]kel27'l' Nk — aneup,,el27rNk + ape ipn @i2T k
—a, <ei(27rﬁk+<p,,) 4 e—i(27rﬁk+ap,,))
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e componentes senoidais

Podemos escrever equivalentemente

1 hn[k]

1 2z — —
flk] = N Fo+ Funy2 + Z F,e?mnk 4 FN_ne’szTk
n=1

onde F, = a,e'#n e

- n : —n . : n . : —n

hn[k] — Fnel27rﬁk + F;]kel27'l'Wk — aneup,,el27rﬁk +Oén67'90"el27rﬁk
H n ;5 n

= a, <el(27rﬁk+99n) 4 e—l(27rﬁk+50n)) = 2a, COS(QF%/( + Spn)-
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e enjanelamento

E importante entender o que acontece quando computamos o
espectro de um “recorte” de uma funcdo senoidal.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stortlz cempe ok Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e enjanelamento

E importante entender o que acontece quando computamos o
espectro de um “recorte” de uma funcdo senoidal. Pelas equacdes
de analise e sintese o recorte serd “interpretado” como um periodo
de uma funcdo que se repete a cada N amostras:
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e enjanelamento

Assim o espectro mostrara uma combinacio de componentes que
represente o sinal z[k] = x[k] - w[k] onde

1 se0<k<N-1

wikl = 0 c.c

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
Mensuracdo de espectros = crmplze o e
i Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

DFT e enjanelamento

Assim o espectro mostrara uma combinacio de componentes que
represente o sinal z[k] = x[k] - w[k] onde

1 se0<k<N-1
W[k]_{ 0 c.c.

Teorema da Convolugdo: xy «— X * Y onde

(X5 Y)n=> XmYn-m.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Enjanelamento e convolucdo

Seja z[k] = x[k] - y[k]. Entdo Z[n] sera dado por

N—-1
Zlnl =Y z[kle 2w
k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
poentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stortlz cempe ok Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Enjanelamento e convolucdo

Seja z[k] = x[k] - y[k]. Entdo Z[n] sera dado por

N-1 N-1
Zln] =Y zlkle ™ = 3" x[kly[kle "W
k=0 k=0
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Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Enjanelamento e convolucdo

Seja z[k] = x[k] - y[k]. Entdo Z[n] sera dado por

N-1 R o
Z[n) = z[Kle” ™" =Y x[kly[k]e~™"w
k=0 k=0
N1 /. N-1 N-1
_ % 3 Xpe2ki % 3 y 2Tk | g=izen;
k=0 \'" m=0 1=0
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Enjanelamento e convolucdo

Seja z[k] = x[k] - y[k]. Entdo Z[n] sera dado por

N-1 ' . N—1 . )
Z[n] = z[k]e—l27rnﬁ — Z X[k]y[k]e_’%”ﬁ

1 1 N I K
. m . .
Xm6127rkﬁ N § : Y/e’27rkﬁ e—l27rnN
1=0

. - —
_ XmYIeI27Tkm N n
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Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos
Mensuracdo de espectros il @Emplee G Fou_rier .

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Enjanelamento e convolucdo

(m+I—n=0)?N:0

1 N—-1N-1 N—-1 ,
H m+l—n
Z[n] =55 > XmYi Y ek n
m=0 /= k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para funcdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
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Enjanelamento e convolucdo

(m+I—n=0)?N:0

1 N—-1N-1 N—-1 ,
i2 km+ —n
Zln =53 ) Xn) Y ek
m=0 /=0 k=0
N—

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos

Série complexa de Fourier

Transformada de Fourier Continua

Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier

Interpretacdo de Espectros Discretos

Mensuracdo de espectros

Enjanelamento e convolucdo

(m+I—n=0)?N:0

1 N—-1N-1 N—-1 ,
i2 km+ —n
Zln) == XYy Y ek
m=0 /=0 k=0
N—

Uma verificacdo bem parecida vale para os espectros de sinais x[k]
e y[k] em tempo infinito.
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para funcdes periédicas
poentes Complexos
Mensuracdo de espectros Stortlz cempe ok Fou_rier .
i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta

Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Enjanelamento e convolucdo

No caso da janela quadrada, o espectro do sinal desejado é
convoluido pela func3o sinc:

Exemplos em Pd.
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Dualidade e teorema da convolucio

Pela dualidade da tranformada de Fourier, devemos esperar um
resultado anélogo para a convolucdo de sinais no dominio do tempo:
Teorema da Convolucdo (2): x xy «— XY.

Seja z[k] = (x x y)[k] = Z,’\Tl,;é XmYk—m- Entdo Z[n] sera dado por

N-1 . N-1 /N-1 .
Z[n] — § :Z[k]eilzﬂ-nﬁ — § : § :Xm}/k—m ef’zﬂ'"ﬁ
k=0 k=0 \m=0
N-1 N—-1—-m ,
, m .
— § :Xmefl27rnﬁ ylefl27mﬁ
m=0 I=—m

N—1 ] ;
= X[n] | Y yre @™ | = X[n] - Y[n].
=0
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Convolucdes circular e linear

A expressdo (x x y)[k] = >, Xmyk—m pode ser interpretada de
duas maneiras diferentes e Gteis:

@ No contexto de sinais discretos e de tempo finito, onde os
vetores representando sinal e espectro sio implicitamente
periédicos, a expressdo acima é computada como

N—-1
(X * y)[k] = Z XmY(k—m) mod N

m=0

e é chamada de convolucdo circular, para a qual vale o
teorema da convolucdo recém-demonstrado.
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Mensuracio de espectros Série complexa de Fou_rier )

i Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos

Convolucdes circular e linear

@ No contexto de sinais de tempo infinito (x[k], k € Z ), a
convolucdo, chamada linear, admite a forma

(xx V)K= Y XYk,

m=—00
e satisfaz um teorema similar:
Z(w) = X(w)Y(w), Vw.
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Série de Fourier para funcdes periédicas
oentes Complexos
e complexa de Fourier
Transformada de Fourier Continua
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier
Interpretacdo de Espectros Discretos
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Convolucdes circular e linear

@ No contexto de sinais de tempo infinito (x[k], k € Z ), a
convolucdo, chamada linear, admite a forma

e satisfaz um teorema similar:
Z(w) = X(w)Y(w), Vw.

@ Sinais de tempo finito podem ser interpretados como sinais de
tempo infinito (com y[k] =0, Yk #0,1,...,N —1).
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Transformada Rapida de Fourier
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Mensuracdo de espectros

Convolucdes circular e linear

@ No contexto de sinais de tempo infinito (x[k], k € Z ), a
convolucdo, chamada linear, admite a forma

(xx V)K= Y XYk,

m=—00
e satisfaz um teorema similar:
Z(w) = X(w)Y(w), Vw.
@ Sinais de tempo finito podem ser interpretados como sinais de
tempo infinito (com y[k] =0, Yk #0,1,...,N —1). Essa
interpretac3o é Gtil para estudar filtros aplicados a fluxos de

audio (x[k] & um sinal de duracdo indeterminada e y[k] é um
vetor finito de coeficientes do filtro).
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