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2 Geometria e Programacao Linear

2.1 Poliedros e conjuntos convexos

Alguns conceitos geométricos importantes no estudo de programagao
linear sao introduzidos a seguir.
Definicao 2.1 P C IR" € um poliedro se existem A € R™*" e¢b € R™
tais que P ={z € R" | Az > b}.

Como ja vimos, qualquer problema de programagao linear pode ser
escrito na forma geral, onde o conjunto de pontos vidveis é expresso
por Ax > b; assim o conjunto viavel de qualquer PL é um poliedro. O
conjunto {x € R" | Ax = b, x > 0} define um tipo especial de poliedro
que chamaremos de poliedro na forma canonica.

Definigao 2.2 Um conjunto S C R" ¢ limitado se existe K € R, tal
que |z;| < K, Yz € S.

Exercicio 2.1 Mostre que S C IR"™ € limitado se, e somente se, existe
K € Ry tal que ||z]| < K, Yz € S.

Definigao 2.3 Um hiperplano ¢ um conjunto da forma {z € R" |
a'r = b}, e um semi-espago € um conjunto da forma {z € R" | d'z >

b}, ondea € R" eb e R.

Exercicio 2.2 Mostre que a é ortogonal a qualquer direcao interna ao

hiperplano {z | ’x = b}.

adr<b

ax>b

adz="b

Note que hiperplanos e semi-espacos sao casos particulares de poli-

edros, e que todo poliedro é uma interseccao finita de semi-espacos.

'Baseadas no livro de Bertsimas & Tsitsiklis: Introduction to Linear Optimiza-

tion.
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ajz =b;

Definigao 2.4 S C IR" é convexo se Va,y € S, VA € [0,1], Az + (1 —
Ny € S.

convexo

nao-convexo

Definicao 2.5 Sejam x',...,2" € R" e \i,..., \i € R, tais que \; +
s M = 1. 0 wetor ¢ \ix' € dito uma combinagiao convexa

dos vetores x',...,2*. O casco convexo dos vetores x',..., 2% é o

conjunto de todas as combinagoes convexas destes vetores.

x2 6

—

w

Teorema 2.1

1. A interseccao de conjuntos converos € convera.
2. Todo poliedro é convezo.
3. Um conjunto convexo € fechado por combinagoes convezas.

4. O casco convexo de um conjunto finito de vetores é convezo.
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Prova.

1. Sejam z,y € S = N;e;Si € R" e A € [0,1]. Entao
x,y € S;, Vi € I e, como S; é convexo, A+ (1—N)y €
S;, Vi € I, ouseja, Az + (1 — Ny € S.

2. Vamos mostrar que todo semi-espago é convexo: seja
S ={z € R" | dz > b} um semi-espago, z,y € S e
A € [0,1]. Entao a'(Ax+(1—=N)y) = Ad'z+(1—N)ad'y >
Ab+ (1 =X)b = b (usando a’x > b,a’'y > b, A\, (1 —\) >
0) e assim Ax + (1 — \)y € S; logo S é convexo. Pela
parte (1) toda intersecgao finita de semi-espacos (ou

seja, todo poliedro) é convexa(o).

3. A afirmacdo é que se S é convexo, z',...,2F € S e
A, .., A\ € IRy satisfazem A\ 4+ --- + A\ = 1, en-
tao Y8 Nx’ € S. O caso k = 2 é a prépria de-
finicao de convexidade; considere entao que o resul-
tado vale para k e vamos provar que vale também
para k 4+ 1, completando a prova por inducao. Se-
jam 2',.. . 2Ft € S e Ai,..., N1 € Ry tais que
A1+ -+ A1 = 1. Suponha que A\gyq # 1 (sendo

terfamos SR N2t = 2Kt € S): entao
=1 "\ )

k+1 k
P k+1
> oNat = N (1= Ags1) Z 11—
i=1 = k‘—l—l
k
PP 1-X
— i=1 _ k+1
Comol)\ >Oezlll>\k+1_1>\k+1_1)\k+1_

1, temos que y = ZZ 1T /\k 13: € S, e por convexi-
dade, Zfill At = A of 4 + (1= Xy eS.

4. Seja S o casco convexo de z!,..., 2" e y,2 € S. En-
tao y = Zle,uixi e z = fll/Z:L", com u,v > 0 e
SF =% v =1. Seja A € [0, 1]; entdo Ay + (1 —

Nz = M par') + (1= NS via') = S, (A +
(1—=X\)v;)z'. Como A+ (1— )\)1/, >0, VieXF A+
(L= A = AT i (1= N) 5 vy = A (1-3) = 1,

segue que Ay + (1 — X\)z € S. Logo S é convexo.

2.2 Pontos extremos, vértices e solugoes basicas
viaveis

Definicao 2.6 Seja P um poliedro. x € P é um ponto extremo de P
se nao eristemy,z € P,y # z e A € (0,1) tais que v = Ay + (1 — \)z.
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Exercicio 2.3 Mostre que a condi¢ao [ﬂy, z€P y#ztqgx= %(y + z)}

¢ equivalente a da definicdao acima.

Definigao 2.7 Seja P C R" um poliedro. x € P é um vértice de P
se eziste c € R" t.q. dv <y, Yy € P\{x}.

|

Procuramos traduzir os conceitos expressos pelas defini¢oes 2.6 e
2.7 para um contexto algébrico, que utilize a representacao do poliedro
e que permita uma verificacado computacional. Para isso considere um

poliedro P C R" descrito pelas igualdades e desigualdades a seguir:
(l;l‘ Z bi7 1 € M1

gﬂf S bi, 1€ MQ
a,x =b;, 1€ Ms,

a

onde My, My e M3 sdo conjuntos (finitos) de indices.
Definicao 2.8 Se x* satisfaz ajx* = b; para i € ;_, My dizemos que

esta restricao € ativa em x*.

g\

B

P={z€R3 |z +ax2+x3=1, >0}

Note que podemos associar a cada ponto do poliedro um conjunto
de restricoes ativas naquele ponto. Estamos interessados em considerar

conjuntos de restrigoes ativas que estao associados a um unico ponto
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do poliedro. Esta unicidade estd associada a independéncia linear dos
vetores que definem as restri¢oes, como veremos a seguir.
Teorema 2.2 Seja 2* € R" e [ = {i € U}_, M}, | ala* = b;}. Entdo

sao equivalentes:
1. Ezistem n vetores linearmente independentes dentre os a;, 1 € I;
2. O espaco gerado por {a; | i € I} é o R";
3. O sistema de equagoes a,x = b;, i € I tem solug¢ao unica.
Prova.

e (1 = 2) Como existem n vetores a; linearmente in-
dependentes, o espaco gerado por eles tem dimensao
> n. Como este espago gerado é subconjunto do R"
e o unico subespaco do IR" de dimensao n é o proprio

IR", segue a implicacao.

e (2 = 3) Suponha por contradigdo que exista outra
solucao y* # z* para o sistema a,x = b;, i € I. Entao
x* —y* é ortogonal a todos os a;, © € I, e portanto nao

pode ser gerado por eles. Isso contradiz (2).

e (3 = 1) Suponha por contradigdo que nao existam n
vetores linearmente independentes dentre os a;, 7 € I;
entao existe d # 0 ortogonal a todos os a;, 1 € [ e
portanto se z* é solucao de alx = b;, i € I, 2" +d

também ¢é solugao deste sistema, contrariando (3).

Frequentemente diremos que certas restrigoes sao linearmente inde-

pendentes querendo dizer que os vetores a; que as definem sao linear-
mente independentes. Note que se z* é solucao do sistema a,x = b;, i €
I nao necessariamente ¢ verdade que z* seja viavel; outras restrigoes
(com indices fora do conjunto I) poderao ser violadas. Isso nos leva a
seguinte defini¢ao.
Definigao 2.9 Seja P um poliedro e x* € R". x* € dito solugao basica
se todas as restricoes de igualdade sao satisfeitas e além disso dentre as
restricoes ativas existem n linearmente independentes. Uma solugao
basica viavel € uma solug¢ao bdasica que satisfaz todas as restricoes,
inclusive as inativas.

Esta distin¢ao entre igualdades e desigualdades faz com que a defini-
¢ao acima seja dependente da representacao do poliedro: se trocassemos
todas as igualdades por pares de desigualdades, novas solucoes basicas

(invidveis) surgiriam.
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Solugdes bésicas (A e B sdo invidveis)

Observe que se um poliedro possui menos restrigoes do que variaveis
(m < n), entdo o numero de restri¢oes ativas em qualquer ponto é
também menor do que n e portanto nao existem solucoes basicas. Isso
também ocorre quando m > n mas existem menos do que n restrigoes

linearmente independentes:

O teorema a seguir relaciona as defini¢oes anteriores.

Teorema 2.3 Seja P um poliedro e x* € P. Sdo equivalentes:
1. x* € um vértice;
2. x* € um ponto extremo;
3. x* € uma solugao basica vidvel.

Prova.

Sem perda de generalidade considere que P ¢é descrito pelas

desigualdades a,xz > b; e igualdades ajz = b;.

e (1 = 2) Suponha que x* € P é vértice, ou seja, que
existe ¢ € R" tal que 'z* < cy, Yy € P\{z*}. Para
quaisquer y,z € P, y # z e A € (0,1) temos que
dAy+ (1 —=XN)z) =Xy+ (1 =Nz > Aa* + (1 —
N dx* = dx* (a desigualdade se deve a ou * # y ou
x* # z), assim Ay + (1 — \)z # z*; ou seja, x nao
pode ser expresso como combinagao convexa de outros

pontos de P (defini¢ao de ponto extremo)
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e (2 = 3) Suponha por contradigao que z* € P nao seja
uma solucao basica viavel; vamos mostrar que z* nao
pode ser ponto extremo. Seja I = {i | alz* = b;}.
Como z* nao é solucao basica viavel, existem menos
de n dentre os a;, ¢ € I linearmente independentes,
e portanto existe um d # 0 tal que ad = 0, Vi € I.
Como todas as restrigoes inativas (com indices fora de
I) satisfazem alz* > b;, existe um ¢ > 0 tal que o
intervalo [x* — ed, x* + ed] C P e, em particular, 2* =
s(z* —ed) + $(z* + ed), com z* — ed # x* + ed. Isso

contradiz a extremalidade de z*.

e (3=1) Seja ¢ = Y cra; onde [ = {i | ala* = b;}.
Entao para qualquer y € P,
dy=> dy>> b=> ax"=ca"
i€l i€l i€l
Além disso, z* ¢é a tunica solu¢do do sistema a,x =
b;, i € I, ou seja, Vy € P\{z*} vale 'y > dz*, e

portanto z* é vértice.

Note que a definicao de vértice e de ponto extremo independe da
representacao do poliedro; pelo teorema anterior concluimos que a de-
finicao de solugao basica viavel também nao depende da representacao,
muito embora a definicao de solucao basica dependa. Note também
que a definigdo algébrica (solu¢do bésica viavel) pode ser implemen-
tada computacionalmente: pode-se testar se um conjunto de vetores
¢é linearmente independente utilizando o método da triangularizacao.
Outra propriedade importante é:

Corolario 2.1 Dado um numero finito de desigualdades e igualdades
lineares, o nimero de solugoes bdsicas (e consequentemente de vértices)
do poliedro correspondente € finito.

Prova.

Basta notar que o numero de subconjuntos contendo n res-
tricoes linearmente independentes é finito, e cada um esta
associado a no maximo uma solugao bésica x* (no sentido
de corresponder exatamente ao conjunto de restrigoes ativas

em z*).

Apesar de finito, o nimero de vértices de um poliedro pode ser muito
alto mesmo que a descricao do poliedro seja “pequena”™ o hipercubo
unitario em R" é descrito por 2n desigualdades (z; > 0 e z; < 1,
i =1,...,n) e no entanto todos os 2" pontos da forma (zy,...,x,)

com x; € {0, 1} sdo vértices do hipercubo.
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Outro conceito importante associado aos vértices é o de vizinhanca
ou adjacéncia:
Definicao Duas solugoes bdsicas sao ditas adjacentes se existem
n — 1 restri¢oes linearmente independentes que sejam ativas em ambas
as solugoes. Se duas solugoes bdsicas adjacentes sao vidveis, o segmento

de reta que as une € chamado de aresta do poliedro.

Exercicio 2.4 Mostre que todos os pontos da forma (xy,...,x,) com
x; € {0,1} sao vértices do hipercubo unitdario em IR™. Mostre que dois
vértices (x1,...,2,) € (y1,-..,yn)" sdo adjacentes se, e somente se,
eviste um j € {1,...,n} tal que x; =y;, Vi#jex; =1—y,.

2.3 Poliedros na forma canonica

Vamos especializar as definicoes e resultados da secao anterior para
poliedros da forma P = {x € R" | Az = b, x > 0}; estes resultados
serao muito importantes para o desenvolvimento do método simplex.
Frequentemente faremos a hipotese fundamental de que a matriz
A € R™ " possui linhas linearmente independentes e, em particular,
que m < n. Veremos mais tarde que isso nao acarreta perda de genera-
lidade na discussao, pois se P # () entao linhas linearmente dependentes
de A correspondem a restrigoes supérfluas e que podem ser removidas.
Note que toda solugao basica de P precisa satisfazer as restricoes
Ax = b por definicao; isso fornece m restricoes linearmente indepen-
dentes, de acordo com a hipdtese fundamental sobre A. Para obter um
vértice precisamos obter mais n —m restricoes ativas, ou seja, variaveis
x; = 0 (tais que a restrigdo x; > 0 fique ativa). A necessidade de que o
conjunto de restrigoes ativas resultante seja linearmente independente
nos fornece a seguinte caracterizacao:
Teorema 2.4 Considere P = {x € R" | Ax = b, = > 0} e que

A € R™™ possui linhas linearmente independentes. Entio x € IR"

¢ solucao bdsica se e somente se Ax = b e existem indices by, ..., b,
tais que as colunas A™,... A’ sdo linearmente independentes e x; =
0, Vi & {b1,...,bn}.

Prova.

Inicialmente suponha que = € R" satisfaz Az = b e exis-
tem indices by, ..., b, tais que as colunas A™, ..., Abm sao
linearmente independentes e z; = 0, Vi & {by,...,b,}. O
sistema linear 3.7, Az, = b possui solucdo tnica, pois
a matriz {Abl . -Abm} é inversivel. Entao o sistema Axr =

b, x; =0, Vi & {by,...,b,} possui solu¢do unica, visto que
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substituindo z; = 0 em Az = b obtemos Ax = 31, Alx; =
s Abixy, = b. Logo x* é solugao basica.

Por outro lado, considere que x* é solucao basica e seja
I={i|x; #0} ={b1,...,b}. Por definigao, x* é a unica
solucao do sistema Ax = b, x; = 0, Vi € I, e o sistema equi-

valente Zé“:l Abixbi = b possui solucao unica. Entao as colu-

nas A%, ... A% sao linearmente independentes; em particu-
lar & < m. Como posto(A) = dim(col(A4)) = dim(lin(A4)) =
m, podemos obter m—£k colunas A%+ ... Abm de tal forma
que A%, ..., A" s3o linearmente independentes. Além disso
Vi & {by,..., by} temos que i & {by,...,bx} = I, e portanto
z;, = 0.

Exercicio 2.5 Mostre que x* € P ={x € R" | Ax = b, x > 0} ¢ um
vértice de P se e somente se as colunas {A" | zF # 0} sdo linearmente
independentes. Dica: separe em 2 casos; 1 - A possui linhas linearmente

independentes e 2 - A possui linhas linearmente dependentes.

Com o resultado acima podemos construir todos os vértices de um
poliedro usando o algoritmo abaixo.

Algoritmo para construir vértices

1. Escolham fndices I = {by, ..., b, } tais que as colunas A% ... A’

sejam linearmente independentes;
2. Fagaz; =0, Vi & I
3. Resolva o sistema 3;c; A'z; = b;
4. Teste se a solucao x* satisfaz z* > 0.

Veja que no passo 4 a viabilidade da solugao se reduz ao teste z* > 0,
pois o fato dela satisfazer 3 ;c; A'af =be xf =0, Vi ¢ I garantem que
Az* = b. Se x* é uma solugao bésica associada aos indices {by, ..., by},
as variaveis xp, , . . ., T, sao chamadas variaveis basicas e as restantes
sao chamadas nao-bésicas. As colunas A",..., A’ sao chamadas
colunas basicas e como sao linearmente independentes formam uma

base do IR”™. Chamamos de matriz basica a matriz
B=[AM...AM]

e o correspondente vetor béasico é xp = (zp,,...,2p,,). O valor das
variaveis basicas é obtido resolvendo-se o sistema Bxg = b, cuja tnica

solucao é xp = B~'b.
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Exemplo 2.1 Seja o poliedro P = {x € R" | Az = b, 2 > 0} onde

1121000 8
e 016 0100 b= 12
1000010 4
01 000O0¢O0T1 6

Note que a matriz A possui uma submatriz identidade, cujas colunas
sdo linearmente independentes. Considerando as colunas A*, A%, AS, A"
como bdsicas temos a solugio associada x = (0,0,0,8,12,4,16) que €
um vértice (por ser nao-negativa). Tomando as colunas A3, A5, A5 A7
e resolvendo o sistema correspondente teremos a solugao © = (0,0,4,0,

—12,4,6) que € uma solugdo bdsica invidvel.

Suponha que a matriz possuisse uma coluna A® idéntica a A”; en-
tdo os conjuntos {A3 A5 AS AT} e {A3 A5 AS A%} seriam idénticos.
Porém as duas bases (associadas aos conjuntos de indices {3,5,6,7}
e {3,5,6,8}) sao distintas. Note que as solugoes associadas seriam
x =(0,0,4,0,—-12,4,6,0) ey = (0,0,4,0,—12,4,0,6), que sao distin-

tas.

Por outro lado, ainda no problema original, considere a solugao
x = (4,0,2,0,0,0,6). Verifique que ela estd associada a quatro bases
distintas, formadas pelos conjuntos {Al, A% A3, AT}, {Al, A3 A1 AT},
{AL, A3 A5 AT} e {AY, A3 AS, AT}, Repare ainda que esta solugdo estd
associada a 8 restricoes ativas, de onde se podem extrair também qua-
tro subconjuntos de 7 restri¢oes linearmente independentes (garantindo

solugao unica do sistema de equagdes associado).

O poliedro acima pode ser visto como uma representacao alternativa
para o poliedro em R® abaizo, e toda a discussio acima (traduzindo
a idéia de “base” para “subconjuntos de 3 restrigoes ativas”) pode ser

adaptada para este contexto com a ajuda do desenho que seque.

r1 + 19 + 223 < 8
o 4+ 6x3 < 12
Q={zeR| x < 4
Ty < 6
x1, 2,23 > 0
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Correspondéncia entre bases e solucoes basicas

Como vimos anteriormente, solucoes basicas distintas correspondem
a bases distintas, pois uma base estd associada a um sistema de equagoes
que possui solucao unica. No entanto duas bases diferentes podem
corresponder a mesma solugao bésica (que satisfaz os dois sistemas de
equagoes); além do exemplo que j& vimos, considere o caso extremo em
que b = 0 e todas as bases estao associadas a mesma solucao viavel
(x = 0). A consideragao deste fenomeno é muito importante do ponto
de vista computacional, e estd associado ao conceito de degenerescéncia
que veremos na proxima secao.
Solugoes basicas adjacentes e bases adjacentes

Lembremos que duas solugoes bésicas distintas sao ditas adjacentes
se elas possuem n — 1 restrigoes ativas linearmente independentes em
comum. Em problemas na forma canonica, dizemos que duas bases
sao adjacentes se elas possuem m — 1 colunas em comum (diferem em

apenas uma coluna).

Exercicio 2.6 Prove que duas solu¢oes basicas adjacentes tem sempre
associadas duas bases adjacentes. Prove que se duas bases adjacentes
produzem solucoes bdsicas distintas, entao estas solugoes sao adjacen-

tes.

Exemplo 2.2 No ezemplo 2.1 as bases { A*) A5, A5 A7} e { A3 A5 A5 A"}
sao adjacentes pois diferem em apenas uma coluna. As solucoes bdsicas
correspondentes x = (0,0,0,8,12,4,6)" e y = (0,0,4,0,—12,4,6)" tam-
bém sio adjacentes: o problema estd em R” e elas possuem 6 restrigoes
ativas linearmente independentes em comum (x; > 0,29 > 0 e as 4 res-
trigoes de igualdade). No desenho em IR® estas solugdes correspondem
ax=1(0,0,0) ey =1(0,0,4) (esta ultima € invidvel e nao aparece no
desenho). Verifique as colunas bdsicas e restrigoes ativas em comum

para outros pares de solucoes adjacentes daquele desenho.
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Para ter uma intuicao geométrica de solugoes basicas podemos utili-
zar uma outra interpretacao do problema, que corresponde a encontrar
coeficientes x; que mostrem que b é combinacao linear dos vetores A°
(b =", Alz; = Az). Numa solugao bésica isso é atingido utilizando
apenas m vetores linearmente independentes; para a solucao bésica ser
viavel, todos os coeficientes x; tém que ser positivos. Lembrando de
nossos problemas-exemplo do capitulo 1, as colunas de A estao normal-
mente associadas ao modo como as variaveis de decisao se relacionam
com as exigéncias do problema, e b representa um atendimento ideal
(ou minimo ou maximo) destas exigéncias. Assim A’ representa como
o computador ¢ utiliza as matérias-primas UCP, memdria, leitor de dis-
cos, e b representa as quantidades maximas disponiveis destas matérias
primas (problemas da DEC e problema de produgao); A’ representa
quanto o alimento ¢ fornece de cada nutriente e b a quantidade de cada
nutriente numa dieta balanceada (ou ideal) (problema da dieta); A’ re-
presenta a rotina semanal de trabalho dos enfermeiros que comecam no
dia 7 e b é o quadro funcional minimo do hospital ao longo da semana
(problema do plantdo). Representando as colunas A’ e o vetor b grafi-
camente teremos um esquema dos recursos e exigéncias do problema e
poderemos obter solugdes bésicas utilizando m (ou menos) recursos.
Exemplo Considere o poliedro P = {x € R* | Az = b, x > 0} onde

4 3 —4 —4 ) 1
1 =1 6 —11|’ 2

As colunas A* e o vetor b podem ser representados como seque:
A3

A4

Note que A' e A% sdo linearmente independentes, mas a solu¢do bdsica
correspondente € invidvel pois serd necessdria uma quantidade xo ne-

gativa para escrever b = x1 Al 4+ x5 A?; também serdo invidveis as bases
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associadas a { A%, A*} e {A3, A*}. Os vetores A' e A3 sdo linearmente

independentes e produzem uma solucdo bdsica vidvel x = (%,O, i,O)/;
1 l ;

,5,0)" associada a

{A? A3}, A' e A* nao formam uma base pois sio linearmente depen-

também serd uma solugao bdsica vidvel xz = (0,1

dentes.

A hipétese posto(A) = dim(linha(A)) =m

Haviamos mencionado que a hipdtese de que A possui linhas line-
armente independentes nao restringia em nada a discussao desta secao.
Como exemplo, imagine que uma das linhas de A seja combinacao linear

das outras, digamos A,, = >, ®;A;. Entao existem duas possibilida-
des:

1. by, = > ;cma;bii neste caso qualquer solugao = que satisfaca
A;x =b; parai=1,...,m — 1 ird satisfazer
Aml‘ = (Z OzZA,> xr = Z OziAifL' = Z Ozibi = bm,
<m <m <m

ou seja, a restricao A,,xr = b, é desnecessaria;

2. by # Yiem ibi: pelo mesmo argumento concluiremos que qual-
quer = que satisfaca A;z = b; parai = 1,....,m — 1 NAO ird
satisfazer A,,x = b,,, e portanto o poliedro correspondente é va-

710.

Restringindo a discussao para poliedros nao-vazios, vemos entao que
restricoes que se escrevem como combinacao linear das demais podem
ser descartadas. Isso justifica o seguinte teorema:

Teorema 2.5 Seja P = {x € R" | Az = b, x > 0} # 0, onde
A € R™". Suponha que posto(A) =k < m e que as linhas Ay, ..., Ay

sejam linearmente independentes. Entao P = {x € R" | Ajx = b;, i =

L,....k, >0}

Prova.
Como posto(A) =k e Ay,..., Ay sdo linearmente indepen-
dentes, estas linhas formam uma base do espaco-linha as-
sociado a A. Assim as linhas A;, j = k+ 1,...,m sao
geradas (como combinagao linear) pelas linhas Ay, ..., Ag.

Utilizando o argumento acima, sempre caimos no caso 1
(pois o poliedro é nao-vazio), e com isso provamos que {z €
R" | Aix = b;, i = 1,...,k, > 0} C P. A inclusao
contraria é imediata, pois qualquer = que satisfaz Ax = b
satisfaz Ao =b;, 1=1,... k.k+1,....m.
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Deste teorema concluimos que qualquer poliedro nao-vazio na forma
canonica pode ser re-escrito como P = {z € R" | Dz = f, © > 0},

onde D € R¥" e f € R* podem ser escritos como

Ail 11
Ai bz
D= - e f= ’

e as linhas de D sao linearmente independentes.

Exemplo 2.3 Considere o poliedro definido por

21’1 + H) —+ r3 = 2
T + T2 =
I + Tr3 = ]_

T1, X9, w3 = 0.

A primeira restricao corresponde a soma das outras duas, que por sua
vez sao linearmente independentes. Assim o poliedro acima € equiva-

lente ao definido por
r1 + @29 =1

Ty, xo, 23 > 0.

2.4 Degenerescéncia

O fenomeno conhecido como degenerescéncia esta associado a termos
em uma solucao basica mais do que o nimero minimo necessario de

restricoes ativas:

Definicao 2.10 Uma solucao basica x € R" ¢ degenerada se mais
do que n restrigoes sao ativas em x.

Assim, se o poliedro estd em IR? uma solucao bésica degenerada estd
na interseccio de 3 ou mais retas; em IR® a interseccao de 4 ou mais
planos define uma solugao basica degenerada. No caso de poliedros
canonicos, pode-se traduzir a definicao acima como:

Definigao 2.11 Seja P = {x € R" | Az = b,z > 0} com A € R™" e
x uma solugcao bdsica. Dizemos que x € degenerada se x possui mais

de n —m componentes nulas.
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Solugdes bésicas vidveis nao-degeneradas: B,E
Solugdes bésicas vidveis degeneradas: A,C
Solugéo bésica (invidvel) ndo-degenerada: F
Solugéo bésica (invidvel) degenerada: D

Exemplo Voltando ao exemplo 2.1 da pdgina 24, podemos obser-
var que a solugio bdsica x = (2,6,0) da formulagio em R® ¢ ndo-
degenerada, pois possui exatamente 3 restricoes ativas: xy+ ro+ 2x3 =
8, 13 =6 e x3 = 0; a solugdo correspondente x = (2,6,0,0,6,2,0) em
R” também € ndao-degenerada, pois possui exatamente n—m = 7—4 = 3
componentes nulas. Por outro lado, a solugio z = (4,0,2) em IR® ¢ de-
generada, pois sao ativas 4 restricoes: x1+To+2x3 =8, x9+6x3 = 12,
x1 = 4 e x9 = 0; respectivamente, a solugao x = (4,0,2,0,0,0,6)" em
R” também € degenerada, pois possui 4 componentes nulas.
Degenerescéncia nao é uma propriedade exclusivamente geo-
métrica

Note que a propriedade de degenerescéncia esta ligada a represen-
tagao do poliedro. Por exemplo, no poliedro canénico P = {z € IR3 |
x1 — 22 = 0, 21 + 29 + 223 = 2, © > 0}, a solucgdo (1,1,0)" é ndo-
degenerada (pois possui apenas uma componente nula) enquanto a so-
lugao (0,0,1)" é degenerada (possui duas componentes nulas); mas o
mesmo conjunto P C IR* pode ser descrito como {z € R® | 71 — zp =
0, 21 + 22 + 223 = 2, &3 + 22 > 0, 27 < 1, zy < 1} (poliedro
nao-canénico) e nessa representagao a solucao (1,1,0)" é degenerada
e (0,0,1) é ndo-degenerada. (verifique!)

Outro exemplo: seja z* uma solucao basica viavel nao-degenerada
de um poliedro canénico P = {z € R" | Az = b, > 0}, onde
A € R™™; como x* é basica e nao-degenerada, x* possui exatamente
n — m zeros. Mas P pode ser colocado na forma geral P = {x € R" |
Az > b, —Ax > —b, x > 0}; nesta nova representacao x* continuard
possuindo n —m zeros, e além destes mais 2m restri¢oes ativas (Az > b
e —Ax > —b), num total de n + m restrigoes ativas, o que mostra que

x* é degenerada em relacao a esta representacao.
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2.5 Existéncia de vértices

Note que nem todo poliedro possui vértices. Por exemplo, um semi-
espaco em IR?* nao possui vértices; se A €

IRan

poliedro P = {z € R" | Az > b} nao possui solugao bésica vidvel.

Definicao 2.12 Dizemos que um poliedro P C R" contém uma reta
se eristem x € P e d € R"\{0} tais que z + \d € P para qualquer

A€ R

O teorema a seguir mostra que ¢ a propriedade acima caracteriza a

P contém uma reta e nao possui vértices
Q possui vértices e ndo contém uma reta

(nao) existéncia de vértices.
Teorema 2.6 Seja P ={x € R" | Ax > b} # (). Sao equivalentes:

1. P possui (pelo menos) um vértice;

2. A possuin linhas linearmente independentes;

3. P nao contém uma reta.

Prova.

(1 = 2) Pelo teorema 2.3, se © € P é vértice, entao
x é solucao basica viavel e, em particular, possui n

restricoes ativas linearmente independentes.

(2 = 3) Suponha por contradi¢do que P contém uma
reta, ou seja, que existem x € P e d € R"\{0} tais que
A(x + Ad) > b para qualquer A € R. Afirmamos que
Ad = 0: se A;d nao fosse 0 existiriam valores de \ que
violam A;(z 4+ Ad) > b; (por exemplo, A = %).
Entao d é ortogonal a todas as linhas da matriz, e como
existem n dentre elas linearmente independentes temos

d = 0, uma contradicao.
(3= 1)Sejaa® € Pel = {i| Az’ = b;}. Se
{A; | i € I} contém n linhas linearmente independen-

0

tes, £” é um vértice e temos o resultado. Do contrario,
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existe um vetor d € R™\{0} ortogonal ao espago gerado
pelos A;, i € I. Por hipétese, a reta 2°+\d, A € R nao
estd contida em P, e portanto existe um A* # 0 tal que
224+ \*d € P e alguma restricao Ajx > bj inativa em 2
(A;2° > b;) torna-se ativa em z° + \*d (ou seja, satis-
faz A;(x° + \*d) = b;). Para verificar esta afirmagao,
: lbj—Ajz® _ o f [be—Aga?)
escolha 7 tal que a4 = min {W | Apd # 0}
e faca \* = 27:{?%. Note que A; nao pode ser gerado
por {A4; | i € I}, visto que A;d = =(b; — A;2") # 0.
Além disso, todas as restricoes ativas em z° perma-

necem ativas em z° + \*d, pois para i € I temos

:L‘l

Com isso temos um ponto z' = 2° + \*d € P que
possui pelo menos uma restricao ativa a mais do que
2, linearmente independente em relacio as anterio-
res. Se x! possui n restricoes ativas Li., z é vértice
e temos o resultado. Do contrario, podemos repetir o
argumento acima e construir > € P com pelo menos
uma restricdo ativa a mais do que z!, 1.i. em relacao
as anteriores. No maximo depois de n iteragoes, o mé-
todo descrito acima produzird um vértice de P, o que

mostra o resultado.

Um corolario direto do teorema acima é:
Corolario 2.2 Todo poliedro limitado ndao-vazio possui (pelo menos)
um vértice. Todo poliedro canénico nao-vazio possui (pelo menos um
vértice.

Prova.

Para a primeira afirmacao: um poliedro limitado nao con-
tém uma reta. Para a segunda: todo poliedro canonico esta
contido em {z € IR" | > 0}, e este tltimo conjunto nao

contém uma reta.
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2.6 Otimalidade de vértices
Teorema 2.7 Seja o problema de programacao linear

min cdx

PL
(PL) s.a x € P,

e suponha que este problema admite uma solucdao otima e que P possui
pelo menos um vértice. FEntao existe um vértice de P que € solugao
étima de (PL).

Prova.

Seja () o conjunto de solugdes 6timas de (PL), ou seja,
Q={reP|dr=n0}

onde v = min{cdz | x € P} € Re @ # 0 (pela hipdtese
de existéncia da solugao 6tima). Entao @ também é um
poliedro, nao vazio, e () nao pode conter uma reta, visto que
@ C P. Pelo teorema 2.6 ) possui um vértice z*; vamos
mostrar que x* também ¢é vértice de P, o que juntamente

com ¢z* = v concluird a demonstracao.
/L

Suponha por contradicao que x* nao é vertice de P. Entao
existem y, z € P, y # z tais que z* = %y + %z. Como y e z
sao viaveis, c'y > v e dz > v; além disso dz* = %c’y+%c’z =
v, 0 que s6 é possivel com 'y = ¢z = v. Mas isso mostra
que y,z € @, e portanto z* nao seria vértice de ), uma
contradi¢ao. Logo x* é vértice de P e é solucao 6tima, o

que conclui a prova.

Uma das hipoteses do teorema 2.7 é que exista uma solucao 6tima,
para entao concluir que existe um vértice 6timo. O préximo resultado
completa o anterior, ainda no caso em que P possui vértices (nao con-
tém retas): ele afirma que se nao houver um vértice 6timo entdo o
problema ¢ ilimitado (ndo possui solugao 6tima).

Teorema 2.8 Seja o problema de programacao linear

min cz

PL
(PL) s.a x € P,
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e suponha que P possui pelo menos um vértice. Entao ou o valor étimo
de (PL) é —o0, ou eziste um vértice de P que € solu¢do otima de (PL).

Prova.

O ntcleo da demonstracao ¢ a seguinte propriedade: a me-
nos que o problema seja ilimitado, a partir de qualquer
ponto viavel podemos obter um vértice com o valor da fun-
¢ao objetivo melhor do que o ponto inicial; como o nimero
de vértices ¢ finito, o melhor deles serd a solucao 6tima do

problema.

Considere P = {z € R" | Ax > b} (poliedro na forma geral)
e seja r € P qualquer. Se x é vértice, tomamos v = x. Do
contrario, podemos escolher d € R"\{0} tal que A;d = 0,
parai € [ = {i | A;x = b;}, e podemos supor sem perda de
generalidade que ¢’d < 0 (do contrario, usariamos —d).

Agora existem duas possibilidades: ¢’d < 0 ou ¢/d = 0.

No primeiro caso, ou a semi-reta {z + Ad | A > 0} estd
contida em P, assumindo valores ¢(z + A\d) = dx +\ dd
e portanto o valor 6timo do problema é —oo, ou existe um
valor \* > 0 tal que pelo menos mais uma restricao A7
¢ ativa em 2! = 2 + \*d € P e nao é combinacao linear
de {A'};c; (como na demonstracao do teorema 2.6) e além
disso ¢'z! = dr+\*dd < ¢'x. Basta escolher \* = 242" _

A;d
. _ 0
mm{QET’:ff— | Apd < O}.

No segundo caso (¢d = 0), como a reta {z + \d | A € R}
nao esta contida em P, existe um A* € IR tal que pelo
menos mais uma restricao A’ é ativa em 2! =z + \*d € P
e nao ¢ combinacao linear de {A'};cr, e além disso c'z! =

dx 4+ \dd = cx.

Repetindo o argumento no maximo n vezes, ou teremos uma
direcao de ilimitagao da funcao objetivo, ou teremos um

vértice v* tal que dv® < .

Como o nimero de vértices é finito (corolario 2.1), existe um
vértice v* tal que dv* < v para qualquer outro vértice v.
Entao se o problema nao é ilimitado, dv* < dv* < dx, Vo €

P, o que mostra que v* é solucao 6tima do problema.

Um exemplo de programacao nao-linear mostra que a existéncia de

valor 6timo real nao implica na existéncia de solugao 6tima em geral:
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valor étimo=inf{f(x) |

T 2
sendo que Az >1: f(x) =

1}=0
0

Esta é uma propriedade forte que vale para o caso de programacao
linear. Com o auxilio dos teoremas anteriores, podemos generalizar
o resultado e caracterizar todas as possibilidades de um problema de
programacao linear:

Corolario 2.3 Seja o problema de programacgao linear

(PL){ min 'z
s.a x € P,

Entao exatamente uma das sequintes afirmacoes € verdadeira sobre o
problema (PL):

1. P =10 e o valor étimo é +oo;

2. Existe uma direcdo de ilimitacao da funcdo objetivo, e o wvalor

otimo € —oo;

3. Eziste um vértice étimo de uma reformulagcdo canénica (PLC)

equivalente ao (PL).

Exercicio 2.7 Demonstre o teorema acima, formalizando o sequinte
argumento e citando os teoremas utilizados: qualquer problema de pro-
gramagao linear (PL) pode ser transformado em um problema na forma
canénica (PLC) que é equivalente no sentido do teorema 1.1; em par-
ticular, existe uma func¢do injetora do conjunto vidvel de (PLC) para o
congunto vidvel de (PL) que preserva os valores das fungoes objetivo de
(PL) e (PLC). Mostre que as conclusoes do teorema 2.8 para o (PLC)

podem ser transportadas para o (PL).

Exercicios sugeridos para o capitulo 2: 2.1, 2.3-2.10, 2.12-2.17,
2.19 e 2.22.
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