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Objetivos das representacdes sonoras

o Fidelidade da representacdo (ndo perder ou deturpar
informagdo na codificagdo).
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facilitem por exemplo a reprodu¢do, manipulagdo e analise).

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Transdutores
Representagdes sonoras Sinais analégicos

Ruido

Distor¢ao

Gravacgdo

Objetivos das representacdes sonoras

o Fidelidade da representacdo (ndo perder ou deturpar
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Objetivos das representacdes sonoras

o Fidelidade da representacdo (ndo perder ou deturpar
informagdo na codificagdo).

@ Fornecer perspectivas diversas sobre a informagdo (que
facilitem por exemplo a reprodu¢do, manipulagdo e analise).

e Equivaléncia entre representacdes (exemplo mapa x
instrucdes).

@ Nosso escopo: sinais de audio analégicos, sinais digitais de
audio e espectros sonoros.
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Transformacdes entre representacées de audio

@ Registro sonoro: amostragem de um campo sonoro 3D em um
ponto do captac3o.
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Transformacdes entre representacées de audio

Registro sonoro: amostragem de um campo sonoro 3D em um
ponto do captac3o.

ADC: conversio analégico -> digital.

DAC: conversdo digital -> analdgica.

FT ou transformada de Fourier: convers3o da representacdo
entre os dominios temporal e espectral.
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Transformacdes entre representacées de audio

@ Registro sonoro: amostragem de um campo sonoro 3D em um
ponto do captac3o.

@ ADC: conversio analdgico -> digital.
@ DAC: conversdo digital -> analdgica.

@ FT ou transformada de Fourier: conversdo da representacdo
entre os dominios temporal e espectral.

o Existem varias “transformadas de Fourier”: séries de Fourier,
CFT, DFT, DTFT, STFT...
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Transdutores

@ Propésito: converter energia ou informacdo de uma forma

para
outra.
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Transdutores

@ Propésito: converter energia ou informacdo de uma forma para
outra.

@ Ouvido: converte variacdes da pressdo atmosférica em
impulsos nervosos.
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Transdutores

@ Propésito: converter energia ou informacdo de uma forma para
outra.

@ Ouvido: converte variacdes da pressdo atmosférica em
impulsos nervosos.

@ Microfone: converte pressdo sonora em sinais elétricos
continuos.

o Alto-falante: converte sinais elétricos em energia mecanica
(movimento da membrana) e consequentemente em variagdes
da pressdo do ar.
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Acurécia da transducdo

e todo componente eletrénico (e mesmo o ouvido humano)
possui respostas diferenciadas nas diversas faixas de frequéncia
(a chamada resposta em frequéncia)
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e todo componente eletrénico (e mesmo o ouvido humano)
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@ No caso do ouvido humano ja observamos as distorcdes de
natureza psico-actstica (curvas de phons, sones, mels, etc.).
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e todo componente eletrénico (e mesmo o ouvido humano)
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@ No caso do ouvido humano ja observamos as distorcdes de
natureza psico-actstica (curvas de phons, sones, mels, etc.).

@ Microfones possuem um pequeno diafragma que responde a
uma faixa de frequéncias especifica, e mesmo dentro dessa
faixa podem introduzir distorces de amplitude e fase.

@ Alto-falantes possuem membranas muito maiores do que
microfones, e essas membranas n3o tém flexibilidade para
reproduzir grandes faixas de frequéncia.
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Acurécia da transducdo

e todo componente eletrénico (e mesmo o ouvido humano)
possui respostas diferenciadas nas diversas faixas de frequéncia
(a chamada resposta em frequéncia)

@ No caso do ouvido humano ja observamos as distorcdes de
natureza psico-actstica (curvas de phons, sones, mels, etc.).

@ Microfones possuem um pequeno diafragma que responde a
uma faixa de frequéncias especifica, e mesmo dentro dessa
faixa podem introduzir distorces de amplitude e fase.

@ Alto-falantes possuem membranas muito maiores do que
microfones, e essas membranas n3o tém flexibilidade para
reproduzir grandes faixas de frequéncia.

o Alto-falantes especificos: subwoofer, woofer, mid-range
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Sinais analdgicos

@ Seja p(t) a variagdo de pressdo no ar e considere um
transdutor pressdo—>voltagem. Idealmente:

v(t) o< p(t)

Na pratica v(t) < D [p(t)] + r(t) (D=distor¢do, r=ruido).
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Sinais analdgicos

@ Seja p(t) a variagdo de pressdo no ar e considere um
transdutor pressdo—>voltagem. Idealmente:

v(t) o< p(t)

Na pratica v(t) < D [p(t)] + r(t) (D=distor¢do, r=ruido).

@ Distorcdo+ruido lineares sio faceis de eliminar. Tipicamente
estes efeitos s3o n3o-lineares.
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Sinais analdgicos

@ Seja p(t) a variagdo de pressdo no ar e considere um
transdutor pressdo—>voltagem. Idealmente:

v(t) o< p(t)

Na pratica v(t) < D [p(t)] + r(t) (D=distor¢do, r=ruido).

@ Distorcdo+ruido lineares sio faceis de eliminar. Tipicamente
estes efeitos s3o n3o-lineares.

@ Um dos efeitos do ruido é limitar a faixa dindmica de operagdo
dos transdutores.
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Formas de onda analégicas

@ Funcdes periddicas:
f(t+7)="~(t), Vt.

o menor valor de T que verifica esta equacdo é chamado de
periodo da funcio.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Transdutores
Representagdes sonoras Sinais analégicos

Ruido

Distor¢ao

Gravacgdo

Formas de onda analégicas

@ Funcdes periddicas:
f(t+7)="~(t), Vt.

o menor valor de T que verifica esta equacdo é chamado de
periodo da funcio.

e N3o existem sons musicais periédicos (assim como n&o existe
masica que dure toda a eternidade).
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Formas de onda analégicas

@ Funcdes periddicas:
f(t+7)="~(t), Vt.
o menor valor de T que verifica esta equacdo é chamado de

periodo da funcio.

e N3o existem sons musicais periédicos (assim como n&o existe
masica que dure toda a eternidade).

@ Ainda assim, o conceito é muito atil, pois o periodo de um
recorte sonoro (pensando nele repetido ciclicamente) esta
relacionado a frequéncia e ao conceito de altura musical.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Transdutores
Representagdes sonoras Sinais analégicos
Ruido
Distor¢ao
Gravacgdo

Representacdo de sinais periddicos

e Sinais senoidais (w=frequéncia angular, fy=frequéncia em Hz):

x(t) = accos(wt + ¢o)
x(t) = acos(2mfyt + o)

w=2rfy & fo = 5=
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Representacdo de sinais periddicos

e Sinais senoidais (w=frequéncia angular, fy=frequéncia em Hz):

x(t) = acos(wt + o)
x(t) = acos(2mfyt + o)
_ _w
o Somas de senoides: ¥ 2rfy < fo = 57

y(t) = aycos(2rfi + o)
k
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Representacdo de sinais periddicos

e Sinais senoidais (w=frequéncia angular, fy=frequéncia em Hz):

x(t) = accos(wt + ¢o)
x(t) = acos(2mfyt + o)

) w=27f & fh =<
@ Somas de senoides: 0 0= or

y(t) = aycos(2rfi + o)
@ Outras formas de onda:

(t) = 1 telk,k+1), k par
A= 21 t € lk,k+1), k impar

s(2k +t)=1t, Vke Z ¥t € [-1,1]
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Ruido: Definicdes e dificuldades

e Em teoria da informagdo (também em DSP) ruido é qualquer
sinal indesejado adicionado & informago desejada.
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e Em teoria da informagdo (também em DSP) ruido é qualquer
sinal indesejado adicionado & informago desejada.

e Em mudsica, ruido é uma categoria sem fronteiras claramente
definidas, que abrange uma infinidade de sons.
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Ruido: Definicdes e dificuldades

e Em teoria da informagdo (também em DSP) ruido é qualquer
sinal indesejado adicionado & informago desejada.

e Em mudsica, ruido é uma categoria sem fronteiras claramente
definidas, que abrange uma infinidade de sons.

@ Geralmente, ruidos n3o possuem altura musical definida;
porém, alguns sons sem altura musical definida (gongos, sinos,
etc.) ndo sdo necessariamente denominados ruidos.
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Ruido: Definicdes e dificuldades

e Em teoria da informagdo (também em DSP) ruido é qualquer
sinal indesejado adicionado & informago desejada.

e Em masica, ruido é uma categoria sem fronteiras claramente
definidas, que abrange uma infinidade de sons.

@ Geralmente, ruidos n3o possuem altura musical definida;
porém, alguns sons sem altura musical definida (gongos, sinos,
etc.) ndo sdo necessariamente denominados ruidos.

@ Ruidos musicais costumam n3o ser periédicos ou
quase-periédicos (mas existem excegBes: sons de maquinas,
veiculos, apitos, etc.).
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Caracterizacdo de ruidos

o Caracterizagdes espectrais: ruidos de banda-larga,
banda-estreita, branco, etc..
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Caracterizacdo de ruidos

o Caracterizagdes espectrais: ruidos de banda-larga,
banda-estreita, branco, etc..

@ Ruido branco: possui energia constante em todas as faixas de
frequéncia.
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Caracterizacdo de ruidos

o Caracterizagdes espectrais: ruidos de banda-larga,
banda-estreita, branco, etc..

@ Ruido branco: possui energia constante em todas as faixas de
frequéncia.

e Outras cores de ruido:
rosa (energia constante por oitava, espectro 1),
vermelho (Browniano ou %)

cinza (nivel perceptual constante de acordo com uma curva
como dBA ou ISO 226)
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Medidas de amplitude

o Amplitude de pico:
Ap(x, 1) = max{x(t) | t € I}
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Medidas de amplitude

o Amplitude de pico:
Ap(x, 1) = max{x(t) | t € I}

o Amplitude média:

f, |x(t)|dt

Am(xal)_ |/|
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Medidas de amplitude

o Amplitude de pico:
Ap(x, 1) = max{x(t) | t € I}

o Amplitude média:

f, |x(t)|dt

Am(xal)_ |/|

e Amplitude RMS (Root-Mean-Square):

(t)2dt
/]
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Medidas de amplitude

Exemplos:

™

o senoide (Ap = 1, Ap = 2 ~ 0.637, Ams = Y2 ~ 0.707)
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Medidas de amplitude

Exemplos:

o senoide (Ap = 1, A = 2 ~ 0.637, Ayms = %2 ~ 0.707)

e quadrada (A, = Ap = Arms = 1)
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Representagdes sonoras

Medidas de amplitude

Exemplos:

o senoide (A, =1, A, = 2 ~ 0.637, A;ps = 32 ~ 0.707)
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Representagdes sonoras

Medidas de amplitude

Exemplos:

Q

o senoide (A, =1, A, = 2 ~ 0.637, A;ps = 32 ~ 0.707)
e quadrada (A, = Ap = Arms = 1)

o dente-de-serra (A, = 1,Ap = 3, Arms = 3)

@ 110 V AC possui pico de 017187 ~ 155.56 V (equivalente DC).
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Medidas de amplitude

Como calcular?
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta computacional:

octave> N=10000;
octave> x=sin(linspace(0,2*pi,N));
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta computacional:

octave> N=10000;

octave> x=sin(linspace(0,2*pi,N));
octave> A_p = max(x)

A_p = 1.00000
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta computacional:

octave> N=10000;

octave> x=sin(linspace(0,2*pi,N));
octave> A_p = max(x)

A_p = 1.00000

octave> A_m = sum(abs(x))/N

A_m = 0.63656
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta computacional:

octave> N=10000;

octave> x=sin(linspace(0,2*pi,N));
octave> A_p = max(x)

A_p = 1.00000

octave> A_m = sum(abs(x))/N

A_m = 0.63656

octave> A_rms = sqrt(sum(x.*x)/N)
A_rms = 0.70707
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta
matematica:

A = Jo Isen(t)|dt

™
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta
matematica:

A, _ Jo [sen(t)|dt

J sen(
_Jo sen(t)dt
- T
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta
matematica:

A, _ Jo [sen(t)|dt

Jo sen7E t)dt
_ o)
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Medidas de amplitude

Como calcular?
Resposta
matematica:

A, _ Jo [sen(t)|dt

Jo sen7E t)dt
_ o)

_ - cos727r)+cos(0)
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Como calcular?

Resposta

matematica:

A _ g lsen(olar
m =

Jo sen?t)dt

_ [~ cos(t)]]

— cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637
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Jo sen(t)?dt

s

Como calcular? Arms =

Resposta

matematica:

A _ g lsen(olar
m =

Jo sen?t)dt

_ [~ cos(t)]]

— cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637
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Jo sen(t)?dt
Como calcular? Arms = o
Resposta
matematica: Mas foﬁ sen(t)2dt = foﬂ(l — cos(t)?)dt

A = Jo Isen(t)|dt

Jo sen7E t)dt
_ o)

— cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637
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" sen(t)2dt
Como calcular? Arms = M
77
Resposta
matematica: Mas foﬁ sen(t)2dt f (1 — cos(t)?)dt
A flsen(o)lae = Jy 1dt — 5 cos(t)?dt

_ Jo sen?t)dt
[ cos(1)]g
— cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637
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Jo sen(t)?dt
Como calcular? Arms = o
Resposta
matematica: Mas foﬁ sen(t)2dt = foﬂ(l — cos(t)?)dt

_ Jg [sen()ldt =Jo ldt — Io cgs(t)2dt
N I sent)dt =7 — [, sen(t)?dt
_ oSl

= cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637

Am
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" sen(t)2dt
Como calcular? Arms = M
0
Resposta
matematica: Mas foﬁ sen(t)2dt = fow(l — cos(t)?)dt
A _ Jolsen()ldt = Jo 1dt — J§ cos(t)?dt

™ ort =m — [y sen(t)?dt
= w Logo [y sen(t)?dt =73
_ [=cos(t)lg

= cos727r)+cos(0)

= 2 ~0.637
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Representagdes sonoras

Medidas de amplitude

Transdutores
Sinais analégicos
Ruido

Distor¢ao
Gravacgdo

Como calcular?
Resposta
matematica:

A = Jo Isen(t)|dt
_ fo"se&t)dt

[ cos(t)]g

— cos7£7r)+cos(0)

2 % 0.637

Marcelo Queiroz

A= Jo sen(t)?dt
m
Mas [; sen(t)?dt = [;(1— cos(t)?)dt
= [, 1dt — [§ cos(t)?dt

=m — [y sen(t)?dt

/ sen(t )2dt
\/7
\/,

Moore - Capitulo 2

Logo [y sen(t)?dt

e portanto A,ms

—_

——0707

N



Transdutores
Representagdes sonoras Sinais analégicos
Ruido
Distor¢ao
Gravacgdo

Relagdo sinal ruido (SNR)

@ A relacdo sinal-ruido de um sistema é definida como

SR — maxima amplitude representavel
~ amplitude RMS do ruido
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Ruido
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Gravacgdo

Relagdo sinal ruido (SNR)

@ A relacdo sinal-ruido de um sistema é definida como

SR — maxima amplitude representavel
~ amplitude RMS do ruido

@ A mesma medida em dB:

méaxima amplitude representavel
SNR =201
8 amplitude RMS do ruido
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Gravacio

Relagdo sinal ruido (SNR)

@ A relacdo sinal-ruido de um sistema é definida como

SR — maxima amplitude representavel
~ amplitude RMS do ruido

@ A mesma medida em dB:

méaxima amplitude representavel
SNR =201
8 amplitude RMS do ruido

@ Observacdo: dB é normalmente medido em
intensidade/energia; como energia oc amplitude?,

E A A2 A

dBe = 10log — = 10log 5 = 10log ( — | -= 20log —— = dBa.
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Representagdes sonoras Sinais analégicos
Ruido
Distor¢cdo
Gravacgdo

Tipos de distorcido

@ Distorcdo em frequéncia: dispositivos reais s3o caracterizados
por curvas de resposta que n3o sio perfeitamente planas, e
que apresentam quedas abruptas de resposta nas extremidades
da faixa de frequéncia de operacio.
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Ruido

Distor¢cdo

Gravacio

Tipos de distorcido

@ Distorcdo em frequéncia: dispositivos reais s3o caracterizados
por curvas de resposta que n3o sio perfeitamente planas, e
que apresentam quedas abruptas de resposta nas extremidades
da faixa de frequéncia de operacio.

o Distorcdo de amplitude: é caracterizada por n3o-linearidades
na relacdo entre entrada e saida. Por exemplo, se a entrada
varia numa faixa de valores maior do que o dispositivo
consegue mapear, o sinal fica “clippado”.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Transdutores
Representagdes sonoras Sinais analégicos

Ruido

Distor¢cdo

Gravacgdo

Exemplo de distorcao de amplitude

+1 sex>1
Exemplo: D(x) =< x sexe[-1,1] ex(t)=1.5cos(t).
-1 sex< -1

2
° 5 X(D=15"cos(t)
Y(=D(x(®)
15
1
1
05
05
0 0
05
05
1
1
15
P -15
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Exemplo de distorcao de amplitude
Exemplo: D(x) = 2x3 — x.

1
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Tipos de distorcido

@ Distorcio de fase: & caracterizado por diferencas de atraso
entre frequéncias diferentes.
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Ruido

Distor¢cdo

Gravacgdo

Tipos de distorcido

@ Distorcio de fase: & caracterizado por diferencas de atraso
entre frequéncias diferentes.

e Exemplo: num alto-falante com 3 drivers (graves, médios e
agudos), as pequenas diferengas de posicionamento dos
falantes ja introduzira diferencas de atraso na chegada do som
ao ouvinte.
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Tipos de distorcido

@ Distorcio de fase: & caracterizado por diferencas de atraso
entre frequéncias diferentes.

e Exemplo: num alto-falante com 3 drivers (graves, médios e
agudos), as pequenas diferengas de posicionamento dos
falantes ja introduzira diferencas de atraso na chegada do som
ao ouvinte.

e Em 10000 Hz, o comprimento de onda é de 3.44 cm (8.6 mm
de diferenga dos caminhos ja resulta em 90° de desvio de fase)
Em 1000 Hz, o comprimento de onda & de 34.4 cm (8.6 cm de
diferen¢a dos caminhos ja resulta em 90° de desvio de fase)
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Exemplo de distorcdo de fase

Phase
( #)——- distortion
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Exemplo de distorcdo de fase

Phase
( #)——- distortion

@ Exemplo em Pd
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Percepcdo da distorcio

@ Em termos perceptuais, considera-se que em tons
quasi-periédicos
distorcdo de fase < distorcdo em frequéncia < distor¢do de amplitude
onde < deve ser lido como “é menos pior que”.
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Percepcdo da distorcio

@ Em termos perceptuais, considera-se que em tons
quasi-periédicos
distorcdo de fase < distorcdo em frequéncia < distor¢do de amplitude
onde < deve ser lido como “é menos pior que”.

@ A forma de onda n3o ajuda muito a entender estas diferencas:
formas muito diferentes podem soar quase iguais, e formas
muito parecidas podem soar bastante diferentes.
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Percepcdo da distorcio

@ Em termos perceptuais, considera-se que em tons
quasi-periédicos
distorcdo de fase < distorcdo em frequéncia < distor¢do de amplitude
onde < deve ser lido como “é menos pior que”.

@ A forma de onda n3o ajuda muito a entender estas diferencas:
formas muito diferentes podem soar quase iguais, e formas
muito parecidas podem soar bastante diferentes.

o A distorcdo de fase pode ser muito perceptivel em sons
transientes (ataques ruidosos, consoantes).
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Ruido

Distor¢cdo

Gravacio

Percepcdo da distorcio

@ Em termos perceptuais, considera-se que em tons
quasi-periédicos
distorcdo de fase < distorcdo em frequéncia < distor¢do de amplitude
onde < deve ser lido como “é menos pior que”.

@ A forma de onda n3o ajuda muito a entender estas diferencas:
formas muito diferentes podem soar quase iguais, e formas
muito parecidas podem soar bastante diferentes.

o A distorcdo de fase pode ser muito perceptivel em sons
transientes (ataques ruidosos, consoantes).

@ Ruido de banda-larga (mesmo com intensidade razoavel), pode
ser menos perceptivel que ruido de banda-estreita (mesmo
com intensidade bem mais baixa).
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Gravacdo

@ Objetivos: transmissdo no tempo e espaco.
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Ruido

Distor¢ao

Gravacgio

Gravacdo

@ Objetivos: transmissdo no tempo e espaco.

@ Registro magnético: um eletromagneto converte um sinal
elétrico analégico em um campo magnético variavel que
redistribui as particulas de um material sensivel ao campo
magnético (por exemplo éxido de ferro).
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Gravacdo

@ Objetivos: transmissdo no tempo e espaco.

@ Registro magnético: um eletromagneto converte um sinal
elétrico analégico em um campo magnético variavel que
redistribui as particulas de um material sensivel ao campo
magnético (por exemplo éxido de ferro).

@ Dificuldades: sensibilidade a campos magnéticos externos, ao
magnetismo das outras camadas de fita que sdo enroladas
(print-through), a distribuicdo desigual de material (causando
drop-outs), etc.
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Gravacdo

@ Sistemas de reducdo de ruido funcionam através da pré-énfase
de regides mais afetadas pelo ruido tape hiss; no playback, as
mesmas regides sdo correspondentemente atenuadas.
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@ Sistemas de reducdo de ruido funcionam através da pré-énfase
de regides mais afetadas pelo ruido tape hiss; no playback, as
mesmas regides sdo correspondentemente atenuadas.

o Entender as caracteristicas do registro e transmissdo
analégicas sdo fundamentais para a construcdo de conversores
entre as representagdes analdgica e digital (esta altima
essencial para a computacdo musical).
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quanti 30 Linear
Quantizacdo N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Digitalizagdo: Sistemas ADC e DAC

@ Representacdo digital: sequéncias de amostras
X1, X2, . ..,Xn, ... associadas a instantes equi-espacados.
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizag3o Linear
Quant o N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Digitalizagdo: Sistemas ADC e DAC

@ Representacdo digital: sequéncias de amostras
X1, X2, . ..,Xn, ... associadas a instantes equi-espacados.

@ Formato mais comum: PCM = Pulse Code Modulation, onde
cada x, consiste em um vetor de bits representando o valor
instantaneo de uma amostra.
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizag3o Linear
Quantizagdo N3o-Linear
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Digitalizagdo de som

Digitalizagdo: Sistemas ADC e DAC

@ Representacdo digital: sequéncias de amostras
X1, X2, . ..,Xn, ... associadas a instantes equi-espacados.

@ Formato mais comum: PCM = Pulse Code Modulation, onde
cada x, consiste em um vetor de bits representando o valor
instantaneo de uma amostra.

o PCM é caracterizado principalmente pela taxa de amostragem
(namero de amostras por segundo, em Hz) e pelo formato da
amostra (namero de bits e tipo de codificagdo).
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Amostragem
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Digitalizagdo: Sistemas ADC e DAC

@ Representacdo digital: sequéncias de amostras
X1, X2, . ..,Xn, ... associadas a instantes equi-espacados.

@ Formato mais comum: PCM = Pulse Code Modulation, onde
cada x, consiste em um vetor de bits representando o valor
instantdneo de uma amostra.

o PCM é caracterizado principalmente pela taxa de amostragem
(namero de amostras por segundo, em Hz) e pelo formato da
amostra (namero de bits e tipo de codificagdo).

o Alternativas: DPCM, PAM, PWM, DM, ADPCM, etc.
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T
sirgl analogico
dinal digital %

*,
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizag3o Linear
Quantizagdo N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Limitacdes da Representacdo Digital

e Teorema da amostragem (Shannon-Nyquist): para
representar digitalmente sem perdas um sinal analdgico
contendo frequéncias estritamente menores do que X Hz é
suficiente tomar pelo menos 2X amostras por segundo. Mais
ainda, para se representar corretamente todas as senoides no
intervalo [0, X] Hz & necessario tomar pelo menos 2X amostras
por segundo.
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizag3o Linear
Quantizagdo N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Limitacdes da Representacdo Digital

e Teorema da amostragem (Shannon-Nyquist): para
representar digitalmente sem perdas um sinal analdgico
contendo frequéncias estritamente menores do que X Hz é
suficiente tomar pelo menos 2X amostras por segundo. Mais
ainda, para se representar corretamente todas as senoides no
intervalo [0, X] Hz & necessario tomar pelo menos 2X amostras
por segundo.

@ Intuicdo: uma senoide com frequéncia X HZ precisa de pelo
menos 2 amostras (41 e -1) para representar cada ciclo.
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Limitacdes da Representacdo Digital
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Sistemas ADC e DAC
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Quantizag3o Linear
Quant o N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Limitacdes da Representacdo Digital

o Necessidade do teorema: facil de ver através do fenémeno de
rebatimento (aliasing, se¢des 2.2.3 e 2.2.4).
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Aliasing

Quantizac¢do Linear
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Codificacdo

Digitalizagdo de som

Limitacdes da Representacdo Digital

o Necessidade do teorema: facil de ver através do fenémeno de
rebatimento (aliasing, se¢des 2.2.3 e 2.2.4).

e Suficiéncia do teorema: n3o é trivial (inversibilidade da
DTFT).
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizac¢do Linear
Quan ¢do N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Limitacdes da Representacdo Digital

o Necessidade do teorema: facil de ver através do fenémeno de
rebatimento (aliasing, se¢des 2.2.3 e 2.2.4).

e Suficiéncia do teorema: n3o é trivial (inversibilidade da
DTFT).

@ Se R Hz é a taxa de amostragem, entdo a frequéncia limite de
representa¢do R/2 Hz é chamada de frequéncia de Nyquist.
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Conversdo Analégico-Digital (R Hz, N bits)

@ Primeiro passo: remover frequéncias acima de Nyquist
(R/2 Hz).

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Sistemas ADC e DAC
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Aliasing

Quanti 30 Linear
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Conversdo Analégico-Digital (R Hz, N bits)

@ Primeiro passo: remover frequéncias acima de Nyquist
(R/2 Hz).

@ Segundo passo: colher amostras a cada 1/R segundos.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizac¢do Linear
Quantizagdo N3o-Linear
Codificacdo

Digitalizagdo de som

Conversdo Analégico-Digital (R Hz, N bits)

@ Primeiro passo: remover frequéncias acima de Nyquist
(R/2 Hz).
@ Segundo passo: colher amostras a cada 1/R segundos.

@ Terceiro passo: Quantizar cada amostra usando N bits (se¢do
2.2.5).
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Conversdo Analégico-Digital (R Hz, N bit

Analog
input

Lowpass
at < R/2 Hz

Sample
at R Hz

Quantize
to N bits

000,073,120,127,100, ...
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Conversdo Digital-Analégica

@ Primeiro passo: construir um sinal analégico “escalonado”
(médulo DAC: chave k o 2K).
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Conversdo Digital-Analégica

@ Primeiro passo: construir um sinal analégico “escalonado”
(médulo DAC: chave k o 2K).

@ Segundo passo: eliminar transientes (deglitcher:
sample-and-hold).
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Conversdo Digital-Analégica

@ Primeiro passo: construir um sinal analégico “escalonado”
(médulo DAC: chave k o 2K).

@ Segundo passo: eliminar transientes (deglitcher:
sample-and-hold).

@ Terceiro passo: remover frequéncias acima de Nyquist (filtro
passa-baixa em R/2 Hz).
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Conversdo Digital-Analégica

Analog
output
Lowpass
at<R/2 Hz
Deglitcher ﬁ w
N-bit JJJ

DAC
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Aliasing ou Rebatimento

o Aliasing € um fendmeno que ocorre quando tentamos
representar um sinal que n3o é representavel com a taxa de
amostragem usada.
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Aliasing ou Rebatimento

o Aliasing € um fendmeno que ocorre quando tentamos
representar um sinal que n3o é representavel com a taxa de
amostragem usada.

@ Uma componente senoidal é considerada super-amostrada se é
representada por mais de 2 amostras por ciclo, criticamente
amostrada se é representada por exatamente 2 amostras por
ciclo (frequéncia de Nyquist) e sub-amostrada se é
representada por menos de 2 amostras por ciclo.
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Aliasing ou Rebatimento

o Aliasing € um fendmeno que ocorre quando tentamos
representar um sinal que n3o é representavel com a taxa de
amostragem usada.

@ Uma componente senoidal é considerada super-amostrada se é
representada por mais de 2 amostras por ciclo, criticamente
amostrada se é representada por exatamente 2 amostras por
ciclo (frequéncia de Nyquist) e sub-amostrada se é
representada por menos de 2 amostras por ciclo.

@ Senoides sub-amostradas serdo erroneamente interpretadas
como possuindo frequéncia mais baixa.
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Senoide super-amostrada

Oversampled
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Senoide criticamente amostrada

Critically

sampled

| | | |
| I | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
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Senoide sub-amostrada (rebatida)
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Rebatimento (ponto de vista algébrico)

@ Uma senoide digitalizada é uma funcio de tempo discreto

x[n] = acos (27Tf% + c,oo) .
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Rebatimento (ponto de vista algébrico)

@ Uma senoide digitalizada é uma funcio de tempo discreto

x[n] = acos (27Tf% + c,oo) .

o Sef=fh+kR (ke Z), entdo Vn € Z temos

x[n] = acos (2rfF + o)
= . cos (27r (fo + kR) % + soo)
= acos (27fo B + 27rkn + o)
= . cos (2 s —i—soo)
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Rebatimento (ponto de vista algébrico)

@ Uma senoide digitalizada é uma funcio de tempo discreto

x[n] = acos (27Tf% + c,oo) .

o Sef=fh+kR (ke Z), entdo Vn € Z temos
x[n] = acos (2rfF + o)
= acos (2m(fo + kR)H + o)
= acos (2mfof + 2mkn + o)
= . cos (27rfo% + 900)

e Todas as frequéncias {f = fy + kR | k € Z } pertencem a
uma mesma classe de equivaléncia, cujo representante natural
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Rebatimento (ponto de vista perceptual)

@ Senoides com frequéncia acima de Nyquist simplesmente soam
com a frequéncia rebatida de acordo com a express3o
f, = f — round (%) R.
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Rebatimento (ponto de vista perceptual)

@ Senoides com frequéncia acima de Nyquist simplesmente soam
com a frequéncia rebatida de acordo com a express3o
f, = f — round (%) R.

e Exemplos de rebatimento em Pd (senoides).
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Rebatimento (ponto de vista perceptual)

@ Senoides com frequéncia acima de Nyquist simplesmente soam
com a frequéncia rebatida de acordo com a express3o
_ f
f, = f — round (P) R.
e Exemplos de rebatimento em Pd (senoides).
o Algoritmos de sintese e processamento podem produzir

componentes acima de Nyquist, com distorcdes
especificamente associadas ao rebatimento.
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio

(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio
(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar

@ Porém esta express3o viola a condicdo de limitacdo de banda:
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio

(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar

@ Porém esta express3o viola a condicdo de limitacdo de banda:

q(t) = sen(2mit) + $sen(2n3t) + Lsen(2r3t)
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio

(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar

@ Porém esta express3o viola a condicdo de limitacdo de banda:

q(t) = sen(2r3 t)+ 3sen(27r t) + i sen(2m3t)
+1 sen(27r t) + & sen(273 t) + & sen(ZTr% t)
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio
(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar
@ Porém esta express3o viola a condicdo de limitacdo de banda:

q(t) = sen(2mit)+ 3 sen(27r t) + i sen(2m3t)
+1 sen(27r t)+ 3 sen(27r t) + & sen(27r% t)
+ 13 sen(27r 13 ) + 115 sen(27r 15 t) R
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Podemos sintetizar uma onda quadrada perfeita pela expressio

(t) = 1 telk,k+1), k par
A=\ -1 te [k,k + 1), k impar

@ Porém esta express3o viola a condicdo de limitacdo de banda:

q(t) = sen(2mit)+ 3 sen(27r t) + i sen(2m3t)
+1 sen(27r t)+ 3 sen(27r t) + & sen(27r% t)
+ 13 sen(27r 13 ) + 115 sen(27r 15 t) R

e Exemplos de rebatimento em Pd (ondas quadradas).
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Na pratica a onda gerada seria bem diferente:

1 kf;
y(t) = k_gS 7 Sen (27r (kfo — round <R0> R) t> .
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Exemplo de rebatimento: onda quadrada

@ Na pratica a onda gerada seria bem diferente:

1 kf;
y(t) = k_gS 7 Sen (27r (kfo — round <R0> R) t> .

@ A solucdo é usar uma aproximacdo da onda quadrada com
limitacdo na faixa de frequéncias:

1
g(t) = Z 7 sen (2mkfot)
k=135,...

de tal modo que kf0<§:>ﬂ)< %.
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Exemplo de rebatimento: overdrive

@ Sinais com infinitos harménicos podem ser gerados tanto na
sintese quanto no processamento sonoro.
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Exemplo de rebatimento: overdrive

@ Sinais com infinitos harménicos podem ser gerados tanto na
sintese quanto no processamento sonoro.

@ Um exemplo muito préximo do anterior &€ o da distorcio do
tipo overdrive, onde a amplitude é distorcida por uma funcio
do tipo

D(x) = clip(x, &) = min{a, max{—a, x}}
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Exemplo de rebatimento: overdrive

@ Sinais com infinitos harménicos podem ser gerados tanto na
sintese quanto no processamento sonoro.

@ Um exemplo muito préximo do anterior &€ o da distorcio do
tipo overdrive, onde a amplitude é distorcida por uma funcio
do tipo

D(x) = clip(x, &) = min{a, max{—a, x}}

@ Quanto maior a diferenca entre a amplitude de uma senoide e
o valor de clipping «, mais parecida sera a saida desse processo
com uma onda quadrada (infinitos harménicos = aliasing):

N\ NN\ NN
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Quantizagdo Linear (LQ)

@ Objetivo: Mapear uma faixa continua de valores de entrada
[~ E,+E] a um conjunto finito de 2V valores de amplitude
discreta.
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Quantizagdo Linear (LQ)

@ Objetivo: Mapear uma faixa continua de valores de entrada
[~ E,+E] a um conjunto finito de 2V valores de amplitude
discreta.

@ Divisdo Iinear o intervalo [—E, +E] é dividido em pedagos de
tamanho com fronteiras

E E _ N1

ko (k+1)=c— |, k

N-1
AT | k= e
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Quantizagdo Linear (LQ)

@ Objetivo: Mapear uma faixa continua de valores de entrada
[~ E,+E] a um conjunto finito de 2V valores de amplitude
discreta.

@ Divisdo Iinear o intervalo [—E, +E] é dividido em pedagos de
tamanho com fronteiras

E E

ki (k+ Dy

T L k=—2N=1  oN-1_q

e Cada intervalo destes sera mapeado em um Gnico cédigo de N
bits que normalmente representa o valor médio do intervalo.
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Quantizagdo Linear (LQ)

@ Objetivo: Mapear uma faixa continua de valores de entrada
[~ E,+E] a um conjunto finito de 2V valores de amplitude
discreta.

@ Divisdo Iinear' o intervalo [—E, +E] é dividido em pedagos de
tamanho com fronteiras

£ E N—-1 N-1
[k2l\ll’(k+1)2/\/1:|7k:—2 s 2N

e Cada intervalo destes sera mapeado em um Gnico cédigo de N
bits que normalmente representa o valor médio do intervalo.
@ Assimetria na atribuicdo: pontos na fronteira de dois intervalos

devem ser “arredondados’ para cima ou para baixo.
Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Exemplo: Quantizacio Linear

Sinal amostrado sem quantizac3o:

1 T T T

sirfl analogico
nal digital ¥
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Exemplo: Quantizacio Linear

Sinal amostrado e quantizado:

1
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Erro de quantizacio

@ Seja g(x) o mapa n3o-linear que transforma uma amplitude
x € [~E,+E] em um dos cédigos g € {0,1,...,2V — 11 e
d(q) o mapa que atribui um cédigo g € {0,1,...,2V} a um
valor x € [—E,+E].
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Erro de quantizacio

@ Seja g(x) o mapa n3o-linear que transforma uma amplitude
x € [~E,+E] em um dos cédigos g € {0,1,...,2V — 11 e
d(q) o mapa que atribui um cédigo g € {0,1,...,2V} a um
valor x € [—E,+E].

@ A composi¢do quantizagdo+dequantizagdo d(qg(x)) representa
um processo com perda de informagdo, ja que g(x) ndo é

inversivel. Em particular, d(qg(x)) # x para quase todo
x € [-E,+E].
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Erro de quantizacio

@ Seja g(x) o mapa n3o-linear que transforma uma amplitude
x € [~E,+E] em um dos cédigos g € {0,1,...,2V — 11 e
d(q) o mapa que atribui um cédigo g € {0,1,...,2V} a um
valor x € [—E,+E].

@ A composi¢do quantizagdo+dequantizagdo d(qg(x)) representa
um processo com perda de informagdo, ja que g(x) ndo é
inversivel. Em particular, d(qg(x)) # x para quase todo
x € [-E,+E].

e O sinal x[n] — d(g(x[n])) é chamado de ruido de quantizagdo,
sendo sua amplitude maxima 2£N no caso da LQ.
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Relagdo Sinal/Ruido da LQ

@ Podemos medir a relagdo sinal/ruido no caso especifico do
ruido de LQ pela expressdo

ampl. max. representavel E N
SQNR = = =2"
Q ampl. max. ruido quant.  E/(2N)
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Relagdo Sinal/Ruido da LQ

@ Podemos medir a relagdo sinal/ruido no caso especifico do
ruido de LQ pela expressdo

ampl. max. representavel E N
SQNR = = =2"
Q ampl. max. ruido quant.  E/(2N)

ou em decibeis:
SQNRyg = 20log; 2N = 20N log;y 2 ~ 6N.

(cada bit acrescenta 6 dB na relagdo sinal/ruido).
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Relagdo Sinal/Ruido da LQ

@ Podemos medir a relagdo sinal/ruido no caso especifico do
ruido de LQ pela expressdo

ampl. max. representavel E N
SQNR = = =2"
Q ampl. max. ruido quant.  E/(2N)

ou em decibeis:
SQNRyg = 20log; 2N = 20N log;y 2 ~ 6N.

(cada bit acrescenta 6 dB na relagdo sinal/ruido).

@ Exemplos: CD usa amostras de 16 bits, com uma relacio
sinal/ruido de aproximadamente 96 dB; audio com amostras
de 24 bits possui SQNR de aproximadamente 145.5 dB, maior

que a relacdo entre os limites da percepcdo humana.
Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Caracteristicas do ruido de quantizacdo

o A medida de SQNR linear se refere & amplitude maxima
representavel: um sinal pianississimo em um CD poderia
facilmente estar 60 dB abaixo do nivel maximo, e nesse caso
particular a relagdo sinal/ruido seria de 36 dB (perceptivel).
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Caracteristicas do ruido de quantizacdo

o A medida de SQNR linear se refere & amplitude maxima
representavel: um sinal pianississimo em um CD poderia
facilmente estar 60 dB abaixo do nivel maximo, e nesse caso
particular a relagdo sinal/ruido seria de 36 dB (perceptivel).

e O ruido de quantizacio NAO E independente da entrada, e
por isso pode ter caracteristicas espectrais indesejaveis, que o
tornem mais ou menos perceptiveis de acordo com contexto
(uma solugdo para isso é a técnica de dithering).
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Caracteristicas do ruido de quantizacdo

o A medida de SQNR linear se refere & amplitude maxima
representavel: um sinal pianississimo em um CD poderia
facilmente estar 60 dB abaixo do nivel maximo, e nesse caso
particular a relagdo sinal/ruido seria de 36 dB (perceptivel).

e O ruido de quantizacio NAO E independente da entrada, e
por isso pode ter caracteristicas espectrais indesejaveis, que o
tornem mais ou menos perceptiveis de acordo com contexto
(uma solugdo para isso é a técnica de dithering).

@ Em um caso de distorcdo limite um sinal senoidal com
amplitude 2£N seria mapeado em uma onda quadrada.
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Caracteristicas do ruido de quantizacdo

o A medida de SQNR linear se refere & amplitude maxima
representavel: um sinal pianississimo em um CD poderia
facilmente estar 60 dB abaixo do nivel maximo, e nesse caso
particular a relagdo sinal/ruido seria de 36 dB (perceptivel).

e O ruido de quantizacio NAO E independente da entrada, e
por isso pode ter caracteristicas espectrais indesejaveis, que o
tornem mais ou menos perceptiveis de acordo com contexto
(uma solugdo para isso é a técnica de dithering).

@ Em um caso de distorcdo limite um sinal senoidal com
amplitude 2£N seria mapeado em uma onda quadrada.

e Uma solugdo para melhorar a relag&o sinal/ruido para sons de
menor amplitude & usar técnicas de quantizacdo njo-linear.
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Quantizacdo N3o-Linear

@ Ideia: usar regides mais finas para amplitudes mais baixas, em
detrimento de regides mais grosseiras nas amplitudes maiores
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Quantizacdo N3o-Linear

@ Ideia: usar regides mais finas para amplitudes mais baixas, em
detrimento de regides mais grosseiras nas amplitudes maiores

@ Justificativa: um erro de quantizagdo com amplitude maior
tem mais chance de passar despercebido (mascaramento) se o
sinal € muito mais forte.
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Quantizacdo N3o-Linear

@ Ideia: usar regides mais finas para amplitudes mais baixas, em
detrimento de regides mais grosseiras nas amplitudes maiores

@ Justificativa: um erro de quantizagdo com amplitude maior
tem mais chance de passar despercebido (mascaramento) se o
sinal € muito mais forte.

@ Resultado: melhor relagdo sinal/ruido para varios niveis de
amplitude simultaneamente.
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Quantizacdo N3o-Linear

@ Ideia: usar regides mais finas para amplitudes mais baixas, em
detrimento de regides mais grosseiras nas amplitudes maiores

@ Justificativa: um erro de quantizagdo com amplitude maior
tem mais chance de passar despercebido (mascaramento) se o
sinal € muito mais forte.

@ Resultado: melhor relagdo sinal/ruido para varios niveis de
amplitude simultaneamente.

@ Abordagens: quantizacido em ponto flutuante e quantizacio
logaritmica.
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Quantizagdo em Ponto Flutuante (FPQ)

@ Considere que usaremos N bits para representar a mantissa
(com sinal) e P bits para representar o expoente.
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Quantizagdo em Ponto Flutuante (FPQ)

@ Considere que usaremos N bits para representar a mantissa
(com sinal) e P bits para representar o expoente.

o O maior valor representavel pela mantissa sera entdo 2V—1.
Consideraremos que essa faixa esta associada a P = 0.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Quantizagdo em Ponto Flutuante (FPQ)

@ Considere que usaremos N bits para representar a mantissa
(com sinal) e P bits para representar o expoente.

o O maior valor representavel pela mantissa sera entdo 2V—1.
Consideraremos que essa faixa esta associada a P = 0.

@ Para P =1 os valores de mantissa serdo multiplicados por 2V

para P = 2, os mesmos valores serdo multiplicados por
2N2N — 22N

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Quantizagdo em Ponto Flutuante (FPQ)

Considere que usaremos N bits para representar a mantissa
(com sinal) e P bits para representar o expoente.

o O maior valor representavel pela mantissa sera entdo 2V—1.
Consideraremos que essa faixa esta associada a P = 0.

@ Para P =1 os valores de mantissa serdo multiplicados por 2V

para P = 2, os mesmos valores serdo multiplicados por
2N2N — 22N

Em geral, se m &€ a mantissa e p é o expoente, entdo o inteiro
representado sera m - 2PN,
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Exemplo de FPQ ¢/ N=4, P=2
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Relagdo Sinal/Ruido para FPQ

@ O maior sinal representavel em FPQ tem amplitude
P . ~ .
2N=122"-1)N  Mas o ruido de quantizacio nesta faixa

também sera grande: %2(2')_1)'\’ = 212"~V
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Relagdo Sinal/Ruido para FPQ

@ O maior sinal representavel em FPQ tem amplitude
oN=152°~1)N  Mas o ruido de quantizacdo nesta faixa
também sera grande: %2(2')_1)'\’ = 212"~V

@ A relagdo sinal/ruido sera ent3o:

oN—-15(2P-1)N

SQNRy5 = 20log; = 20log;o 2" ~ 6N.

2—-19(2P-1)N

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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Relagdo Sinal/Ruido para FPQ

@ O maior sinal representavel em FPQ tem amplitude
oN=152°~1)N  Mas o ruido de quantizacdo nesta faixa
também sera grande: %2(2')_1)'\’ = 212"~V

@ A relagdo sinal/ruido sera ent3o:

oN—-15(2P-1)N

SQNRy5 = 20log; = 20log;o 2" ~ 6N.

2—-19(2P-1)N

@ Na faixa mais fina de representacdo, a amplitude maxima
representavel & 2V=1 e o ruido de quantizacdo tem amplitude
maxima 1, com uma relacdo sinal/ruido de:
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Vantagens em relacdo a LQ

o Em todas as faixas intermediarias (expoentes 2PV) teremos
sempre

pN+-N—-1
SQNRas = 20logyg —y—— = 20log; 2" ~ 6N.

Isso por si s6 ja € uma vantagem em relacdo a LQ.
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Vantagens em relacdo a LQ

o Em todas as faixas intermediarias (expoentes 2PV) teremos
sempre

pN+-N—-1
SQNRas = 20logyg —y—— = 20log; 2" ~ 6N.

Isso por si s6 ja € uma vantagem em relacdo a LQ.

@ Além desta vantagem, a faixa dindmica de representacdo,
definida como a relacdo entre a maxima e a minima
amplitudes representaveis, é neste caso:

oN—-15(2P —1)n

Faixa Dindmica(dB) = 20log;, e
= 20log;o 2N+2"N=N ~ 6N - 2.
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Quadro comparativo entre LQ e FPQ

@ Podemos comparar FPQ e LQ com o mesmo nimero de bits
se pensarmos em N bits particionados em P bits de expoente e
N — P bits de matissa:

Linear Ponto Flutuante
SQNR4s ~6N =~6(N-—P)
Faixa Dinamica(dB) ~6N ~6(N — P)-2F
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Quantizag3o Linear
Quantizagdo N3o-Linear
Codificagdo

Digitalizagdo de som

Codificacdo

@ Apds a quantizacdo, cada amostra digital precisa ser colocada
em um formato especifico de representacio:

inteiros sem sinal,

inteiros com sinal,

inteiros com sinal em complemento de 2,

com bytes ordenados na sequéncia natural (/ittle-endian) ou

inversa (big-endian),

e ponto flutuante
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Sistemas ADC e DAC
Amostragem

Aliasing

Quantizag3o Linear
Quantizagdo N3o-Linear
Codificagdo

Digitalizagdo de som

Codificacdo

@ Apds a quantizacdo, cada amostra digital precisa ser colocada
em um formato especifico de representacio:

inteiros sem sinal,

inteiros com sinal,

inteiros com sinal em complemento de 2,

com bytes ordenados na sequéncia natural (/ittle-endian) ou

inversa (big-endian),

e ponto flutuante

o Além disso, os cédigos podem receber acréscimos para
detectar ou corrigir erros no armazenamento ou transmissio
(error-correction codes).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades de funcées trigonométricas

Uma fungdo senoidal pode ser vista como a projecdo horizontal de
um movimento circular uniforme:

1

coordenadas cartesianas coordenadas polares

y 2(t) = {Acos(wt + @)} — {magnitude = A}
Asen(wt + ) fase = wt + ¢
Vo cosf =4 snf=19 tanf=2
2 2

’ sen?f + cos?f = & + 45
A x—

_ 0*4A?

=%

= 1(Pitagoras)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:

sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
temos

Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(p) + Acos(wt) sen(y)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
temos
Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(p) + Acos(wt) sen(y)
ou ainda
Asen(wt + ¢) = asen(wt) + bcos(wt)
onde a = Acos(p) e b = sen(y).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Lembrando da propriedade:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
temos
Asen(wt + ¢) = Asen(wt) cos(p) + Acos(wt) sen(y)
ou ainda
Asen(wt + ¢) = asen(wt) + b cos(wt)

onde a = Acos(p) e b = sen(y).

@ Ou seja, qualquer senoide dada por uma amplitude A e uma
fase inicial ¢ pode ser expressa como uma combina¢cdo de um
seno e um cosseno (de mesma frequénciare fase 0).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representagdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(y)
b = Asen(p)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representagdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(¢) . ‘1332 +ii(:) A2 (COS(QO)2 + sen(cp)z)
b = Asen(y) 3= cos(i) = tan(yp)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Representacdo de funcdes trigonométricas

@ Por outro lado, se x(t) = asen(wt) + bcos(wt) para a, b
arbitrarios, podemos encontrar uma representagdo em
amplitude (A) e fase () resolvendo o sistema

{ a = Acos(¢) . ‘1332 +ii(:) A2 (COS(QO)2 + sen(cp)z)
b = Asen(y) 3= cos(i) = tan(yp)

Ou seja, x(t) = Asen(wt + ¢) se definirmos
b
A=+Va>+b?> e ¢ =arctan <a>’
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coordenadas Polares e Cartesianas

@ Isso mostra que as representacdes de senoides em coordenadas
polares (A, @) ou cartesianas (a, b) sdo equivalentes:

Asen(wt + ¢) = asen(wt) + bcos(wt)

onde
a=Acosyp
b= Asenyp
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectros de funcées periddicas

@ Funcgdes periddicas com periodo T (que satisfazem
f(t)=1f(t+ T), Vt € R) podem ser escritas
utilizando uma série de Fourier:

f(t) = ZAk sen(kwt + @) = ax sen(kwt) + by cos(kwt)
k=0

onde w = 2% é a frequéncia fundamental da série harménica

wo=0,w; =w,wr =2w,w3 = 3w,....
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectros de funcées periddicas

@ Funcgdes periddicas com periodo T (que satisfazem
f(t)=1f(t+ T), Vt € R) podem ser escritas
utilizando uma série de Fourier:

f(t) = ZAk sen(kwt + @) = ax sen(kwt) + by cos(kwt)
k=0

onde w = 2% é a frequéncia fundamental da série harménica
wo=0,w; =w,wr =2w,w3 = 3w,....
@ A obtencdo dos coeficientes (A, k) ou (ak, bx) depende da

propriedade de ortogonalidade dos senos e cossenos.
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Mensurac3o de espectros

Relagdes de Ortogonalidade

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

sen(wjt) L cos(w;t)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

T
sen(wjt) L cos(wjt) = sen(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi,
0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

T
sen(wjt) L cos(wjt) = sen(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi,
0

cos(wjt) L cos(wjt)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

T
sen(wjt) L cos(wjt) = / sen(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi,
0

T

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(w;t) dt =0, Vi # J,

S—
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

T
sen(wjt) L cos(wjt) = / sen(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi,
0

T

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(w;t) dt =0, Vi # J,

S—

sen(wjt) L sen(wjt)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

J

T

sen(wjt) L cos(wjt) = sen(wjt) cos(wjt) dt =0, Vi,

T

cos(wjt) L cos(wjt) = cos(wjt) cos(w;t) dt =0, Vi # J,

|
S—

T

sen(wjt) L sen(wjt) = sen(wjt)sen(wjt) dt =0, Vi # j,

S—
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

Além disso

Vi#0

N~

T
|| cos(w;it)||? = cos®(wjt) dt =
0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

Além disso

.
| cos(wit) |2 = / cos?(wyt) dt =
0

-
|| sen(w;t)]|? = / sen®(w;t) dt =
0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

-
/ sen(wjt) cos(wjt) dt
0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

T 1 /T 1 /T
/ sen(w;t) cos(wjt) dt = 5 / sen((wj + wj)t) dt + > / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

T 1 [T 1 /T
/ sen(wjt) cos(wjt) dt = 5 / sen((wj + wj)t) dt + 5 / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

_ % [_COS((wi +wj)t)} T 41 {_ cos((wi —wj))]"

wj + wj o 2 Wi — wj 0
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Mensurac3o de espectros

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

-
/ sen(wjt) cos(wjt) dt
0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
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Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

/;T sen(wjt) cos(w;t) dt = % /OT sen((w; 4+ wj)t) dt + % /OT sen((w; — wj)t) dt
[ el 1 [l 0] r

2 wj + wj o 2 Wi — wj 0

[l )T 1 el )]

2 (+i)w 1o 2 (i—iw I

[— cos((i + j)2m) + cos(0)] n 1 [=cos((i — j)2m) + cos(0)]
(i + j)w 2 (i =j)w

1
T2
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

T 1 /T 1 /T
/ sen(w;t) cos(wjt) dt = 5 / sen((wj + wj)t) dt + > / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

1 [~ cos((i +j)2m) + cos(0)] n 1 [=cos((i — j)2m) + cos(0)]
2 (i + j)w 2 (i =j)w

1141 1141
2(i+)w 2 (i)
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Considerando a primeira integral, se i # J,

T 1 /T 1 /T
/ sen(w;t) cos(wjt) dt = 5 / sen((wj + wj)t) dt + > / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

1 [~ cos((i +j)2m) + cos(0)] n 1 [=cos((i — j)2m) + cos(0)]
2 (i + j)w 2 (i =j)w

}[—1+1]+}[—1+1] _
2 (i+j)w  2(@(—jw
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Quando i = j tem-se

1 T
= sen((wj — wj)t) dt
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Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Quando i = j tem-se
1 T T
5 sen((wj — wj)t) dt = 0dt=0
0 0

e assim

T T T
/ sen(wjt) cos(wjt) dt = % / sen((wj + wj)t) dt + % / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Quando i = j tem-se

1 T T
/ sen((wj — wj)t) dt = / 0dt=0
2 Jo 0

e assim

T T 1 /T
/ sen(wjt) cos(wjt) dt % / sen((wj + wj)t) dt + 5 / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

_1[-1+1]
T2 (i j)w
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Série complexa de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Quando i = j tem-se

1 T T
/ sen((wj — wj)t) dt = / 0dt=0
2 Jo 0

e assim

T T 1 /T
/ sen(wjt) cos(wjt) dt % / sen((wj + wj)t) dt + 5 / sen((wj — wj)t) dt
0 0 0

1[—
:*7[.1—&1]-&-0:0
2 (i+j)w
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

-
/ cos(wjt) cos(wjt) dt
0
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Série complexa de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

T 1 /T 1 /T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = = / cos(2w;t) dt + = / cos(0t) dt
0 2 Jo 2 Jo
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Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

T 1 T 1 T 1 T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = = / cos(2w;t) dt + = / cos(0t) dt = = / ldt
0 2 0 2 0 2 0
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Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

T 1 T 1 T 1 T T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = = / cos(2w;t) dt + = / cos(0t) dt = = / ldt = —.
0 2 0 2 0 2 0 2
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

T 1 T 1 T 1 T T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = = / cos(2w;t) dt + = / cos(0t) dt = = / ldt = —.
0 2 0 2 0 2 0 2

T T T
/ cos(wot) cos(wot) dt = / cos(0t) cos(0t) dt = / 1dt=T
0 0

0
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Os produto sen x sen e cos X cos sdo provados de maneira analoga.
Finalmente, em relacdo as normas:

T 1 T 1 T 1 T T
/ cos(wjt) cos(w;t) dt = = / cos(2w;t) dt + = / cos(0t) dt = = / ldt = —.
0 2 0 2 0 2 0 2

T T T
/ cos(wot) cos(wot) dt = / cos(0t) cos(0t) dt = / 1dt=T
0 0

0
Vamos agora usar as relacdes de ortogonalidade para obter os
[e.e]

valores de a; e b; na expressdo f(t) = Z ajsen(wjt) + bj cos(wjt).
i=0
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Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando por sen(wjt) (para j # 0) e integrando entre 0 e T
obtemos

-
/ f(t) sen(w;jt) dt
0
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando por sen(wjt) (para j # 0) e integrando entre 0 e T

obtemos
T T >
/ f(t) sen(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) sen(wjt) + bj cos(w;t) sen(wjt) dt
0 0 -0
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando por sen(wjt) (para j # 0) e integrando entre 0 e T
obtemos

T T >
/ f(t) sen(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) sen(wjt) + bj cos(w;t) sen(wjt) dt
0

i=0

- ii:; aj (/(;T sen(wjt) sen(wjt) dt) + b; (/OT cos(wjt) sen(wjt) dt)
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando por sen(wjt) (para j # 0) e integrando entre 0 e T

obtemos
T T >
/ f(t) sen(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) sen(wjt) + bj cos(w;t) sen(wjt) dt
0 0 -0

ii:; . </(;T sen(w; t) sen(w;jt) dt) + b; (/OT cos(wjt) sen(wjt) dt)

[
\Q.J
NI
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Transformada de Fourier Discreta
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Coeficientes da Série de Fourier

Multiplicando por sen(wjt) (para j # 0) e integrando entre 0 e T

obtemos
T T >
/ f(t) sen(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) sen(wjt) + bj cos(w;t) sen(wjt) dt
0 0 -0
0 T
= Z (/ sen(wjt) sen(wjt) dt) + b; (/ cos(wjt) sen(wjt) dt)
o 0 0
T
= aj5
de onde

2 T
;= T/ F(£)sen(w;t) dt, ¥j £ 0.
0



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

-
/ f(t) cos(wjt) dt
0
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T >
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) cos(wjt) + b; cos(w;t) cos(w;jt) dt
0 0 -0
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Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T >
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) cos(wjt) + b; cos(w;t) cos(w;jt) dt
0 0 -0

_ i a ( /0 " en(wit) cos(uw; ) dt) 4 by ( /0 " cos(wit) cos(w;t) dt)

i=0
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T >
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) cos(wjt) + b; cos(w;t) cos(w;jt) dt
0 0 -0

_ i a ( /0 " en(wit) cos(uw; ) dt) 4 by ( /0 " cos(wit) cos(w;t) dt)

i=0

S

T
2
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

Analogamente, multiplicando a expressdo original por cos(w;t)
(para j # 0) e integrando,

T T >
/ f(t) cos(wjt) dt= / Z aj sen(wjt) cos(wjt) + b; cos(w;t) cos(w;jt) dt
0 0 -0

= ga, (/OT sen(wjt) cos(w;t) dt) + b; (/OTCOS(W,-t) cos(wjt) dt)

T
2

S

de onde obtemos
2 T
b=2 / F(£) cos(w;t) dt, Wj £ 0.
0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo analogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo analogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:

1 Tf 1 Tf
bozT/O (t)cos(wot)dt:T/o (t) dt.
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Série de Fourier para fun¢des periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficientes da Série de Fourier

O valor de by pode ser obtido de modo analogo, lembrando que a
altima integral possui valor T quando j = 0:

1 Tf 1 Tf
bozT/O (t)cos(wot)dt:T/o (t) dt.

O valor ag na realidade é irrelevante para a decomposicdo pois
aparece multiplicado por sen(w;t) = sen(0t) = 0, e pode ser
definido arbitrariamente como ag = 0.
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Equacdes de Analise e Sintese

As equacdes

T T
2 /0 F(t) sen(w;t) dt, Vj # 0 2 /0 F(£) cos(wjt) dt, Vj # 0

aj: bj:

-
0,sej=0 %/ f(t)dt, sej=0
0

sdo denominadas equacdes de anélise
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Equacdes de Analise e Sintese

As equacdes

T T
2 /0 F(t) sen(w;t) dt, Vj # 0 2 /0 F(£) cos(wjt) dt, Vj # 0

aj: bj—

-
0,sej=0 %/ f(t)dt, sej=0
0

sdo denominadas equacdes de anélise, pois permitem decompor
(analisar) a fung&o original como soma de fungdes mais simples,
através da equacdo de sintese

f(t) = Z ajsen(wjt) + bj cos(wjt).
i=0
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
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Harménicos do sinal £(t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(wjt) + bj cos(wjt)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original,
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos do sinal £(t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(wjt) + bj cos(wjt)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original, e possui
a forma de uma senoide

hi(t) = A;jsen(wit + ¢;)

1 b
onde A; = ,/a? + b? e p; = tan 13—,_.
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos do sinal £(t)

Cada uma das funcdes
hi(t) = ajsen(wjt) + bj cos(wjt)

é chamada de (i-ésimo) harménico da fungdo f(t) original, e possui
a forma de uma senoide

hi(t) = A;jsen(wit + ¢;)

onde A; = /a? + b? e p; = tan™! la’—: A componente D.C. é

e corresponde ao valor médio do sinal.
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Nameros complexos

o A unidade complexa é definida a partir da equacdo x> +1 =0,
que n3o admite solucdo em IR, porém a hipdtese de existéncia
de uma solugdo fora da reta real ndo é inconsistente (ndo gera
contradi¢do).
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Nameros complexos

o A unidade complexa é definida a partir da equacdo x> +1 =0,
que n3o admite solucdo em IR, porém a hipdtese de existéncia
de uma solugdo fora da reta real ndo é inconsistente (ndo gera
contradi¢do).

@ Postula-se assim uma solucdo denotada por i que satisfaz

i> = —1 (de onde segue também que

(i) = (=1)(=7) = 2 = 1),
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Nameros complexos

o A unidade complexa é definida a partir da equacdo x> +1 =0,
que n3o admite solucdo em IR, porém a hipdtese de existéncia
de uma solugdo fora da reta real ndo é inconsistente (ndo gera
contradi¢do).

@ Postula-se assim uma solucdo denotada por i que satisfaz

i> = —1 (de onde segue também que

(—i)? = (=i)(=i) = i* = ~1).

e Nameros complexos tém a forma x = a+ bi onde a,b € R, e
obedecem aos mesmos axiomas que os nimeros reais em
relacdo as operacdes elementares.
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

Podemos representar varias funcdes que nos interessam aqui
através da série de Taylor
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

Podemos representar varias funcdes que nos interessam aqui
através da série de Taylor

Quando tal representacio existe, podemos obter os coeficientes a,
calculando a funcdo original e suas derivadas no ponto x = 0:

f(O) = ag
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

Podemos representar varias funcdes que nos interessam aqui
através da série de Taylor

Quando tal representacio existe, podemos obter os coeficientes a,
calculando a funcdo original e suas derivadas no ponto x = 0:

f(O) = aog
F1(x) = napx""
n=1
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

Podemos representar varias funcdes que nos interessam aqui
através da série de Taylor

Quando tal representacio existe, podemos obter os coeficientes a,
calculando a funcdo original e suas derivadas no ponto x = 0:

f(O) = ag
F(x) = nanx"t = f(0)=a
n=1
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

f(0) = ao

f'(x) = X:nanxnf1 e f’(O) =a
n=1

f"(x) = Z n(n —1)apx"~2

n=2
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

f(0) = ao

f'(x) = X:nanxnf1 = f'(0) = a1
n=1

= (0
f”(x) = ,,2:;”(” — 1)3,1X"72 — f”(O) =2a — a» = #
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Senos, cossenos e exponenciais complexas

f(0) = ao

f'(x) = X:nanxnf1 e f’(O) =a
n=1

f(x) = in(n —Danx"2 = f’(0) =22y = a» = (0
n=2 ! 2
F(m)(x) = Z n(n—1)---(n—m+ 1)a,x"""

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Senos, cossenos e exponenciais complexas

f(0) = ao

f'(x) = X:nanxnf1 e f’(O) =a
n=1

f”(x):in(n—l)a x"72 — f(0) =22, = azzw
n=2 ! 2
Flm)(x) = S 1 Dapx""" = M (0) = mla, = a _ ™)
(X)—Zn(nf ). (n—m+1)anx =mlam m=—
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

< — f(M(0) , «
Usando a expansio f(x) = Z X temos as representacdes
n=0 ’

sen(x)
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

< — f(M(0) , «
Usando a expansio f(x) = Z X temos as representacdes
n=0 ’

sen(x) = sen(0)
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z ( ) x", temos as representacdes

sen(x) = sen(0) + cos(0)x
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
sen(x) = sen(0) 4 cos(0)x — %@Xz
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — %(mxz — %me3+ e
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
_ sen(0) 2  cos(0) 3 _ > (_1)nX2n+1
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 7(2n Y
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
_ _sen©) 2 cos(@) 3,y (ED™EM
sen(x) = sen(0) + cos(0)x 5 X S X+ ;0 @n 1)
cos(x)
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z ml( ) x", temos as representacdes
n=0
_ sen(0) 2  cos(0) 3 _ > (_1)nX2n+1
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 7(2n Y
cos(x) = cos(0) —sen(0)x f%(mxz +%!(O)x3+ B
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
_ sen(0) 2  cos(0) 3 _ > (_1)nX2n+1
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 7(2n Y
1) 2n
cos(x) = cos(0) —sen(0)x f%(mxz +%!(O)x3+ e = Z %
n=0 :
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Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
_ sen(0) 2  cos(0) 3 _ > (_1)nX2n+1
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 7(2n Y
1) 2n
cos(x) = cos(0) —sen(0)x f%(mxz +%!(O)x3+ e = Z (1)
= (2n)!
eX
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = Z I( ) x", temos as representacdes
n=0 m:
_ sen(0) 2  cos(0) 3 _ > (_1)nX2n+1
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 @n 1)
1) 2n
cos(x) = cos(0) —sen(0)x f%(mxz +%!(O)x3+ e = Z %
n=0 :
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Expansdo de Taylor de senos, cossenos e exponenciais

Usando a expansio f(x) = E I( ) x", temos as representacdes
m:
n=0
0 ny2n+1
_ __sen(0) 2  cos(0) 3 . _ (_1) X
sen(x) = sen(0) + cos(0)x — =5=x% — == x>+ = ;0 @n 1)
1) 2n
cos(x) = cos(0) —sen(0)x f%(mxz +%!(O)x3+ S = Z (1)
= (2n)!
> on
ex =e° +e%x +%x2 +5 34+ = =
= n

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a
unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
oo . n
iw _ (/w)
€ = Z nl
n=0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
. (e.0) .
i _ N (W) g~ iw”
€ = I n!
n! !
n=0 n=0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
. (e.0) .
i _ N (W) g~ iw”
€ = I n!
n! !
n=0 n=0

Observe que para n par temos i, %, i*,i° ... =1,-1,1,—1,...
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
o0 . n (e.0) ‘n. .n
w (iw)" i"w
o Z nl Z n!
n=0 n=0

Observe que para n par temos i, %, i*,i® ... =1,-1,1,-1,... e
para n impar temos i, i3,/ i7,... = i, —i,i, —i, ...
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
o0 . n (e.0) ‘n. .n
w (iw)" i"w
o Z nl Z n!
n=0 n=0

Observe que para n par temos i, %, i*,i® ... =1,-1,1,-1,... e

para n impar temos i*, i3, i%, 7, .:i —i iy—i,.... Assim

obtemos a chamada Re/ag:ao de Euler.

Y )
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
o _ ZOO (iw)™ ZOO i"w"
€ = I I
n! n!
n=0 n=0

Observe que para n par temos i, %, i*,i® ... =1,-1,1,-1,... e

para n impar temos i, i3,/ i7,... = i, —i,i, —i,.... Assim
obtemos a chamada Re/ag:ao de Euler.
0 ( 1 n,,2n n w2+l

M=) ot Z
—  (2n 2n+



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relacdo de Euler

Utilizando a expans&o de Taylor de e* no ponto x = jw (onde i & a

unidade imaginaria tal que i> = —1) temos
o _ ZOO (iw)™ ZOO i"w"
€ = I I
n! n!
n=0 n=0

Observe que para n par temos i, %, i*,i® ... =1,-1,1,-1,... e

para n impar temos i, i3,/ i7,... = i, —i,i, —i,.... Assim
obtemos a chamada Re/ag:ao de Euler.
. 0 ( 1 n,,2n n w2+l
e'v = +i = cos(w) + i sen(w).
> o i3 ol = o) fent
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Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier

Transformada de Fourier
Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des

Convolugio

Transformada de Fourier Discreta

Transformada Réapida de Fourier

A exponencial complexa e'“

O namero complexo e/“ possui como representacio Cartesiana a
expressdo cos(w) + isen(w). Em coordenadas polares
representamos o mesmo namero através de seu médulo e do angulo
ou fase em relac3o ao eixo real:

|| = \/cos?(w) + sen?(w) = 1

¢ =tan"! (Sen(w)> =tan tan(w) = w

cos(w)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e—iw  — e/(fw)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e—iw  — e/(fw)

= cos(—w) + isen(—w)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e—iw  — e/(fw)

cos(—w) + i sen(—w)
= cos(w) — i sen(w)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

e—iw  — ei(*w)
= cos(—w) + i sen(—w)

= cos(w) — i sen(w)

ou ainda, e™™ = (e™¥)* (x denota a operacdo de conjugaco,
definida por (a+ ib)* = a — ib).
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Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Mensurac3o de espectros

Outras relacGes entre expoentes complexos, senos e cossenos

= cos(—w) + isen(—w)
= cos(w) — i sen(w)

e

ou ainda, e™™ = (e™¥)* (x denota a operacdo de conjugaco,
definida por (a+ ib)* = a — ib). A partir das expressdes
e~ 'Y = cos(w) — i sen(w) e e’ = cos(w) + i sen(w) podemos obter:

cos(w) = f = T
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

sen(a + b)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

ei(a+b) 7e—i(a+1>)

sen(a+b) = 57
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(a+h)_ o—i(ath) iagib_ —ia —ib
sen(a+b) = = 57 =5 =-"°
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(at+b —i(a+h ia_ib__ _—ia_—ib
sen(a+ b) = e(+)’2j‘ (+):ee*§’, e
(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))—(cos(—a)+i sen(—a))(cos(—b)+i sen(—b))
2i
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(at+b —i(a+h ia_ib__ _—ia_—ib
sen(a+ b) = e(+)’2j‘ (+):ee*§’, e
(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))—(cos(—a)+i sen(—a))(cos(—b)+i sen(—b))
2i

(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))f.(cos(a)fi sen(a))(cos(b)—isen(b))

2i
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(at+b —i(a+h ia_ib__ _—ia_—ib
sen(a+ b) = e(+)’2j‘ (+):ee*§’, e
(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))—(cos(—a)+i sen(—a))(cos(—b)+i sen(—b))
2i

(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+isen(b))—(cos(a)—i sen(a))(cos(b)—isen(b))

2i
_ (cos(a) cos(b)+i cos(a) sen(b)+i sen(a) cos(b)+i? sen(a) sen(b))
- 2i
. (ccs(a) cos(b)—i cos(a) sen(b)—i sen(a) cos(b)+i? sen(a) scn(b))
2i
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(at+b —i(a+h ia_ib__ _—ia_—ib
sen(a+ b) = e(+)’2j‘ (+):ee*§’, e
(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))—(cos(—a)+i sen(—a))(cos(—b)+i sen(—b))
2i

(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+isen(b))—(cos(a)—i sen(a))(cos(b)—isen(b))

2i
_ (cos(a) cos(b)+i cos(a) sen(b)+i sen(a) cos(b)+i? sen(a) sen(b))
- 2i
. (ccs(a) cos(b)—i cos(a) sen(b)—i sen(a) cos(b)+i? sen(a) scn(b))
2i

2i cos(a) scn(b);2i sen(a) cos(b)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Usando a relacdo de Euler todas as relagdes trigonométricas
classicas sdo facilmente dedutiveis. Por exemplo,

i(a+h)_ o—i(ath) iagib_ —ia —ib
sen(a+b) = = 57 =5 =-"°

(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+i sen(b))—(cos(—a)+i sen(—a))(cos(—b)+i sen(—b))
2i

(cos(a)+i sen(a))(cos(b)+isen(b))—(cos(a)—i sen(a))(cos(b)—isen(b))

2i
_ (cos(a) cos(b)+i cos(a) sen(b)+i sen(a) cos(b)+i? sen(a) sen(b))
- 2i
. (ccs(a) cos(b)—i cos(a) sen(b)—i sen(a) cos(b)+i? sen(a) scn(b))
2i

2i cos(a) scn(b);2i sen(a) cos(b)

= cos(a)sen(b) + sen(a) cos(b)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

: cos(a)

cos(a+b)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia_  —ia ib, —ib
cos(a) cos(b)= % w

: cos(a)

cos(a+b)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia_  —ia ib, —ib
cos(a) cos(b)= % w

: cos(a)

(ei(a+b)+efi(a+b))+(ei(a—b)+e—i(a—b)
2 cos(a+b)

N
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

RelacGes trigonométricas

Exercicio sugerido: tentar provar a
mesma expressdo a partir dessa figura:

Outro exemplo de deducio facilitada:

ia_  —ia ib, —ib
cos(a) cos(b)= % w

: cos(a)

(ei(a+b)+efi(a+b))+(ei(a—b)+e—i(a—b)
2 cos(a+b)

N

= %cos(a + b) + % cos(a — b)
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Seja f : R — IR com periodo T. Vamos tentar encontrar valores
complexos {F,}ncz tais que

f(t) = Z Fpent

ondewzz%ew,,:nw.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

As funcdes e'“nt e e'“mt s3o ortogonais, ou seja,
T T

eiw,,t ( lwmt) dt = eiw,,te—iwmt dt = 0’ Vn 7& m.
0 0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

As funcdes e'“nt e e'“mt s3o ortogonais, ou seja,

T T
/ e/w,,t ( lwmt) dt = / e/w,,te—/wmt dt = 0’ Yn 7& m.
0 0

Além disso, para todo n € Z

T
||eiw,,t||2 — / eiwntefiw,,t C/t =T
0
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

T . i T .
/ elwntg—iwmt gy _— / el(nfm)wt’ dt
0 0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

T . . T . ei(n—mjwt
/ elwntg—iwmt gy _— / el(nfm)wt’ dt = | -
0 0

T

i(n— m)w 0
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

Se n# m,
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

T . .
/ elw,,teflwmt dt
0

T eiln—m)wT _ 1

T . ei(n—mjwt
/ el(nfm)wt’ dt = | - i
0 i(n— m)w 0 i(n— mw

_cos((n— m)2m) + isen((n— m)2m) —1

i(n— m)w
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

. T .
/T eiw,,tefiwmt dt = /T ei(ﬂfm)wt dt — ei(n—m)wt _ eiln—mwT _ 1
0 0 i(n— m)w 0 i(n— mw
_cos((n— m)2m) + isen((n— m)2m) —1
N i(n— m)w
_ 1401
T iln—mw
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

/T eiw,,tefiwmt g = /T ei(nfm)wt b= ei(n—mjwt _ eiln—m)wT _ 1
0 0 i(n— m)w 0 i(n— mw
_cos((n— m)2m) + isen((n— m)2m) —1
N i(n— m)w
_1+i-0-1
T iln—mw
Além disso
. T . .
HelwntHZ _ elwnte—lwnt dt
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

T

/T it giomt g _ /T Silnemyt gy _ ei(n—m)wt _ eiln—m)wT _ 1
0 0 i(n— m)w 0 i(n— mw
_cos((n— m)2m) + isen((n— m)2m) —1
N i(n— m)w
14i-0-1
T iln—mw
Além disso
. T . . T .
HelwntHZ — elwnte—lwnt dt — el(n—n)wt dt

0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Se n# m,

T

/T it giomt g _ /T Silnemyt gy _ ei(n—m)wt _ eiln—mwT _q
0 0 i(n— m)w 0 i(n— mw
_cos((n— m)2m) + isen((n— m)2m) —1
N i(n— m)w
_ 1401
T iln—mw
Além disso
. T ) T T
He:wntHZ — elwnt g—iwnt Jp el(n—n)wt dt = 1dt = T.
0 0 0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relacdes de ortogonalidade para obter os valores
= _ e8] iwnt
de F, na expressdo f(t) =) - Fne'“rt.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relagdes de ortogonalidade para obter os valores
de F, na expressdo f(t) => o0 Fpe'“nt. Multiplicando por

n=—oo
e~ '“mt e integrando entre 0 e T temos

T ) T ) i
/ F(t)e omtdt = / 37 Faelentemiomt g
0 0

n=—o0o
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relagdes de ortogonalidade para obter os valores
de F, na expressdo f(t) => o0 Fpe'“nt. Multiplicando por

n=—oo
e~ '“mt e integrando entre 0 e T temos

T oo
/ S Fpelenteivmt gy
0

n=—o0o

T .
/ f(t)e '“mt dt
]

o T
-3 ,_-"/ oint g iwmt gy

n=—oo 0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relagdes de ortogonalidade para obter os valores
de F, na expressdo f(t) => o0 Fpe'“nt. Multiplicando por

n=—oo
e~ '“mt e integrando entre 0 e T temos

T o0
/ S Fpelenteivmt gy
0

n=—o0o

T .
/ f(t)e '“mt dt
]

o0 T . i
= Z F,,/ elwnte=iwmt gt — F T

n=—oo 0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Série complexa de Fourier

Podemos usar as relagdes de ortogonalidade para obter os valores
de F, na expressdo f(t) => o0 Fpe'“nt. Multiplicando por

n=—oo
e~ '“mt e integrando entre 0 e T temos

T oo
/ S Fpelente=ivmt gy
0

n=—o0o

T .
/ f(t)e '“mt dt
]

o0 T . i
= Z F,,/ e'Wnte~ivmt gt — F, T

n=—oo 0

ou seja, para qualquer n € Z ,
1 /7 ,
Fn=— f(t)e '“nt dt.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Equacdes de Analise e Sintese

Equacdo de Analise:

F, —I/Tf(t) —ient dt
n—T 0 e

Marcelo Queiroz Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Equacdes de Analise e Sintese

Equacdo de Analise:

F, —I/Tf(t) —ient dt
n—T 0 e

Equac3o de Sintese:

F(t) = i Frelnt

n=—oo
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_,=F.

n

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_,=F.

n

Prova:

1 /7 :
Fon = —/ f(t)e '“—ntdt
T Jo
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_,=F.

n

Prova:

1 /7 :
Fon = —/ f(t)e '“—ntdt
T Jo

_ %/()T(f(t))*(ef"%*)* dt
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_,=F.

n

Prova:

1T ;
F_n :?/0 f(t)e '“—ntdt
:i/Jumr@4%Unh
T Jo

T .
:%AU@EWTM
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_n=F).

Prova:

1 T —iw_pt
Fln = ?A f(t)e dt
1 T *( —lwpty*
=7 | oy ety a
1 T —iwpty*x
— ?/0 (F(t)e—i“nt)* d

(% /OT f(t)efwnt dt) ’
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Série de Fourier

Uma propriedade fundamental dos valores F, é a seguinte:
F_n=F).

Prova:

1 T —iw_pt
Fln = ?A f(t)e dt
1 T *( —lwpty*
=7 | oy ety a
1 T —iwpty*x
— ?/0 (F(t)e—i“nt)* d

1 /7 ot 2\
(?/0 f(t)e='“n dt) =F;.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape’#n, temos que F_, = (F,)* = a,e ¢,
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape#n, temos que F_, = (F,)* = a,e”'?". Lembrando
o
que f(t) = Z Fne'“rt, temos que o n-ésimo harménico de f é

n—=—oo

dado por

hn(t) = Fpei“nt 4 F_,elw—nt
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape#n, temos que F_, = (F,)* = a,e”'?". Lembrando
o
que f(t) = Z Fne'“rt, temos que o n-ésimo harménico de f é

n—=—oo

dado por

hn(t) = Fpei“nt 4 F_,elw—nt

— aneup,,elw,.,t + ane—upne—lw"t
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape#n, temos que F_, = (F,)* = a,e”'?". Lembrando
o
que f(t) = Z Fne'“rt, temos que o n-ésimo harménico de f é

n—=—oo

dado por

hn(t) = Fpei“nt 4 F_,elw—nt

aneup,, elw,.,t + ane—upne—lw"t

aup (eflonton) | ilontion))
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape#n, temos que F_, = (F,)* = a,e”'?". Lembrando
o
que f(t) = Z Fne'“rt, temos que o n-ésimo harménico de f é

n—=—oo

dado por

hn(t) = Fpei“nt 4 F_,elw—nt

aneup,, elw,.,t + ane—upne—lw"t

= a (ellontsen) 4 gmilemtom)

= 2ap cos(wnt + ©n).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da série de Fourier complexa

Se Fp, = ape#n, temos que F_, = (F,)* = a,e”'?". Lembrando
o
que f(t) = Z Fne'“rt, temos que o n-ésimo harménico de f é

n—=—oo

dado por

hn(t) = Fpei“nt 4 F_,elw—nt

aneup,, elw,.,t + ane—upne—lw"t

= a (ellontsen) 4 gmilemtom)

= 2ap cos(wnt + ©n). Voltamos aos reais!
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficiente D.C.

@ Para n = 0 o coeficiente Fy é calculado como

F —1/Tf(t) ’”Otdt—l/Tf(t)dt
A T

e corresponde ao valor médio da funcio f.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Coeficiente D.C.

@ Para n = 0 o coeficiente Fy é calculado como

F —1/Tf(t) ’”Otdt—l/Tf(t)dt
A T

e corresponde ao valor médio da funcio f.

@ Este “harménico” tem a funcdo de transladar verticalmente os
demais harménicos (que oscilam entre +2a, e —2«,) para a
“posicdo correta” da funcio f.
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

0, —2<t< -1
. ~ —-1<t<1
Exemplo: Considere a funcio f(t) = (1)’ 1 z iZo
f(t+4), vt
f()
2 T T T | T T T
15 | -
|
1
|
0.5 - | E
|
00— —_ —_ —_— —_— —_— J— —
|
-0.5 | —

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Mensurac3o de espectros

Exemplo: onda quadrada

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Temos T =4, w =

Marcelo Queiroz

jus
5-
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Y _ T .
Temos T:4,w:T—§ewn—n§. Assim, para n # 0,

12 ; I
Fn = 7/ f(t)e™'“nt dt = —/ e 'wntdt
4/, 4

-1
1 fe7iwn —efwn\ 1 sen(wn)
T4 —iwn T2 wn
_ lsen(ng)
2 nZ

2
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Y _ T .
Temos T:4,w:T—§ewn—n§. Assim, para n # 0,

12 ; I
Fn = 7/ f(t)e™'“nt dt = —/ e 'wntdt
4/, 4

-1
1 fe7iwn —efwn\ 1 sen(wn)
T4 —iwn T2 wn
_ lsen(ng)
2 nZ

2

2 1

e para n=0, Fo:i/ f(t)dt:E.
-2
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

—_ _ _ T _ s H
Temos T—4,w—T—§ewn—n§. Assim, para n # 0,

2 ) 1 1 i
Fn = / f(t)e '“ntdt = —/ e '“nt dt
4.2 4./

B 1 (e*iwn _ eiwn) _ Esen(wn)
T4 —iwn T2 wn
__1sen(n3)
T2 ng '
2 1
eparan=0, Fp = i/ f(t)dt = 5> Observe que os extremos de
-2
integracdo utilizados nas contas acima foram [—%, %] Qualquer

periodo completo pode ser utilizado.
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Espectro da onda quadrada:

0.5 ) -

-0.5 | | -
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Mensurac3o de espectros

Exemplo: onda quadrada

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Pela equacdo de sintese,

F(£) =50 Faeiont

Marcelo Queiroz
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(£) =50 Faeiont

1 1_—i55t 1 —i35t —iTt s iTt 135t 1,55t
= |... = — = 2 T 25 — = 2 = 25 — ...
ﬂ[ +ze 2 3€ 2"+ e + 3 te 3€ + ze
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(£) =50 Faeiont

% [+ %efi5§t _ %e—i3§t+e—i§t +z +el3t_ %ei3gt+ %eisgt 7]
e o n-ésimo harménico (para n impar) é dado por

1 . fn T
h,,(t) = (_1)%E[e—m5t + emft]
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: onda quadrada

Pela equacdo de sintese,

F(£) =50 Faeiont

1 1_—i55t 1 —i35t —iTt s iTt 135t 1,55t
= |... = — = 2 T 25 — = 2 = 25 — ...
ﬂ[ +ze 2 3€ 2"+ e + 3 te 3€ + ze

e o n-ésimo harménico (para n impar) é dado por
n—1

11 in T in T 2 s
nt:_l— —ingt /nft:_l— <7t).
ha(t) = (-1)2 e 4 &3] = (-1)"2 ~ cos (n3
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Funcdes Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Harménicos da onda quadrada

1 harmonico 0 1 harmonico 1

-0.5F 1

N T
-1 B, S R | R —

11— l i 11— }'1arm0]niCO§ i

0.5f 1 0.5f 1

o/ A ALY A 0 PAV A ENAT VA KA

-0.5F . -0.5¢ .

1 ———— 1 b



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

e Uma fungdo f & par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

e Uma fungdo f & par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
e Uma fungdo f & impar se satisfaz f(t) = —f(—t), Vt.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

e Uma fungdo f & par se satisfaz f(t) = f(—t), Vt.
e Uma fungdo f & impar se satisfaz f(t) = —f(—t), Vt.

e Exemplos de fungdo par e fungdo impar sdo cos(t) e sen(t),
respectivamente.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificacdo sdo enumeradas a seguir:

@ Se f e g sdo pares, fg € par.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificacdo sdo enumeradas a seguir:

@ Se f e g sdo pares, fg € par.

@ Se f e g sdo impares, fg € par.
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificacdo sdo enumeradas a seguir:

@ Se f e g sdo pares, fg € par.
@ Se f e g sdo impares, fg € par.

@ Se f é par e g & impar, fg & impar.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificacdo sdo enumeradas a seguir:

@ Se f e g sdo pares, fg € par.
@ Se f e g sdo impares, fg € par.

@ Se f é par e g & impar, fg & impar.

U U
oSefépar,/ f(t)dt:2/ f(t)dt.
-U 0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Funcdes pares e impares

Algumas propriedades de funcdes pares e impares de facil
verificacdo sdo enumeradas a seguir:

@ Se f e g sdo pares, fg € par.
@ Se f e g sdo impares, fg € par.

@ Se f é par e g & impar, fg & impar.

] U
par, /Uf(t)dtzz/o f(t) dt.

u
impar, / f(t)dt =0.
-U

o Se f

™

o Se f

™
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja F, = A, +iB, = ape#n (formas Cartesiana e polar).
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Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja F, = A, +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

An = apcospp on = A%EB,%
B, = ansenp, on=tan"" 22
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja F, = A, +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

{ A, = a,cosp, — { ap, = /A2 + B?

_ _ —1 B
B, = ansenp, on=tan"" 22

Lembrando que F_, = F; temos A_, + iB_, = A, — iB, e também
a_pel-n = anei(_‘p")
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Paridade dos coeficientes de Fourier

Seja F, = A, +iB, = a,e#n (formas Cartesiana e polar). Note que

An = apcospp ap, = /A2 + B?
B, = ansenp, p = tan A%

Lembrando que F_, = F; temos A_, + iB_, = A, — iB, e também
a_pelP=n = a,e'(=¢n) de onde segue imediatamente o resultado:

@ A, e a, sio funcdes pares do argumento n, bem como

@ B, e ¢, sdo funcdes impares de n.
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Retomando o exemplo da onda quadrada

0, —2<t< -1
- = 1, -1<t<1 -
Vimos que a fungdo f(t) = 0 1-t<p Possui
f(t+4), Vt
coeficientes de Fourier dados por
Fn
: 1
(;13 n impar 15[ ' 7
|
1= | -
Fn = 0 n# 0 par T T . )
o 2 . e i
1 05 | B
2 n=0 ‘ ‘ I ‘ ‘
' 4 2 0 2 4 6
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Retomando o exemplo da onda quadrada

0, —2<t< -1
- = o 1, -1<t<1 -
Vimos que a fungdo f(t) = 0 1-t<p Possui
f(t+4), Vt
coeficientes de Fourier dados por
Fn
n ’ !
(;13 n impar 15k I .
|
1= | -
Fn = 0 n# 0 par T T . )
o 2 . e i
% n=0. I : )
' 4 2 0 2 4 6

Observe que F, é real e consequentemente par.
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Decomposicdo em fpar e fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

foar(t) = % [F(t) + f(—1)]

fimpar(t) = 5 [F(£) — F(~1)]
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Decomposicdo em fpar e fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

foar(t) = % [F(t) + f(—1)]

fimpar(t) = 5 [F(£) — F(~1)]

E facil mostrar que fpar € uma fungdo par e fimpar é uma funcio
impar.
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Decomposicdo em fpar e fimpar

Seja f : R — IR; definimos as funcdes

foar(t) = % [F(t) + f(—1)]

fimpar(t) = 5 [F(£) — F(~1)]

E facil mostrar que fpar € uma fungdo par e fimpar é uma funcio
impar. Mais ainda,

foar(t) + fimpar (t) = 3 [F(t) + F(=1)] + 3 [f(£) — F(~1)]

= % [f(t) + f(—t)+ f(t) — f(—t)] = f(t).
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
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Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — IR uma fungdo periddica e seja {F, = Ap + iBn}nez
a série complexa de Fourier associada a f.
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — IR uma fungdo periddica e seja {F, = Ap + iBn}nez
a série complexa de Fourier associada a f. Entdo

® {A,}ncz € a série complexa de Fourier associada a fpar e

@ {iBy}ncz € a série complexa de Fourier associada a fimpar'
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectros de fpar € fimpar

Seja f : R — IR uma fungdo periddica e seja {F, = Ap + iBn}nez
a série complexa de Fourier associada a f. Entdo

® {A,}ncz € a série complexa de Fourier associada a fpar e

@ {iBy}ncz € a série complexa de Fourier associada a fimpar'

Prova: notas de aula sobre Fourier.
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Corolario

Duas consequéncias imediatas do resultado anterior s3o:

f(t) é par <= F(n) é real e par
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Série complexa de Fourier
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Transformada Réapida de Fourier

Corolario

Duas consequéncias imediatas do resultado anterior s3o:

f(t) é par <= F(n) é real e par

f(t) é impar <= F(n) & imaginaria e impar
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Funcdo Dente-de-Serra

Exemplo: Considere a fun¢do

com T:2,w:2%:7r,w,,:n7r.
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Mensurac3o de espectros

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra

Para n # 0,

11 :
Fn :5/ F(t)e nt dt
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Série complexa de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra
Para n # 0,

11 :
Fn :5/ F(t)e nt dt

1 .
= %/ te~iwnt dt
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra
Para n # 0,

11 ;
Fn = 7/ f(t)e™"“nt dt
2/

1 .
= %/ te~iwnt dt
-1

= (...integrag3o por partes...)
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra
Para n # 0,

11 ;
Fn = 7/ f(t)e™"“nt dt
2/

1 .
= %/ te~iwnt dt
-1

= (...integrag3o por partes...)

1
Para n =0, F0:% tdt =0.
1
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectro da Funcdo Dente-de-Serra
Para n # 0,

11 ;
Fn = 7/ f(t)e™"“nt dt
2/

1 .
= %/ te~iwnt dt
-1

= (...integrag3o por partes...)

1
tdt =0.
1

Para n =0, Fozé/

Observe que F, &€ puramente imaginaria e consequentemente impar.
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Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Mensurac3o de espectros

ro da Funcdo Dente-de-Serra
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Harmonicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

hn(t) = i%efinﬂ't 4 I(*ntr)n einmt
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Harmonicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

hn(t) = iﬂefinﬂ't 4 i(*l)n einmt

nm

— ( 1)" [emﬂ't efin‘rrt]
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Harmonicos da Funcdo Dente-de-Serra

O n-ésimo harménico de f é dado por

hn(t) = iﬂefinﬂ't 4 i(*l)n einmt

nm

— ( 1)" [emﬂ't efin‘rrt]

=-2 (_"}T)n sen(nmt).
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Harmonicos da Funcdo Dente-de-Serra

1 1° harmoénico 1 2° harmonico

4° harmonico

1 T T | T 1 T T l '
0.5 1 0.5} 1

UvaVavAVarb-aVavive OFANANATLAAAAS A

-0.5F 1 -0.5}f 1

LS50 T LS5 —=r 0 T
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) : R — IR n&o & periddica n3o faz sentido escrevé-la como
combinac3o linear de senos e cossenos harmonicamente
relacionados.
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) : R — IR n&o & periddica n3o faz sentido escrevé-la como
combinac3o linear de senos e cossenos harmonicamente
relacionados. No entanto, muitas vezes é possivel escrevé-la como
combinacio linear de todos os senos e cossenos que existem,
utilizando todas as frequéncias w € IR disponiveis:

f(t) = 2;/ F(w)e™tdw (equacdo de sintese)

—00
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
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Convolugio
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Transformada de Fourier Continua

Para funcdes que satisfazem
/ (f(t))? dt < oo,

pode-se provar que os valores de F(w) que satisfazem a equagio de
sintese sio dados por

F(w) = / f(t)e ™t dt (equacdo de analise)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Continua

Se f(t) e F(w) estdo relacionadas pelas equagdes de analise e
sintese, escrevemos

f(t) «— F(w).
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Expoentes Complexos
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Transformada de Fourier Continua

Se f(t) e F(w) estdo relacionadas pelas equagdes de analise e

sintese, escrevemos
f(t) +— F(w).

Utilizamos as notacdes
F(w) = Aw) + iB(w) = a(w)e)

para as representagdes Cartesiana e polar de F(w).
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Exemplo: Pulso Quadrado

Exemplo: Considere a funcio

1)

|
ol
o
[
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Mensurac3o de espectros

Exemplo: Pulso Quadrado

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.

Marcelo Queiroz
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Série complexa de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

F(w) :/oo F(t)e it di
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des

Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

Fw) = [ fgerde= [* e
oo 3
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

T

Fw) = [ fgerde= [* e

- T
o0 3
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Exemplo: Pulso Quadrado

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

i —iwt % —iwt
Flw) = f(t)e dt = e dt
oo -z
e—iu.)t % 2 eiw% —e 'w%
- [_ iw | w 2i

T
2
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Exemplo: Pulso Quadrado

Para w = 0 temos F(0) = / f(t)e Ot dt = 7.
Para w # 0: -

i —iwt % —iwt
Flw) = f(t)e dt = e dt
oo -z
e—iu.)t 2 2 elw% —e w%
- [_ iw },1 Tw 2i
2
_ 2sen(wy) _ sen(wy)
w wg
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

Espectro do pulso quadrado:

0.5 1 1 1
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

Assim, pela equacdo de sintese,

f(t) 1 sen

27 J_ w
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Exemplo: Pulso Quadrado

Assim, pela equacdo de sintese,

0 =5 | PS3) ot g,

27 J_ w3
Frequentemente representamos a transformada de Fourier através
dos espectros de amplitude e fase. Neste caso,

sen(wZ
ofw) = r |<22)
w3z

() = 0, seF(w)>0
)= +m, caso contrario.
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Pulso Quadrado

40 30 20 -10 0 10 20 30 40 '—rlt) =30 20 -10 0 10 20 30 40
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo

(Bf +8)(t) «— (BF +7G)(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo

(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:

A(w) e a(w) sdo fungdes pares.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:

A(w) e a(w) sdo fungdes pares. fpar <— A(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:
A(w) e a(w) sdo fungdes pares. fpar <— A(w).
B(w) e ¢(w) sdo funcdes impares.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo
(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugacdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:
A(w) e a(w) sdo fungdes pares. fpar <— A(w).
B(w) e ¢(w) sao funcdes impares.  fip,, <— iB(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

o Linearidade: se f(t) «— F(w), g(t) +— G(w), 8,7 € R,
entdo

(Bf +7g)(t) «— (BF +7G)(w).
e Conjugagdo: F(—w) = F*(w).
@ Simetria:
A(w) e a(w) sdo fungdes pares. fpar <— A(w).
B(w) e ¢(w) sao funcdes impares.  fip,, <— iB(w).
f(t) é par < F(w) é real e par.
f(t) é impar <= F(w) é imaginaria e impar.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedades da Transformada de Fourier)

o Propriedade da Area
f(t)dt = F(0);

— 00
[e.o]

F(w) dw = 27f(0).

—00
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedades da Transformada de Fourier)

o Propriedade da Area

/Oo £() dt = F(0):
/00 F(w) dw = 27f(0).

e Dualidade: Se f(t) +— F(w) entdo

F(t) «— 2nf(—w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedades da Transformada de Fourier)

o Propriedade da Area

/Oo £() dt = F(0):

/ " F(w) dw = 27£(0).
° Digiidade: Se f(t) +— F(w) entdo
F(t) +— 2nf(—w).
e Mudanga de Escala: Se f(t) +— F(w) e 8 # 0 entdo

1 w
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € R entdo

F(t—7) ¢ e “TF(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedades da Transformada de Fourier)

@ Deslocamento no Tempo: Se f(t) «— F(w) e 7 € R entdo
F(t—7) «— e “TF(w).

@ Deslocamento na Frequéncia: Se f(t) +— F(w) ewp € R

entao .
e“Otf(t) +— F(w — wo).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada do limite de funcdes

Algumas vezes n3o é possivel obter F(w) a partir da definicdo, mas
através de limites.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada do limite de funcdes

Algumas vezes n3o é possivel obter F(w) a partir da definicdo, mas
através de limites. Se

()= lim (o)

fk(t) «+— F¥(w) para cada k
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada do limite de funcdes

Algumas vezes n3o é possivel obter F(w) a partir da definicdo, mas
através de limites. Se

()= lim (o)

fk(t) «+— F¥(w) para cada k

e além disso existe o lim,__,x F¥(w) = F(w), entdo este limite
F(w) corresponde a transformada de Fourier de f(t), possuindo
todas as propriedades da transformada obtida pela definico.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Exemplo: Delta de Dirac. Esta funcio generalizada
(distribui¢do) é definida pelas condicdes

i(t)=0, Vt#0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Exemplo: Delta de Dirac. Esta funcio generalizada
(distribui¢do) é definida pelas condicdes

i(t)=0, Vt#0

/OO i(t)dt=1

—0o0

sendo que o valor §(0) n&o esta definido.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Frequentemente representamos esta distribuicdo usando um vetor
com altura representando seu peso (o valor da integral na
defini¢do):

s(t)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

O Delta de Dirac pode ser visto como o limite das fungdes by(t)
para k — 0T:

|
ol

o
ol -
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Pelo exemplo do pulso quadrado:

Br(w) = — |k

1 |, sen(
w
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Pelo exemplo do pulso quadrado:

Quando k —» 07", Bx(w) — 1 para qualquer valor de w.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Delta de Dirac

Pelo exemplo do pulso quadrado:

Quando k —» 07", Bx(w) — 1 para qualquer valor de w.
Assim a transformada de Fourier do Delta de Dirac é a funcdo
constante A(w) = 1, ou ainda,

o(t) +— 1.
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Mensurac3o de espectros

Delta de Dirac e seu

Marcelo Queiroz

Espectro

Funcdes Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Moore - Capitulo 2




Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Delta e Exponenciais Complexas

Pela equacdo de sintese,
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Delta e Exponenciais Complexas

Pela equacdo de sintese,

1 .
i(t) = o N et dw
de onde também obtemos
et dw = 274 (t).
—00
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Deltas deslocados

Podemos definir deltas de Dirac localizados em instantes t # 0 e
com pesos (valor da integral) diferentes de 1.

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Deltas deslocados

Podemos definir deltas de Dirac localizados em instantes t # 0 e
com pesos (valor da integral) diferentes de 1. Em geral definimos
Ok, = Ké(t — 1), que satisfaz

Ok (t)=0, Vt#T7

/ Ok -(t) dt = K.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as

. iwgt —iwgt iwgt _ p—iwgt
expressdes cos(wot) = &L e sen(wpt) = £

i(t) «—1
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as

. iwgt —iwgt iwgt _ p—iwgt
expressdes cos(wot) = &L e sen(wpt) = £

(S(t) A d 1 — (5(t — 7—) — eiin (deslocamento no tempo)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as

- iwgt | g—iwgt iwgt_g—iwpt
expressdes cos(wot) = S22 e sen(wot) = 55—

(S(t) A d 1 — (5(t — 7—) — eiin (deslocamento no tempo)
= e " +— 210(—w — 7) = 276(w + T) (dualidade)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des

Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as

- iwgt | g—iwgt iwgt_g—iwpt
expressdes cos(wot) = S22 e sen(wot) = 55—

(S(t) A d 1 — (5(t — 7—) — eiin (deslocamento no tempo)
= e " +— 210(—w — 7) = 276(w + T) (dualidade)
elwot ¢ 2716 (w — wo)

T et 2m6(w + wo)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exemplo: Transformada do seno e cosseno

Podemos obter as transformadas do seno e cosseno utilizando as

. iwgt —iwgt iwgt _ p—iwgt
expressdes cos(wot) = &L e sen(wpt) = £

(S(t) A d 1 — (S(t — 7—) — eiin (deslocamento no tempo)
= e " +— 210(—w — 7) = 276(w + T) (dualidade)
et « 5 27H(w — wp)
== —iwot
e Wt v 275 (w + wo)

Logo cos(wot) «— m0(w — wo) + T (w + wo)
e sen(wot) +— To(w — wo) — Fo(w + wo).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Espectros do Seno e Cosseno

cos(wot) Espectro de cos(wot)

Espectro de sen(wot)

Two wo wo wo wo wo wo —wo Cl wo
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedade da amostragem)

A propriedade a seguir chama a atencdo para o fato de que a
fun¢do d(t — 7) quando multiplicada por uma fun¢do qualquer f(+)
preserva (isto & amostra) somente o valor f(7).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedade da amostragem)

A propriedade a seguir chama a atencdo para o fato de que a
fun¢do d(t — 7) quando multiplicada por uma fun¢do qualquer f(+)
preserva (isto & amostra) somente o valor (7).

Teorema: Sejaf : IR — R e 7 € R. Entdo

f(t)o(t —7) = ¢y (t — 7).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedade da amostragem)

A propriedade a seguir chama a atencdo para o fato de que a
fun¢do d(t — 7) quando multiplicada por uma fun¢do qualquer f(+)
preserva (isto & amostra) somente o valor (7).

Teorema: Sejaf : IR — R e 7 € R. Entdo
f(t)o(t —7) = ¢y (t — 7).

Em particular,

F(£)o(t) = df(0)(2)-
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

(Propriedade da amostragem)

A propriedade a seguir chama a atencdo para o fato de que a
fun¢do d(t — 7) quando multiplicada por uma fun¢do qualquer f(+)
preserva (isto & amostra) somente o valor (7).

Teorema: Sejaf : IR — R e 7 € R. Entdo
f(t)o(t —7) = ¢y (t — 7).

Em particular,

F(£)o(t) = df(0)(2)-

Prova: notas de aula sobre Fourier.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo

A convolugdo surge como resposta a seguinte pergunta:

se f(t) +— F(w) e g(t) +— G(w),
qual é a funcdo h(t) cujo espectro é F(w)G(w),
ou ainda, tal que h(t) «+— H(w) = F(w)G(w)?

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo

A convolugdo surge como resposta a seguinte pergunta:

se f(t) +— F(w) e g(t) +— G(w),
qual é a funcdo h(t) cujo espectro é F(w)G(w),
ou ainda, tal que h(t) «+— H(w) = F(w)G(w)?

Definicao: Se f(t) +— F(w) e g(t) +— G(w), a convolugdo de
f e g é definida por

(F + g)(t / F(r)a(t — 1) dr.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo
h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo
h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) =/°° h(t)e™ 't dt

— o0
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo
h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) =/oo /v(t)zf"‘“"c!t=/_o:o [/_Z f(r)g(t —7)dr|e " dt

— o0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo
h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) = /_O:O h(t)e™ "t dt = /_O:o [/_Z f(r)g(t—7) dT] e~ vt gt
= /;O:o [/j:o f(r)g(t — m)e wt=m g iwr dq—] dt
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo
h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) =/oo /v(t)zf"‘“"c!t=/_o:o [/_Z f(r)g(t—7) dT] e~ vt gt

—oo
:/ U F(r)g(t — r)eilt=T) g i dT} dt
oo [ poo , ,
:/ U g(t — r)e (=) dt] F(r)e= 7 dr
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Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Mensurac3o de espectros

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo

h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) =/oo /v(t)zf"‘“"c!t=/_o:o [/_Z f(r)g(t—7) dT] e~ vt gt

— o0

:/ U F(r)g(t — r)eilt=T) g i dT} dt

- Uoo g(t — r)e=i(t=7) dt] F(r)e=im dr

- /:i G(;;(T)e*"w dr
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Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Mensurac3o de espectros

Teorema da Convolucdo

Teorema: Se f(t) «— F(w) e g(t) «— G(w) entdo

h(t) = (f * g)(t) +— H(w) = F(w)G(w).

Prova: Analisando a fungdo h(t) = (f * g)(t) temos

H(w) =/oo /v(t)zf"‘“"c!t=/_o:o [/_Z f(r)g(t—7) dT] e~ vt gt

— o0

:/ U F(r)g(t — r)eilt=T) g i dT} dt

- Uoo g(t — r)e=i(t=7) dt] F(r)e=im dr

- /_oo G(w)f(r)e= " dr = G(w) /_oo F(r)e T dr = F(w)G(w). W
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Convolugdo

Observe que a operacdo de convolucio é simétrica, pois

(Fee)) = [ firete—ndr
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Convolugdo

Observe que a operacdo de convolucio é simétrica, pois
(Fe)(©) = [ fae-ndr

= [ - 0e)(-d0) =t
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Convolugdo

Observe que a operacdo de convolucio é simétrica, pois

(Fee)) = [ firete—ndr

= [ - 0e)(-d0) =t

= [ -0 d

— 0o

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Convolugdo

Observe que a operacdo de convolucio é simétrica, pois

(Fre)0) = [ fele-ndr

= [ THe-0e0)(-d0) (c=t-7)
= [ - 08 4c

— o0

- /j:o g(r)f(t—r)dr
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Simetria da Convolugdo

Observe que a operacdo de convolucio é simétrica, pois

(fxg)(t) = /o:o F(r)g(t — 1) dr
:/o;wf(f—c)g(c)(—dc) C=t-7)
- /j:o F(t - ()g(¢) d¢
NP

= (g*f)(t).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo e Amostragem

Exemplo: Lembrando da propriedade da amostragem

f(t)o(t —7) =S¢y (t — 7) = f(7)0(t — 7),
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo e Amostragem

Exemplo: Lembrando da propriedade da amostragem
f(£)o(t — ) = O¢(r)(t —7) = f(7)0(t — 7),

temos que

(f  0)(t /f t—T)dT:/_O;f(t)(S(t—T)dT
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo e Amostragem

Exemplo: Lembrando da propriedade da amostragem
f(£)o(t — ) = O¢(r)(t —7) = f(7)0(t — 7),

temos que

(F + 6)(t / f(r t_TdT—/ F(£)5(t — ) dr

e como f(t) ndo depende de 7 na ultlma integral,

(F +0)(t) / 5(t— 7Y dr = F(2).
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
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Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo e Amostragem

Disso concluimos que 6(t) é o elemento neutro em relagdo a
convolucdo

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo e Amostragem

Disso concluimos que 6(t) é o elemento neutro em relagdo a
convolugdo, e também que f(t) pode ser vista como uma soma de

deltas deslocados (0¢(-)(t — 7)):
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0

Ent3o, usando a propriedade da amostragem,

(o) = [ ~ f(t—r)g(r) dr

—o0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0

Ent3o, usando a propriedade da amostragem,

(F + g)(t) :/Oo F(t — 7)g(r) dT:/oo f(t—T)( gné(f_%)> dr
— 00 — 00 n:o
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0
Ent3o, usando a propriedade da amostragem,
Ft—1) <Z Bnd(T — 7,,)> dr
- B n=0
= Bn ~ f(t—71)5(7 —vyn)dr
> (/ )

— 00

(F * £)(2) :/°° F(t - r)e(r) dT:/“’
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0
Ent3o, usando a propriedade da amostragem,
Ft—1) <Z Bnd(T — 7,,)> dr
- B n=0
= Bn ~ f(t—71)5(7 —vyn)dr
>/ )

(F * £)(2) :/°° F(t - r)e(r) dT:/“’

:’iﬁn (/_Oz f(f—vn)ci(T—%)dT)
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

(o]

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0

Ent3o, usando a propriedade da amostragem,

oo

(F + g)(t) :/ F(t — 7)g(r) dT:/oo F(t — ) <Zﬁn5(7—%)> dr
- B n=0

_ ggn (/w f(t—T)(S(T—'yn)dT)

:’iﬁn (/_Oz f(f—vn)ci(T—%)dT)

Baf(t—m) [ 6(r —m) dr
HZZO v /_oo v
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

(o]

Exemplo: Seja f : R — R qualquer, e g(t) = Zﬁné(t — Yn)-
n=0

Ent3o, usando a propriedade da amostragem,

oo

(F + g)(t) :/ F(t — 7)g(r) dT:/oo F(t — ) <Zﬁn5(7—%)> dr
- B n=0

= gﬂn (/w f(t—T)a(T—%)dT)

:’iﬁn (/_Oz f(f—vn)ci(T—%)dT)

Zﬂnf(t — Yn) /OO T —n)dT = Zﬁ”f(t = Yn)-
n=0 - n=0
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Interpretacdo Geométrica da Convolucdo

Ou seja, (f x g) corresponde ao somatdrio de varias copias da
fungdo f(t) com fatores de escala 3, e deslocadas no tempo de v,:

f(t) g(t (f *9)(t

2 l T (n 2 l T (? T T 2 X s n() T T
15 15 15

0.5 0.5 0.5

. e I I VSR T
0.5 0.5 0.5

a1 | N | a0 |

-2 0 2 1 6 8 0 -2 0 2 4 6 8 10 2 0 2 4 6 8 0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo na frequéncia

Teorema: Se f(t) «+— F(w) e g(t) +— G(w) entdo

h(t) = F(D)8(8) +— H(w) = 5-(F * G)(w).

s
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Convolucdo na frequéncia

Teorema: Se f(t) «+— F(w) e g(t) +— G(w) entdo

h(t) = F(D)8(8) +— H(w) = 5-(F * G)(w).

s

Prova: Exercicio sugerido.
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Mensurac3o de espectros

Raizes Complexas da Unidade

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Dado N € IN, considere a familia
de niimeros complexos

{e'?”q% q:O,l,...,N—l},

que divide o circulo unitario em
N partes iguais:

Marcelo Queiroz

Fli'yrg — F*L:’r\'g
1 1
1= e42r§ :6742775
on 5 ond ion T —i2nl
278 — oi2mE Pl I
s 2
Elzﬂﬁ :efzzvrﬁ
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes

f(k) = e N g ke {0,...,N—1}
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes
f(k) = e N g ke {0,...,N—1}

& ortogonal em relacio ao produto interno em €V definido por

N-1
(a,b) =) aubj.
k=0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Exponenciais Complexas Discretas

Vamos verificar que a familia de funcdes
f(k) = e N g ke {0,...,N—1}
é ortogor;val 1em relacdo ao produto interno em CV definido por
(a,b) =) aubj.
k=0

o . . ) iord
Para simplificar a notacdo, vamos utilizar o simbolo W = 2™~ de
tal forma que

(WIYk = Wk = &M% — £ (k).
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Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

f() LA(). Ya#r

Ill* = N.
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Relagdes de Ortogonalidade

f() LA(). Ya#r

Ill* = N.

ou, equivalentemente,

=
L

0, seq#r

gk rkys _
W W™) N, seqg=r.

i
o

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
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Transformada de Fourier Discreta
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Exemplo:

Considere N =5, g =2 e r = 3. Entdo, para os vetores

WO WO
w2 w3
we we
W8 W12

temos (a, b) = WOWO + W2W—3 + WAW 6 4 WOW—99 + WBW—12 =

1+W W24 W34+Ww—4=0

e

(a,a) = WOWO+ W2W 24 WAW 44+ WOW O+ WBW 8 =14+14+1+1+1=5
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Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

qu(er)*
0

x>
Il
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Seq#r,

N—

[

N—-1
qu(er)* — Z(W(q—r))k
k=0 k=0
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Prova das Relagdes de Ortogonalidade
Seq#r,

N—

[

1— (W(q—r))N

N—1
qk rky* _ (gq—r)\k _
w (W ) - kZ:O(W ) - 1— W(qfr)

k=0
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Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

N-1 N—1
1— (W(q—r))N
qk rkyx W(q—r) k _
2 W) Zk:o( V=W
1— (WNy@=n)
o1 —wila-n)
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

N-1 N-1 .,
qu(er)* — (W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1-wia)
11— (WhNyle=n) 1-1

1— wla—r) = 1— wlg—r)
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

N-1 N-1 .,
qu(er)* — (W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1-wia)
11— (WhNyle=n) 1-1

1— wla—r) = 1— wlg—r)

Por outro lado,

N—-1
Z qu( qu)*
k=0
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

N-1 N—1
1— (W(q—r))N
qk rkyx W(q—r) k _
2 W) Zk:o( V=W
11— (WhNyle=n) 1-1

1— wla—r) = 1— wlg—r)

=0.
Por outro lado,
N—1 N—1
Z qu(qu)* _ Z(WO)k
k=0 k=0
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Prova das Relagdes de Ortogonalidade

N-1 N-1 .,
qu(er)* — (W(q—r))k _ 1- (W(q ))N
k=0 k=0 1-wia)
1—(WNye—n  1-1

1—wl-r = 1_- wla—r

=0.
Por outro lado,
N—1 N—1
> WIHWI) = (WK = Z 1=N. |
k=0 k=0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des

Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seja f = (fo,...,fn—1) € IRV. Vamos tentar encontrar um vetor
F=(Fo,...,Fn_1) € CN tal que

1 N—-1 )
o= gy 2 FreH
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seja f = (fo,...,fn—1) € IRV. Vamos tentar encontrar um vetor
F=(Fo,...,Fn_1) € CN tal que

1 N—-1 )
o= gy 2 FreH

Usando as relacdes de ortogonalidade, podemos obter os valores de
F, tomando o produto interno de f pela exponencial complexa

fa(-)-
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T _ H n k
Multiplicando f, = % Z,’Yzol F,e? ™ por e 2™~ e somando em
relacdo a variavel k:

N—

...

—127rm

fke
k=0

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2



Fun¢des Trigonométricas
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta (DFT)

T _ H n k
Multiplicando f, = % Z,’Yzol F,e? ™ por e 2™~ e somando em
relacdo a variavel k:

._.
2
L

N—

...

N—
—127rm7 1 z : i2rk £ —i2rmk
fke = — Fne N e N

k=0 k=0 n=0
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta

T _ H n k
Multiplicando f, = % Z,’Yzol F,e? ™ por e 2™~ e somando em
relacdo a variavel k:

N—

._.
=
L
2
L

f‘ke—IZﬂ'm _ l Fnei21rkﬁ e—iZﬂ'm%
k=0 k=0 N n=0
N—-1 N-—1
1 i27rn£ —I27rm£
_ Fn e N N
N n=0 k=0
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des

Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta

T _ H n k
Multiplicando f, = % Z,’Yzol F,e? ™ por e 2™~ e somando em
relacdo a variavel k:

N-—1 N—-1 1 N—-1
f‘ke—IZﬂ'm _ - F, elZ‘rrkﬁ —IZTI'm%
k=0 k=0 N n=0
N—-1 N—-1
1 ; k > k
N F, 2 :el27rnﬁ —i2rmy
N n=0 k=0
1
=~ FmN
N
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Transformada de Fourier Discreta

T _ H n k

Multiplicando £, = L SSN=1 F oi2mky hor e 2™My e somando em
p k = N 2-n=0 p

relacdo a variavel k:

N-—1 N—-1 1 N—-1
f‘ke—IZﬂ'm _ Z F, elZ‘rrkﬁ —IZTI'm%
= - n
k=0 k=0 N n=0
1 N—-1 N—-1 X
N Z F, (Z e127rnNe—I27rmN>
N n=0 k=0
1
=~ FmN
N

ou seja, paran=20,...,.N -1, F, = Z fke—i%n%
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Sintese e Analise

= N—1 .
As equacdes f, = N Z F,e?™ % e F, = Z fe 2™ s3o
n=0 k=0 )
chamadas de equacdo de sintese e equacido de analise,

respectivamente.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Sintese e Analise

g N N-1 o
As equacdes f, = — Z F,e?™ % e F, = Z fe 2™ s3o
N n=0 k=0
chamadas de equacdo de sintese e equacido de analise,
respectivamente. Representamos esta relacdo por
(fo,...,fy—1) «— (Fo,..., Fny—1) ou simplesmente f <— F.
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Sintese e Analise

= N—1 .
As equacdes f, = N Z F,e?™ % e F, = Z fe 2™ s3o
n=0 k=0
chamadas de equacdo de sintese e equacido de analise,

respectivamente. Representamos esta relac3o por
(fo,...,fy—1) «— (Fo,..., Fny—1) ou simplesmente f <— F.

Utilizamos as notacdes F, = A, + iB, = a,e#" para as
representacdes Cartesiana e polar de F,.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 3,7 € IR, entdo

Bf +~vg «— BF ++G.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 3,7 € IR, entdo
Bf +~vg «— BF ++G.

o Periodicidade:
As funcbes f : Z —> IR eF:Z —C definidas pelas

expressdes f(k Z F, 2Tk N o F(n Z fre™ i2mnk

sdo periédicas com perlodo N.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

o Linearidade: se f +— F, g +— G, 3,7 € IR, entdo
Bf +~vg «— BF ++G.

o Periodicidade:
As funcbes f : Z —> IR eF:Z —C definidas pelas

expressdes f(k Z Fhe>™ % e F(n Z fre” i2mny;
sdo periédicas com perlodo N.
N-1 =
@ Propriedade da Média: kz_% fk=Fye e Z:O Fn=fo.
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugagdo: F_, = F.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugagdo: F_, = F.

@ Simetria:
A, e a, sdo funcdes pares.

B, e ¢n sdo funcdes impares.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugagdo: F_, = F.

@ Simetria:
A, e o, sdo funcdes pares. foar <— An.
B e ¢n sdo fungdes impares.  fimpar <— iBn.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

e Conjugacdo: F_, = F;.

n
@ Simetria:
A, e o, sdo funcdes pares. foar <— An.
B e ¢n sdo fungdes impares.  fimpar <— iBn.

f(t) é par < F, éreal e par.
f(t) é impar <= F, é imaginaria e impar.
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

@ Dualidade: Se f +— F entdo

F+— N(ﬁ), ffl, f,2 ey f—(N—l))-
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

@ Dualidade: Se f «— F entdo
F+— N(ﬁ), ffl, f,2 ey f—(N—l))-
@ Deslocamento no Tempo: Se f +— F e m € Z entdo

(Fomy fiemy ey fn1—m) < (WOFo, W™ FL, W2 Fy, ... o WIN=DmEy ),
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Réapida de Fourier

Propriedades da Transformada Discreta de Fourier

@ Dualidade: Se f «— F entdo
F+— N(ﬁ), ffl, f,2 ey f—(N—l))-
@ Deslocamento no Tempo: Se f +— F e m € Z entdo

(Fomy fiemy ey fn1—m) < (WOFo, W™ FL, W2 Fy, ... o WIN=DmEy ),

@ Deslocamento na Frequéncia: Se f +— F e m € Z entdo

(WOfo, W™, W2ty ., WIN=DM gy Y s (Fomy Fms - o e 10m)-
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional da DFT

O método direto de calculo da transformada discreta de Fourier a
partir da expressio

Fo=S fe 2y = S" W=k n—0,... N—1

utiliza N2 produtos entre nimeros complexos e N(N — 1) somas,
possuindo assim complexidade computacional O(N?).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional da DFT

O método direto de calculo da transformada discreta de Fourier a
partir da expressio

N-1 . N-1
Fo=> fe W= AW n=0,...,N-1
k=0 k=0

utiliza N2 produtos entre nimeros complexos e N(N — 1) somas,
possuindo assim complexidade computacional O(N?).

O método FFT (Fast Fourier Transform) permite obter o mesmo
resultado em tempo O(N log ).
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Método Recursivo para a DFT

A ideia simples do calculo da DFT por recursio reside em considerar
N = 2B e particionar o vetor f = (fo, f1, ..., fy_1) em duas partes:

fpoar = (fo, 2, .. ., fn—2)

fimpar = (A, f,..., fn-1)
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Método Recursivo para a DFT

A ideia simples do calculo da DFT por recursio reside em considerar
N = 2B e particionar o vetor f = (fo, f1, ..., fy_1) em duas partes:

fpoar = (fo, 2, .. ., fn—2)

fimpar = (A, f,..., fn-1)

e calcular separadamente as DFTs de cada um destes vetores,
combinando os resultados.
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Mensurac3o de espectros

Divisdo e Conquista

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

N—-1

P k

Note que F, =) fie ?™n
k=0
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Mensurac3o de espectros

Divisdo e Conquista

Fun¢des Trigonométricas

Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos

Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Transformada do limite de fun¢des
Convolugio

Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

N—-1

P k

Note que F, =) fie ?™n
k=0

; k i2nnk
Z fke—127rnﬁ+ Z fke—IZﬂ'nN

k par k impar
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Divisdo e Conquista

N—-1

P k

Note que F, =) fie ?™n
k=0

; k i2nnk
Z fke—127rnﬁ+ Z fke—IZﬂ'nN

k par k impar
N/2-1 . N2 .
; 2k s 2k+1
§ : f2k67127rn N 2 : f2k+le i2Tn =g
k=0 k=0
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Série complexa de Fourier
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Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Divisdo e Conquista

N—-1

P k

Note que F, =) fie ?™n
k=0

; k i2nnk
Z fke—127rnﬁ+ Z fke—IZﬂ'nN

k par k impar
N/2-1 . N2 .
; 2k s 2k+1
— § : f2k67127rn N 2 : f2k+le i2Tn =g
k=0 k=0
N/2-1 N/2—1
P k P k
—i2Tn 5 _ i —i2Tn 5
= E fparke N2 4 e i2mny E fimpal’ke N2
k=0 k=0
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Divisdo e Conquista

N—-1

P k

Note que F, =) fie ?™n
k=0

; k i2nnk
Z fke—127rnﬁ+ Z fke—IZﬂ'nN

k par k impar
N/2-1 . N2 .
; 2k s 2k+1
— § : f2k67127rn N 2 : f2k+le i2Tn =g
k=0 k=0
N/2-1 N/2—1
P k P k
—i2Tn 5 _ i —i2Tn 5
= E fparke N2 4 e i2mny E fimpal’ke N2
k=0 k=0

= FFT(fpar)n + € 2™ N FFT (fimpar)n
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + eilzmﬁFFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + € >N FFT(fimpar)s
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + € >N FFT(fimpar)s
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + € >N FFT(fimpar)s
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN

=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
=4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN
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Fun¢des Trigonométricas
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Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + € >N FFT(fimpar)s
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN

=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
=4(2C(N/8) + aN/4) +2aN = 8C(N/8) + 3aN
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Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fo = FFT(fpar)n + € 2™ % FFT(fimpar)n
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
= 4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN
=23C(N/23) + 3aN
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fo = FFT(fpar)n + € 2™ % FFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos
C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
= 4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN
=23C(N/23) + 3aN
=24C(N/2%) + 4aN
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Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo

Fo = FFT(fpar)n + € 2™ % FFT(fimpar)n
as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
= 4(2C(N/8) + aN/4) + 2aN = 8C(N/8) + 3aN
=23C(N/23) + 3aN
=24C(N/2%) + 4aN

=2BC(N/2B) + BaN
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Fun¢des Trigonométricas
Série de Fourier para fungdes periédicas
Expoentes Complexos
Série complexa de Fourier
Transformada de Fourier

Mensurac3o de espectros Transformada do limite de fun¢des
Convolugio
Transformada de Fourier Discreta
Transformada Rapida de Fourier

Custo Computacional

Note ainda que na expressdo
. 1
Fn = FFT(fpar)n + eilzmﬁFFT(fimpar)n

as duas FFTs sdo periédicas com periodo % (ainda que
ne{0,1,...,N—1}). Temos

C(N) =2C(N/2)+aN
=2(2C(N/4) + aN/2) + aN = 4C(N/4) + 2aN
=4(2C(N/8) + aN/4) +2aN = 8C(N/8) + 3aN
=23C(N/23) + 3aN
=24C(N/2%) + 4aN

=2BC(N/2B) + BaN

= NC(1) + BaN

= O(Nlog N)

Marcelo Queiroz Moore - Capitulo 2
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