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1 Introducao

1.1 Exemplos de problemas de programacao linear
O problema da dieta

Considere n diferentes alimentos e m diferentes nutrientes, e suponha
que voce possua uma tabela com o contetdo nutricional de uma unidade

ou porcao de cada alimento:

alim. 1 --- alim. n
nutr. 1 ail s QA1np
nutr. 1 A1 e Amn,

Note que a j-ésima coluna da matriz representa o conteudo nutricio-
nal do j-ésimo alimento. Seja b; o requisito nutricional minimo do nutri-
ente ¢ em uma dieta balanceada. Podemos interpretar um vetor x € IR,
como a especificacao de uma dieta que utiliza ; unidades/por¢oes do
alimento j para cada j = 1,...,n. A dieta x serd balanceada se satis-
fizer 327, a;jx; > b; para cada nutriente ¢. Se estivermos interessados
numa dieta balanceada com uma ingestao minima de calorias e além
disso conhecermos a quantidade de calorias ¢; de cada unidade/porcao

do alimento j, podemos resolver o problema

min cx; + -+ ey,
sujeito a  apry + - + a1, > by

a1 Ty + - -+ 4 a2 Ty > by
Am1T1 + -+ AmnTn 2 bm
x> 0.

Seja A € R™*" a matriz cujas entradas sao a;;. O mesmo problema

pode ser escrito em notacao matricial como

'Baseadas no livro de Bertsimas & Tsitsiklis: Introduction to Linear Optimiza-

tion.



min 'z
sa Ax >0
xz > 0.

Variante 1: Se estivermos interessados em obter a dieta balanceada
mais barata e soubermos o preco r; de cada unidade/porgao do alimento

j, entao desejaremos minimizar a expressao r'x.

Variante 2: Se b representar os requisitos exatos de uma dieta
“ideal”, entao x serd uma dieta ideal se satisfizer Ax = b, x > 0. Sob
estas restrigoes poderemos minimizar o contetudo caldrico ou o custo de

uma dieta ideal.

Um problema de producao

Uma empresa produz n diferentes produtos usando m diferentes matéri-
as-primas. Seja b; a quantidade disponivel da i-ésima matéria-prima, a;;
a quantidade de matéria-prima i necessaria para a produgao do produto
J, € ¢; o lucro obtido com a venda do produto j. Se a varidvel z;
representa a quantidade de produto j a ser produzida, entao a empresa

tera o méaximo lucro resolvendo o problema

max c'x
sa Ar <b
xz > 0.

O problema do plantao

Um hospital quer fazer a programacgao semanal dos plantoes noturnos
de seus enfermeiros. A cada dia da semana a demanda por enfermeiros
de plantao ¢ diferente, representada por um inteiro d;, j = 1,...,7.
Cada enfermeiro sempre trabalha 5 noites seguidas em plantao. O
problema é encontrar o nimero minimo de enfermeiros que o hospital

precisa contratar.

Se tentdssemos criar uma varidvel z; representando o nimero de
enfermeiros de plantao no dia j nao serfamos capazes de escrever a res-
tricdo de que cada enfermeiro sempre trabalha 5 noites seguidas (experi-
mente!). Ao invés disso, representamos por x; o nimero de enfermeiros
que comega a trabalhar no dia j; assim os enfermeiros que comecarem

a trabalhar no dia 5 trabalharao nos dias 5, 6, 7, 1 e 2. O problema



pode entao ser formulado como

min 1y + 2 + 23 + T4 + TH5 + T + X7
s.a I + x4 + x5 + w¢ + T > dy
T + X 4+ x5 + xg + 7 > do
1 + T2 + @3 + w6 + x7 > dj
T1 4+ 292 + T3 4+ 24 4+ x; > dy
r1 + ®2 + 3 + x4 + x5 > ds
+ o 4+ x3 + x4 + x5 + T > dg
T3 + T4 + w5 + T + w7 > dy
x; > 0, r; € X

Este é um problema de programacao linear inteira. Em algumas
situacoes especiais um problema deste tipo pode ser resolvido como um

problema de programagao linear (sem a restri¢do z; € Z ).

Exercicio 1.1 Verifigue que a solugao otima da relaxacdo continua
deste problema (sem a restrigio x; € Z ) pode ser obtida através da

formula

Classificagao de padroes

O problema de classificacao de padroes corresponde a tentar identificar
a classe de um objeto a partir da descrigao de algumas de suas pro-
priedades (seu padrao). Consideremos um exemplo bem simples: sao
dadas varias imagens de magcas e laranjas, e para cada imagem um vetor
a € IR? tal que a; é a curvatura do objeto representado, as é o compri-
mento da haste e ag é sua cor. O conjunto {a'};cs contém padroes de
magas, e {a'}igzs contém padroes de laranjas. Um classificador linear
para dintinguir as magas e laranjas dadas é um par (z,y) € IR® x R que

satisfaz

(a)z >y, i€S

(a)z <y, i¢S.
Dado um novo padrao a de uma imagem desconhecida, o mesmo
seré declarado pelo classificador uma maca se satisfizer a’z > y, ou

uma laranja caso contrario.



Ordenacgao

Este exemplo ilustra a versatilidade de modelos de programacao linear,
mas nao deve ser tomado como uma aplicacao real: considere que se
queira ordenar os nimeros dados aq, . .., a,. O valor 6timo do problema
abaixo
min a'x
sa Yo xi=1
x; € {O, 1}
¢ o menor dentre os valores aq, ..., a,.
Este ¢ um exemplo de problema de programacao linear -1 que pode
ser reformulado como problema de programacao linear trocando-se a
restricao x; € {0,1} por 0 < z; < 1. O método simplex (que veremos
em breve) é capaz de encontrar solugoes para o problema reformulado

que satisfazem z; = 0 ou z; = 1.

Exercicio 1.2 Verifique que, trocando-se a restri¢ao ;" ; x; = 1 por
1 x; =k no problema original obtém-se como solugao otima a soma

dos k menores valores dentre a4, . .., a,.

Exercicio 1.3 Use o programa Ip_solve* para resolver o problema de
planejamento de producao da DEC usando como entrada o arquivo

abaizo:

max: 60x1 + 40x2 + 30x3 + 30x4 + 15x5;

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 <=7
4x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + x5 <= 8 ;
x2 + x4 <=3 ;

x1 <= 1.8;
x3 <= 0.3;

x1 + x2 + x3 <= 3.8;
x4 + x5 <= 3.2;

x2 >= 0.5;

x4 >= 0.5;

x5 >= 0.4;

Troque as restricoes do problema original pelas restricoes alternati-
vas da modelagem e compare as solugoes obtidas.

Resolva o problema do plantao usando o lp_solve (invente os valores
dedy,...,d;) e verifique que a solugdo obtida corresponde a formula do

exercicio 1.1.

2No Ubuntu basta apt-get install lp-solve. Para outras plataformas,

http://sourceforge.net/projects/lpsolve/
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1.2 Representacgao e solugao graficas

Considere o problema

min —T1 — T2
sa 1 4+ 2z, <3
2v1 + x9 <3

Zy, i) >0
O conjunto viavel esta representado a seguir.

201 + 22 < 3

ZL’1—|—2[L'2§3

Para encontrar a solugao 6tima podemos considerar o conjunto dos
pontos que tém um mesmo valor de funcao objetivo, digamos z. Este é
uma linha descrita pela equacao —xr; —x, = 2 e é perpendicular ao vetor

-1
C =
-1

aumentando z seguimos na direcao apontada pelo vetor ¢, diminuindo

. Para cada valor de z obtemos uma linha paralela diferente:

z seguimos na direcao —c. Para minimizar a fungao objetivo devemos

procurar o ponto viavel o mais distante na direcao —c: este é o ponto

1
T = . com valor 6timo z = —2.

Uma prova algébrica de que esta é uma solucao 6tima é obtida ao
notar-se que toda solugao vidvel satisfaz 3z + 325 < 6 (soma das duas

primeiras restrigdes), ou equivalentemente, —xr; — o > —2. Assim x
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nao sé é viavel como possui o menor valor possivel dentre as solugoes

vidveis.

Exercicio 1.4 Obtenha graficamente a solug¢ao étima do problema abaizo

e verifique algebricamente que ela é de fato otima.

min —x; + T2 — T3
s.a 0<z2, <1
0<a, <1
0<23<1

Considere o exemplo a seguir:

min C1T1 + oo

sa —r; To <1

xq, ) >0

1. Se c = ) , & Unica solucao 6tima é x = ol
B /
2. Sec= 0 , todo vetor da forma x = [ ] com 0 <xy<16¢é
T2

solucio 6tima (infinitas solugdes, conjunto de solucdes limitado).

3. Se ¢ = l(l)],todovetordaformaxz [981} com z; > 0 ¢

solugao Gtima (infinitas solugoes, conjunto de solugdes ilimitado).
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4. Sec = Ll é possivel obter uma sequéncia de solugoes viaveis

com valores tendendo a —oo. Dizemos que o problema é ilimitado
e que o valor étimo é —oo (mas nenhuma solugao vidvel atinge

este valor!)
5. Se o problema tivesse a restricao adicional z; + xo2 < —2, 0 con-

junto viavel seria vazio.

1.3 Variantes do problema de programacgao linear

Um problema de programacao linear pode ser expresso da maneira mais

geral como
: /
min /max 'z
, .
sa ax > b, 1€ M,
, ‘
ar < by, 1€ My,
;o .
a,x = by, i€ Ms,
ZL’j Z 0, ] € Nl,
Z; S 0, ] c NQ.
onde z1,...,x, sao chamadas varidveis de decisao e um vetor x que

satisfaz todas as restri¢oes é chamado de soluc¢ao vidvel ou ponto vidvel.
O conjunto de solugoes viaveis é chamado de conjunto vidvel ou regido
vidvel. Para j € Ny U N, dizemos que x; é uma variavel livre de sinal.
A funcado f(x) = 'z é chamada fun¢ao objetivo e uma solugao vidvel
x* que minimiza a fungdo objetivo (isto é, que satisfaz dz* < ¢’z para
todo z viavel) é chamada de solu¢do dtima do problema de minimizagao,
com o correspondente valor dtimo igual a ¢x* (define-se analogamente
solugdo étima do problema de maximizagao). Se, por outro lado, for
possivel encontrar solugoes viaveis com valores de funcao objetivo tao
baixos quanto se queira, diz-se que o valor 6timo é —oo e que o problema
¢ ilimitado.

Um tal grau de generalidade na formulagao é inconveniente e desne-
cessario do ponto de vista da teoria, que pode ser desenvolvida para
moldes mais simples de problemas lineares. Discutimos a seguir algu-
mas reformulagoes que nao tiram expressividade do modelo de progra-
macao linear.

Inicialmente note que nao é necessario estudar problemas de maxi-
mizacao e de minimizacao separadamente, pois sao equivalentes max ¢’z
e min —cz.

Toda restrigao de igualdade do tipo aix = b; é equivalente as duas

desigualdades ajx < b; e ajx > b;; além disso qualquer desigualdade

7

z* é sol. 6tima de max 'z

0

dx* > dx VYV vidvel

)

—cda* < —dx Vx vidvel

0

x* é sol. 6tima de min —c'z.



do tipo alx < b; pode ser re-escrita como (—a;)'z > —b;. Note ainda
que as restri¢oes de sinal x; > 0 e x; < 0 sao casos particulares das
restri¢oes do tipo a;x > b;, onde a;, = e; e b; = 0.

Através destas equivaléncias concluimos que qualquer problema de
programacao linear pode ser escrito na forma compacta que designamos

de forma geral de programacao linear:

min 'z
s.a Az > b.

Outra forma muito importante no desenvolvimento de algoritmos
de programagao linear é a forma canénica (ou padrao) de programagao

linear:

min cz
sa Ar =10
xz > 0.

Vimos que a forma canonica é um caso particular da forma geral,
ou seja, podemos re-escrever qualquer problema em forma canonica na
forma geral. O inverso também é verdade: pode-se transformar qual-
quer problema de programacao linear para um problema equivalente
(embora nao igual) na forma canonica. Esta transformacao depende de

duas operagoes basicas:

Eliminacao de varidveis livres de sinal Dada uma varidvel x; li-
T
j jo
onde x;r, T; sao0 novas varidveis nao-negativas, isto €, sujeitas as

vre de sinal, substitui-se todas as ocorréncias desta por x x
condicoes zj > 0ex; >0. Aidéia é que todo numero real pode

ser escrito como a diferenca de dois niimeros nao-negativos.

Eliminacao de desigualdades Dada uma desigualdade da forma ajx <
b;, introduz-se uma nova varidvel r; e as restrigoes (compativeis

com a forma canonica)

aix +r; =1b;
T; ZO

A variavel r; é chamada de residual.
Naturalmente uma varidvel nao-positiva x; < 0 ¢ substituida por —x;,

e uma desigualdade da forma az > b; é substituida por ajx —r; = b; e
T Z 0.



Como exemplo, o problema

min 2z — x3 + 4x3
sa  T1 + Ty + x4 <2
3ry — I3 = 5
Tz + x4 > 3
T > 0
T3 < 0
ze > 0
pode ser re-escrito na forma geral como
min 2x; — To +  4dxs
s.a —1xr; — T — x4 = —2
3ry — T3 > 5
—3xy + T3 > =5
T3 + x4 = 3
Ty > 0
—T3 > 0
T4 > 0
e na forma canonica como
min 2r; — x4 + 13 — 43
sa x + x5 — @5 + x4+ m 2
3ry — 3xy + a3 =5
—T3 + T4 —ry = 3
1, .T;, Ty, 3, T4, 1, ry > 0.

Exercicio 1.5 Passe o problema de planejamento da DEC para a forma

canonica, e resolva-o usando o lp_solve. Compare as solugoes.

E importante destacar que o problema reformulado na forma cano-
nica é substancialmente diferente do original, tanto na forma da funcao
objetivo quanto no conjunto definido pelas restricoes. Entretanto, os
problemas antes e depois da reformulagao guardam inter-relagoes sufi-
cientes para que possamos obter a solucao de um a partir da solucao
do outro. Esse tipo de inter-relacao é capturado pela seguinte nocao de

equivaléncia® entre problemas de programacao linear:

Definigcao 1.1 Os problemas
min cdz min f'y
e
s.a Ax >0 s.a Dy>e

3Essa ndo é a tnica formulacio possivel de equivaléncia em programacio linear,
mas é suficiente para a comparagao de problemas na forma geral e suas reformulagoes

na forma canonica.



sdao ditos equivalentes se, para qualquer x tal que Az > b existe algum
y tal que Dy > e e dx = f'y, e para qualquer y tal que Dy > e existe
algum x tal que Ax > b e fly = .

Exercicio 1.6 Mostre que se (P) e (Q) sdo equivalentes, entao

1. (P) possui solugdo étima com valor dtimo o <=

(Q) possui solug¢ao dtima com valor étimo «
2. (P) éilimitado <= (Q)) € ilimitado
3. (P) é invidvel <= (Q) € invidvel

Mostre que se (P) é um problema na forma geral e (PLC) é a sua

reformulag¢do na forma candnica, entao (P) e (PLC) sao equivalentes.

1.4 Pré-requisitos e notacao
Conjuntos

Utiliza-se as seguintes notagoes: |S| denota a cardinalidade do conjunto
S, S\T ={s€S|s¢T}, [a,b]={z€R|a<xz<b}e(ab)={ze
R|a<az<b}.

Vetores e matrizes

A € R™"™ denota uma matriz

11 Qin
Q21 -+ Agp
A=
Am1 Gmn
I
r € R"™ denota o vetor coluna z = - |; alguns vetores especiais
Tn
0
utilizados sao 0 = | : | e e’ o0 i-ésimo vetor da base canodnica.
0

A’ denota a transposta de A, que satisfaz A}, = Ay, Vi, j. Se
z,y € R", entdo 2’y = > I | z;y;. Lembre-se que z L y (z é ortogonal
ay) < 2’y =0. A norma Euclideana de z € R" é denotada por

] = Va'z.
Exercicio 1.7 Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
"y < |l=[lllyll,
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e verifique que a igualdade vale se, e somente se, x € multiplo de y ou
vice-versa. Dica: se x # 0, considere a distancia de y a projecdo de y

sobre x.

Dada uma matriz A denota-se por A’ sua j-ésima coluna, e A; sua
i-ésima linha. O produto de duas matrizes A € R™" ¢ B € R™*
é uma matriz em R™* cujas componentes sao dadas por [AB];; =

S agh; = A;B7, ou ainda,

A B

AB= | AB* | --- | AB* | =

A, B
O produto de matrizes satisfaz (AB)C' = A(BC) e (AB) = B'A’,
mas nao satisfaz AB = BA em geral (produza um contra-exemplo!) A
matriz identidade é denotada por I e satisfaz I[A = A e BI = B para
quaisquer A e B de dimensoes compativeis.

Dados A € R™" e z € R", valem as identidades Ae’ = A, (/) A =

Aj, x =Y, x;e' e consequentemente

. Ax
Ar = Z Alg; =
= Anpx
Dado z € IR"™ utiliza-se as notacoes x > 0 <= z; > 0 Vi e
r >0 <= z; > 0 Vi; analogamente define-se as desigualdades A > 0
e A > 0. Estas definicoes estendem-se naturalmente: = > y <=
r—y>0ex>y < z—y>0.

Inversao de matrizes

Uma matriz quadrada A é dita nao-singular ou inversivel se existe uma
matriz B tal que AB = BA = I; esta matriz é unica e denotada por
A7l Se A, B € R™™" sao inversiveis entao AB é inversivel e (AB)™! =
B~tA-L

Uma colecio de vetores z',...,zF € IR" é dita linearmente depen-
dente se existem agy, ..., a; reais tais que a # 0 e Zle a;x' = 0; caso
contrario diz-se que os vetores sao linearmente independentes. Vale o
seguinte resultado

Teorema 1.2 Seja A uma matriz quadrada. As afirmagoes sequin-

tes sao equivalentes:
1. A € inversivel;
2. A" € inversivel;
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det(A™1) det(A) = det(I) = 1.

= Ax = 0 possui solugao tnica.

6.

7.

DAy

det(A) # 0;
, A, sdo linearmente independentes;
Al .., A" sdo linearmente independentes;

Eziste b tal que o sistema Ax = b tem uma unica solucao.

Para todo b o sistema Ax = b tem uma unica solucao;

Prova.

(3 = 4) Suponha que > ; a;A; = 0, e considere

_ozl Qo (3 Oén—
0 1 0 0
B=]0 0 1 0
0 0 0 1

Entao [BA]l = Z?:l OéiAZ' =0=0 = det(BA) =
det(B) det(A) = det(B) = a; = 0. Repita o argu-

mento para o, ..., Qy.

(4 = 5) Suponha que Aa = Y, ;A" = 0. Entao A;a =
0, Vi, logo a é ortogonal a n vetores Li. em IR", ou

seja, o = 0.

(6 = 7) Primeiro vamos verificar que Az = V' deve ser
vidavel para qualquer &'. Como Jlz : Az = b, entao
Alz: Az =0 (pois Az=0= A(x+2) = Az = b), ou
seja, Al,..., A" sdao li. Se Az = U/ fosse invidvel para
algum ¥, entao Y1, oy A" — b’ = 0 implicaria 8 = 0
(sendao AG = b'), e a independéncia linear dos A® impli-
caria a; = 0, permitindo concluir que os n + 1 vetores
{AY, ... A" b} sao Li. em IR", uma contradigao.
Suponha entdao que Axr = b possui uma tunica solugao
z mas que Ax = b’ possui duas solucoes y e w. Entao
Az+y—w) = Az 4+ Ay —w) = Az + Ay — Aw =
b+b —V =b,logo z+y —w é solucao de Az =b e
portanto y = w.

(7= 1) Considere que ¥b o sistema Axr = b possui solu-
¢ao tnica. Entao para b = el e? ... e" (base cano-
nica) existem solugoes x', 2%, ... 2" tais que Az’ =
e', Vi. Assim A [x1|m2| e |x"} = [61|e2| e |e”} =1T1e
portanto A é inversivel com inversa dada por A™! =

{xl\x2| e |x”}
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Subespacos e bases

h # S C R" é um subespaco de R™ se ax + by € S para quaisquer

k

z,y € Seabec R O subespaco gerado por z',...,xz* é o conjunto

de vetores y da forma y = Y% a;2°, onde a € R: y ¢ dito uma

combinacdo linear de z', ... z*.

Dado um subespaco () # S C IR", uma base de S é uma colecao de
vetores linearmente independentes que geram S. Toda base de S tem
o mesmo numero de vetores e este nimero é chamado de dimensao de
S; em particular dim(IR™) = n e todo subespago de IR" tem dimensao
menor ou igual a n. Por defini¢ao, dim({0}) = 0.

Se S é um subespaco prdprio de R™ (isto é, diferente de R™), en-
tao existe um vetor a # 0 tal que a’z = 0 para todo x € S. Em
geral, se dim(S) = m < n, entdo existem n — m vetores linearmente
independentes ortogonais a 5.

Teorema 1.3 Suponha que o subespaco S gerado pelos vetores x', . . .
tem dimensao m. Entao:

1. Emiste uma base de S contendo m vetores dentre x', ..., x*;

2.8 1 < meaxa'.. .  x sio linearmente independentes, pode-se

l

formar uma base de S comecando com z',...,x' e escolhendo

m — [ vetores dentre x'T', ... ¥

Exercicio 1.8 Demonstre o teorema acima. Note que a parte 1 € caso

particular da parte 2 (com [ =0).

Seja A € R™". O espago-coluna gerado por A é o subespago (de
IR™) gerado pelas colunas de A; analogamente definimos o espago-linha
de A. As dimenséces dos espaco-linha e espaco-coluna de A coincidem e
este nimero é denominado posto ou caracteristica de A. A possui posto
completo ou caracteristica plena se posto(A) = min{m,n}. O conjunto
{r € R" | Az = 0} é chamado de espaco-nulo de A. Pode-se mostrar
ainda que nulo(A) L linhas(A) e que IR" = nulo(A) @ linhas(A) (o

simbolo & denota a soma direta).

Exercicio 1.9 Prove que
1. dim(nulo(A)) = n — dim(linhas(A)).
2. dim(colunas(A)) + dim(nulo(A)) = n.
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Se as colunas de B € R™* ¢

C € R™! geram S C R", e

k < 1, entdo existe A € R¥! tal
que C' = BA. Seja
x#0: Az = 0. Entao

Cx = BAx = B0 =0, ou seja,

as colunas de C nao sao LI.

Observe que 1 e 2 implicam
dim(col(A)) = dim(lin(A)).



Subespacos afins

Dado um subespaco linear Sy C IR" e um vetor zy € IR", o conjunto
S =Sy+x9g={x+x0 | © € Sy} corresponde a uma translacao do
subespaco Sy e é denominado subespaco afim. S tem a mesma dimensao
de Sy, por definigao.

Como um primeiro exemplo, considere k + 1 vetores em R", e o
conjunto S = {2° + A\jz' + - + N2 | A € RF}. S é um subespago
afim obtido a partir da translagao do subespago Sy gerado pelos vetores
x', ..., 2% Se estes tltimos vetores forem linearmente independentes,
entao tanto Sy quanto S terao dimensao k.

Outro exemplo é dado pelo conjunto S = {z € R" | Az = b}
onde A € R™", b € R™ e supomos S # 0. Seja 2° € R" tal que
Az’ = b; entdo x € S <= Ax = A2® = b, ouseja, x € S <+
Az —2") =0 <= 2—2°€ Sy ={y | Ay = 0}. Ou seja, S é a
translacao do espago-nulo de A pelo vetor 2°. Cada restrigao aix = b,
define um hiperplano de R" (um subespago de dimensao n — 1), e em
principio diminui em 1 a dimensao do conjunto S: se A possui m linhas

linearmente independentes, entao dim(S) = n — m.

Exercicios (do livro do Bertsimas) sugeridos para o capitulo 1:
1.9, 1.11, 1.12, 1.14, 1.18, 1.19, 1.20.
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