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CAPITULO

Localizacdo usando representacAo
do ambiente

Anna Helena Reali Costa and Antonio Henrique Pinto Selvatici

A tarefa de navegacao de um robo movel envolve a competéncia fundamen-
tal de se movimentar por um ambiente, evitando colisdes e visando atingir
localidades especificas para o cumprimento de uma determinada tarefa. Para
isso, o robo deve fazer uso de seus atuadores, para que a locomocao seja
executada, e de seus sensores, para que tenha indicacoes, por exemplo, do
sentido e velocidade de seu movimento, da aproximacao do alvo e dos obsta-
culos do ambiente.

A navegacao do robo pode, muitas vezes, ser executada com sucesso sem o
uso de representacoes explicitas do ambiente, do alvo e do proprio robd neste
ambiente. Neste caso, nao ha necessidade de um sistema de localizacao, e ar-
quiteturas baseadas em comportamentos reativos sao utilizadas no projeto do
robo, como, por exemplo, a arquitetura de subsuncao [8] e a arquitetura ba-
seada em campos potenciais [3]. Esta abordagem para a navegacao apresenta
a vantagem de permitir uma implementacao rapida e simples, onde diversos
comportamentos primitivos sao projetados, atuando de forma coordenada em
ambientes nao muito extensos € com poucas posicoes como alvos. A difi-
culdade desta abordagem recai justamente na escolha dos comportamentos
primitivos e na adequada sintonia entre eles, para que, em conjunto, execu-
tem a tarefa com sucesso. Ainda, a insercao de um novo comportamento na
arquitetura pode obrigar o projetista a reprojetar outros comportamentos e a
coordenacao entre eles.



Devido a estas restricoes, quando o robo deve interagir com um ambiente
extenso e complexo, executando tarefas mais elaboradas, as arquiteturas mais
frequentemente usadas utilizam representacdes internas como mapas, um
sistema de localizacao e um sistema de cognicao e de planejamento de tra-
jetorias para que o robo possa, utilizando sua localizacao e uma posicao como
alvo, determinar a rota a seguir e a sequéncia de comandos de controle que
deve executar para atingir o alvo, evitando colisdes e outras eventuais restri-
¢coes. A vantagem do uso de uma abordagem baseada em mapas € que estas
representacoes sao meios adequados de comunicacao entre robos € humanos,
tornando disponivel a informacao a respeito da crenca de localizacao do robo
neste mapa. Entretanto, sua desvantagem reside justamente no uso de uma
representacao interna na qual o sistema se fia; assim, caso haja alguma di-
vergéncia entre o modelo e o mundo real propriamente dito, como erros no
mapa, o robo pode apresentar comportamentos inadequados.

O sistema de referéncia usado pelo rob6 € de suma importancia no estabele-
cimento da relacao entre as competéncias envolvidas na navegacao. Define-se
um ponto de referéncia no ambiente real e fixa-se, neste ponto, a origem do
sistema de referéncia utilizado pelo robd. Neste sistema de referéncia sao ano-
tadas nao so6 as posicoes de itens, marcos e objetos de interesse representados
no mapa, mas também a propria crenca do robo em relacao a sua localizacao
neste mapa, em cada instante. E neste sistema que o robo devera executar
um raciocinio espacial, de forma a estipular sua navegacao para executar com
sucesso suas tarefas e atingir suas metas.

Entretanto, os sensores do rob6 efetuam medidas que possuem grande
dose de incerteza: as medidas sao imprecisas, ha ruidos. Da mesma forma,
seus atuadores sao limitados e ruidosos. Assim, as medidas que o robo efetua
a respeito do ambiente e de sua movimentacao carregam imprecisdes que fa-
zem com que o sistema de referéncia utilizado internamente pelo robo seja des-
locado em relacao as reais localizacoes inicialmente estabelecidas no mundo.
Comnsidere, por exemplo, que o robd execute um movimento que deveria coloca-
lo alguns centimetros adiante. Ele mede sua velocidade e aceleracao e calcula
onde devera estar apos a execucao de tal movimento. Porém, suponha que ele
derrape no solo. Mesmo que suas medidas sejam exatas, ele “acreditara” que
esta em uma posicao diferente daquela em que ele realmente se encontra apos
a execucao do movimento. Quanto mais ele se movimentar, maior sera o erro
acumulado, pois seu sistema de referéncia sera cada vez mais deslocado em
relacao ao sistema inicialmente considerado no mundo real. Este problema ¢é
bastante complexo e € sobre ele que as técnicas de navegacao se debrucam,
geralmente representando de forma explicita a incerteza envolvida no processo
e usando recursos da teoria da probabilidade para lidar com esta incerteza e
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melhorar as estimativas do robo.

Neste capitulo sdao abordadas formas de representacao do ambiente e da
crenca do robd acerca de sua propria localizacao, assim como sao descritas
as técnicas de localizacao comumente usadas, que sao aquelas baseadas na
estimacao Bayesiana, por apresentarem os melhores resultados na pratica, ja
que permitem explicitar e tratar as incertezas envolvidas no processo.

1.1 Represenfacdo do ambiente e da crenca de lo-
calizacao

Na navegacao baseada em mapas, o robo tenta explicitamente se localizar
por meio da coleta e tratamento de dados sensoriais e da atualizacao da crenca
de sua localizacao em relacao ao mapa do ambiente onde navega.

Mapas sao representacoes de um ambiente e sao instrumentos comuns em
varias atividades humanas, como a arquitetura, construcao civil, cartografia,
aviacao, geografia, geologia, atividades militares e outras. Eles expressam sua
informacao atribuindo valores a certos elementos ali contidos. A natureza
desses elementos varia dependendo do tipo de mapa, que pode corresponder
a uma em um amplo espectro de possiveis estruturas. Os mapas, na robotica,
sao utilizados pelo robo para melhorar sua estimativa de localizacao, con-
frontando os dados dos sensores com os elementos registrados no mapa em
determinadas posicoes.

Varios tipos de mapas foram propostos na literatura de roboética. O tipo
ideal de mapa a ser utilizado por um rob6é mével depende da tarefa e do am-
biente onde esta inserido. Também depende das caracteristicas do robo, tais
como os tipos de sensores que ele tem, bem como a forma com que ele se
move e das capacidades computacionais para armazenamento e manipulacao
da informacao.

Mapas utilizados em robética podem receber nomes diferentes de acordo
com os elementos que usam para descrever o ambiente. E possivel classificar
os tipos basicos de mapas de acordo com o nivel de abstracao dos elementos
utilizados na sua construcao. A Figura 1.1 ilustra esta classificacao, tendo por
base a taxonomia de mapas proposta por [14]. Mapas métricos sao aqueles
no mais baixo nivel de abstracao, e seus elementos correspondem a células
indicando o valor de alguma caracteristica local. Mapas topologicos ou re-
lacionais estao no outro extremo, apresentando o mais alto nivel abstracao.
Representam localidades conectadas por algum tipo de relacionamento, em
geral a adjacéncia e conectividade entre elas. As localidades, no entanto, nao
sdo posicoes geograficas definidas, mas sim regides no espaco representadas
por um mesmo conceito, como um comodo de uma casa ou o patio de uma
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Figura 1.1: Classificacao dos tipos mais comuns de mapas utilizados em ro-
botica, de acordo com seu nivel de abstracao. (a) Mapa grade de ocupacao,
representando mapas métricos, no mais baixo nivel. As areas em cinza repre-
sentam as cé€lulas vazias da grade, a cor preta representa as células ocupadas
e as areas em branco sao desconhecidas. (b) Mapa topolégico, que interliga
marcos terrestres com os comandos de controle utilizados para se deslocar de
um para qualquer outro, extraido de [36].

escola. Vale ressaltar, entretanto, que ha diversas abordagens intermediarias,
que combinam as informacées no dominio espacial com informacées no nivel
conceitual.

Apesar de existir uma grande variedade de mapas, cada um adequado a
uma determinada tarefa ou ambiente, ha uma distincdo muito clara entre a
finalidade dos mapas métricos e topologicos. No caso de mapas métricos, o
objetivo € fornecer informacdes espaciais detalhadas do ambiente, de onde
podem ser inferidos a forma e tamanho dos objetos e os limites das areas li-
vres para a navegacao, tais como corredores, quartos, trilhas e estradas. Para
representar essa complexa e detalhada informacao, o mapa € geralmente divi-
dido em uma densa rede de modo que cada célula contenha informacdes sobre
a ocupacao desse espaco por um objeto e, possivelmente, outras caracteristi-
cas ambientais que estao sendo mapeadas.

No caso de mapas topologicos, o objetivo € fornecer uma estrutura rela-
cional, geralmente na forma de um grafo, informando que locais o robd pode
acessar dado que se encontra em algum outro local. Aqui, entende-se por local
uma regiao no espaco que compartilha uma mesma propriedade que interesse
para a tarefa que o robo deve executar. E facil perceber que as informacoes
contidas no mapa topolégico sdo menos detalhadas e distribuem-se de forma
dispersa, concentrando-se apenas em alguns pontos de interesse. Assim, o
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mapa topolégico € muito seletivo com relacao a informacao que ele registra. A
seguir sao descritos os tipos de mapas métricos e topologicos mais comuns.

1.1.1 Mapas métricos

Existem varios tipos de mapas que se mantém na abordagem métrica, em-
bora envolvam alguma representacao de conceitos, em geral com baixo nivel
de abstracao.

Um exemplo bastante difundido de mapa métrico é a grade de ocupacao,
que divide o espaco 2D ou 3D em cé€lulas regulares que representam o es-
tado da ocupacao do local de interesse, funcionando, por exemplo, como uma
planta de uma sala ou pavimento de edificio, indicando os objetos e limitando
as areas onde o robo pode navegar. Um exemplo classico desse tipo de mapa
€ a grade de evidéncia [15], que representa o ambiente como uma matriz de
forma que cada célula contém a probabilidade de que esse espaco seja ocu-
pado por um obstaculo para o robo. Este conceito foi estendido para mapas
de evidéncia 3D, que dividem o espaco 3D em células representando a proba-
bilidade de ocupacao [24].

Um tipo menos comum de mapa métrico € o mapa sensorial, no qual sao
registradas as informacoes dos sensores, brutas ou processadas, que seriam
obtidas em diversas localizacdes do rob6. O principal exemplo desse tipo de
mapa meétrico € o mapa de aspecto visual, o qual representa a imagem captu-
rada pelo robo para cada postura que este possa assumir. Neste caso, cada
célula do mapa representa diretamente a informacéao sensorial que o robo per-
cebe, em vez de uma caracteristica do local do ambiente que nao depende da
percepcao do robo. Um exemplo desse mapa € o proposto por [27], onde as
imagens sao codificadas pelo Transformada Discreta do Cosseno.

Em geral, mapas de grades necessitam de muito espaco em memoria para
serem armazenados. Um modo de diminuir essa exigéncia € condensar in-
formacodes espaciais em forma de atributos, elementos geométricos que repre-
sentam caracteristicas especiais do ambiente.Diferentemente dos mapas de
grades, o espaco ambiental nao € plenamente representado pelos mapas de
caracteristicas, mas apenas algumas estruturas especiais, tais como quinas,
paredes ou objetos.

Os atributos mais comuns utilizados nos mapas para navegacao de robo
sao pontos especiais detectados no ambiente. Atributos pontuais 2D ou 3D
foram utilizados em algumas trabalhos seminais [33, 22, 12, 30, 11] e desde
entao tém sido amplamente adotados. Eles contém pouca quantidade de in-
formacao, especialmente quando detectados por sensores de alcance como os
sonares ou varreduras de laser, uma vez que informam somente as posicoes
pontuais no plano de movimentacao do roboé ou no espaco. Assim, muitos
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pontos caracteristicos sao necessarios para descrever o ambiente com deta-
lhes suficientes para tarefas como a navegacao do robo. Se forem detectados
pontos nas imagens capturadas pelo robd, alguns descritores locais de ima-
gem podem também ser atribuidos as caracteristicas mapeadas.

Linhas e planos sao outras caracteristicas geométricas comuns utilizadas
no mapeamento roboético [26, 35, 16, 5, 38]. Elas descrevem estruturas mais
complexas do que pontos, exigindo menos espaco de memoria para represen-
tar a mesma area. Por exemplo, uma parede num corredor pode ser descrita
utilizando apenas um segmento de reta em mapas 2D, ou um pedaco de plano
em mapas 3D, enquanto varios pontos seriam necessarios para fazer o mesmo.
No entanto, utilizar linhas ou planos para descrever o ambiente requer a de-
teccao de estruturas mais complexas e correspondé-las entre diferentes var-
reduras ou imagens. Assim, ha um compromisso entre utilizar caracteristicas
mais simples ou mais complexas, de modo analogo ao compromisso existente
entre mapas meétricos e topologicos.

Recentemente, os objetos também foram considerados como caracteristicas
em mapas de navegacao de robo. Apesar do reconhecimento e reconstrucao de
objetos geométricos no ambiente ja terem sido topicos de investigacao em al-
guns trabalhos isolados — por exemplo, [1] —, esse topico nao entrou no cerne
da pesquisa robotica até o desenvolvimento de técnicas robustas de reconhe-
cimento de objeto por visao computacional. Em contraste com elementos geo-
métricos simples, os objetos incorporam informacao semantica, aumentando
consideravelmente as aplicacoes potenciais desses mapas.

Os trabalhos de [37, 29, 31] sao exemplos de mapas de caracteristicas que
modelam os objetos no ambiente. Enquanto o primeiro trabalho representa
a posicao dos objetos detectados em grandes espacos interiores com relacao
a um sistema de coordenadas local, os dois ultimos representam-nos no sis-
tema global de coordenadas, incrementando a representacao dos objetos com
o parametro tamanho. Em [29], apenas os objetos capturados em uma unica
imagem sao modelados, enquanto [31] apresenta um arcabouco para o ma-
peamento de todos os objetos que o robd conseguir identificar no ambiente
enquanto o percorre.

1.1.2 Mapas topologicos

Diferentemente dos mapas métricos, os mapas topologicos nao se propoem
a fornecer informacoes geométricas a respeito do ambiente. Também chama-
dos de mapas relacionais, fornecem as relacoes entre as diversas localidades
ou marcos existentes no ambiente, geralmente na forma de um grafo. A pro-
posta do mapa topologico para robds moéveis surgiu a partir da obra seminal de
[19] sobre o modelo TOUR, que consiste em um grafo onde os nos representam
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localidades no ambiente e as arestas ligam localidades adjacentes, podendo
também representar rotulos semanticos indicando a estratégia de alto nivel
para uma pessoa ou robo ir de uma localidade a outra. Assim, localidades e
suas relacoes sao os elementos dos mapas topologicos.

As relacoes no mapa topologico podem ser de varios tipos. Elas podem
indicar o deslocamento relativo entre dois marcos, a existéncia de um caminho
entre eles, os comandos de controle que movem o robé de um marco para
outro, rotulos semanticos mostrando instrucoes de alto nivel para ir de um ao
outro, e assim por diante. Exemplos de mapas topologicos incluem os Mapas
Topologicos Probabilisticos (PTMs) [28], que elencam diferentes topologias que
mostram marcos métricos e os caminhos entre eles; e mapas visomotores [36],
que descrevem marcos por uma caracteristica panoramica da imagem e os
ligam entre si por arestas anotadas com comandos de controle de orientacao
que leva o robo de um para o outro marco.

Mapas topologicos exigem muito menos memoria quando comparados aos
mapas meétricos. Por esta razao, eles sao os mais apropriados para o mapea-
mento de grandes areas. Por outro lado, mesmo que uma iteracao de qualquer
algoritmo que constr6i mapas topolégicos processe alguns nés de um grafo, o
processo de mapeamento € um pouco mais complexo. Este fato € devido a
necessidade de processar os dados do sensor do rob6 de uma forma mais abs-
trata, a fim de extrair informacao sobre as localidades mais relevantes que
devem ser consideradas como marcos. Além disso, deve ser realizado um
processamento extra para determinar as relacoes entre os marcos. Por isso,
muitas vezes € vantajoso desenvolver solucoes praticas que tentam conciliar
elementos métricos em mapas relacionais, ou vice-versa, numa tentativa de
obter vantagens das diferentes abordagens, quer através da construcao de
mapas hibridos [25, 6] ou utilizando multiplos niveis de abstracao para repre-
sentar diferentes aspectos do ambiente, como proposto por [13].

1.1.3 Representagdo da estimativa de localizagcdo

Na navegacao baseada em mapas, o robd também precisa representar a
crenca que possui a respeito de sua propria localizacao no mapa. O tipo de
mapa utilizado afeta a forma de representacao da crenca, a qual também esta
relacionada com o fato do robé6 identificar uma ou varias posicées como sua
estimativa atual. Assim, duas dimensoes devem ser observadas: uma, se o
mapa € continuo ou discreto; outra, se ha uma unica hipotese de localizacao
ou se existem varias hipoteses, nas quais o robd expressa claramente sua
incerteza em relacao as diversas localizacées no mapa.

A Figura 1.2 mostra representacoes unimodal e multimodal da crenca do
robo em sua posicao 1D, em mapas continuos e discretos.
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A hipoétese unica € a representacao de crenca mais simples e direta: dado
um mapa do ambiente, o robd expressa sua crenca por meio de um unico
ponto neste mapa. Por exemplo, se o mapa for 2D e continuo, sua crenca
pode ser dada por uma posicao (z,y) ou uma postura (z,y, ) neste mapa; se
for 2D e discreto, pode ser dada por uma célula, no caso de grades de evidén-
cia, ou por um vértice no grafo, no caso de mapas topologicos. A vantagem
da hipotese unica de localizacao € a de nao possibilitar ambiguidades, o que
facilita nao s6 o planejamento de trajetorias, mas também o processo de atu-
alizacao da crenca de localizacao. Por outro lado, muitas vezes o uso de uma
unica hipotese de localizacao torna-se impossivel devido a incerteza e aos rui-
dos associados aos sensores e atuadores do robo.

Crencas descritas por multiplas hipoteses de localizacao permitem o uso de
um conjunto possivelmente infinito de posicoes, dentre as quais pode ou nao
ser estabelecida uma ordem de preferéncia. Em [20], a localizacao do robo €
descrita em termos de um poligono convexo definido em um mapa 2D do am-
biente, sendo igualmente provaveis as hipoteses inseridas no interior do poli-
gono. Ja [23] e [10] utilizam uma distribuicao gaussiana para representar a
crenca do robo em sua localizacao, onde a média corresponde a hipotese mais
provavel de localizacao. Pode-se ainda expressar crencas multimodais, como
em [9] and [17]. Obviamente, a grande vantagem no uso de multiplas hipo-
teses para representar a crenca na localizacao € a possibilidade de expressar
explicitamente sua incerteza na localizacao. Entretanto, esta representacao
torna o processo de planejamento e tomada de decisao mais custoso, ja que
fica dificil decidir para onde ir quando a trajetéria adequada para uma pos-
sivel localizacao for inconsistente ou inadequada para outra possivel localiza-
cao. Nestes casos, geralmente guia-se o rob6 de forma a ativamente sensorear
melhor o ambiente e, assim, reduzir sua incerteza em relacao a localizacao.

1.2 Técnicas de localizacdo

Para responder a questao de onde se encontra a medida em que se mo-
vimenta em um determinado ambiente, um robo basicamente executa ciclos
que intercalam movimento com percepcao, conforme ilustra o esquema geral
mostrado na figura 1.3. Assim, dada uma estimativa corrente da sua localiza-
cao, o robo se movimenta e, com base nas medidas de seus sensores internos,
como a odometria, e da informacao do mapa do ambiente ou de um modelo de
seu movimento, efetua a predicao de onde deveria estar apds a execucao de tal
movimento. O robo entao efetua a percepcao do ambiente com seus sensores
externos, como visdao ou sonares, visando a captura de dados que expressem
as evidéncias de sua localizacao atual no ambiente. Estes dados sao traduzi-
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Sensores Internos
(ex. odometria)

MOVIMENTO------ 4

controle
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PERCEPCAO - --- - N SensoresAExternos Estlrpgtlva
(ex. camera) Inicial

Figura 1.3: Arquitetura geral do sistema de localizacao de um robo movel.

dos, com o auxilio do mapa, para uma localizacao observada pelos sensores,
a qual é comparada com a anteriormente predita, e a diferenca entre elas €
finalmente utilizada para corrigir a estimativa atual, reiniciando o ciclo de mo-
vimento e percepcao. Assim, a crenca do robo a respeito de sua localizacao
varia, no tempo, consistentemente com suas saidas motoras e suas entradas
perceptuais.

Uma técnica de localizacao com abordagem geométrica e utilizando uma re-
presentacao de crenca com multiplas hipoteses estima possiveis localizacoes
do rob6 por meio da especificacao de um poligono na representacao do ambi-
ente [21]. Esta técnica nao oferece indicacoes a respeito das chances relativas
entre as possiveis localiza¢coes do robo. Por outro lado, técnicas probabilisti-
cas permitem explicitar as probabilidades de cada possivel localizacao, além
de oferecerem um ferramental adequado para lidar com toda incerteza envol-
vida no processo. Por estas razoes, estas técnicas tém sido o foco de interesse
das pesquisas recentes na area e a estimacao Bayesiana constitui sua base.
Nas secoes subsequentes sao descritos a estimacao Bayesiana e os principais
meétodos explorados na robotica movel, o Filtro de Kalman e a Localizacao
Monte Carlo.

1.3 Estimacdo Bayesiana

Para que o problema geral da autolocalizacao de um robd seja descrito,
bem como uma estratégia basica para sua solucao, considere um robo nave-
gando em um ambiente desconhecido, de posse de seu mapa. A cada instante
t, ele executa um comando de movimento u;, € move-se até a postura X;, des-
conhecida, onde adquire os dados de sensores z;. Para resolver o problema de
autolocalizacao sob a perspectiva Bayesiana, seu objetivo € encontrar o valor
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esperado da postura a cada instante, ou seja:

X; = E[X,|z',u'] = /a:p(Xt = z|z',u’) dz, (1.1)

xT

onde z' = {z,}!_, e u’ = {u,}._, sdo, respectivamente, o conjunto total de me-
dicoes sensoriais realizadas e os comandos de movimento recebidos desde o
instante O até o momento corrente. O movimento relativo medido por odome-
tria entre X; ; e X; pode ser usado no lugar do comando de movimento, com
a vantagem de ser uma medicao direta do deslocamento do robo.

A densidade de probabilidade p(X; = z|z’, u’) traduz a crenc¢a do rob6 sobre
o conjunto de posturas que possa estar assumindo no instante ¢t com base em
todas as medicoes e comandos de controle realizados. Assim, o uso da abor-
dagem Bayesiana para localizacao exige que essa crenca seja representada de
alguma forma, o que depende do mapa sendo utilizado e, em geral, corres-
ponde a uma das formas ilustradas na Figura 1.2. Como ela muda a cada
instante, os métodos Bayesianos procuram manter atualizada sua represen-
tacao.

A evolucao da crenca sobre a localizacao do robo € ditada pelo modelo pro-
babilistico de movimento do robo, que corresponde a densidade condicional
p(X; = x| X4y = 2/,u;), onde u, € a informacdo do deslocamento entre os ins-
tantes ¢t — 1 e t. Se num primeiro momento o robo conhecer precisamente sua
postura X, = 2y, no instante seguinte sua postura X; sera conhecida de modo
incerto. Isso significa que o robo tera uma crenca a respeito de sua postura
traduzida por uma densidade de probabilidade, p(X; = x| Xy = x¢,u;). Caso a
postura do robd nao seja corrigida com a informacao de sensores externos, a
incerteza associada aumentara, ou seja, a regiao de suporte da densidade de
probabilidade ira aumentar.

Da mesma forma que ocorre com a medida de deslocamento do robo, seus
sensores externos também fornecem medicoes incertas. Assim, a crenca sobre
o verdadeiro valor medido também € expressa por uma densidade de proba-
bilidade condicional, que corresponde ao modelo probabilistico de observacao.
Esse modelo prevé a crenca sobre o valor medido z; caso seja conhecida a
localizacao do rob6 X; no mapa, sendo expressa por p(Z; = z|X; = z). Note
que Z;, em letra maiuscula, corresponde a variavel aleatoria que representa
as possiveis medicoes no instante ¢, e z;, em letra minuscula, corresponde a
medicao efetivamente realizada.

Suponha que no instante anterior t—1 a crenca sobre a postura do robo seja
conhecida, sendo denotada pela densidade condicional p(X; ; = z/|z!~!, ut™!).
Apos o robd executar o comando de movimento u; € capturar os dados sen-
soriais z;, a nova crenca € obtida pelo processo de marginalizacao da postura
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anterior X; ; na densidade condicional conjunta das variaveis X; e X; ;:

p(X; = z|z", u) :/p(Xt =z, X, 1 =2'|Z" =7 u')do, (1.2)

x/

onde 7' = {Z,}._, é o conjunto das variaveis aleatérias que representam as
medicoes sensoriais obtidas entre os instantes inicial O e corrente ¢t. Observe
que o fato de se conhecer uma medicao sensorial z; torna conhecido o valor da
variavel aleatéria Z; = z;. Uma vez que se pode desmembrar 7! = {Z,} U Z!"!, a
Lei de Bayes € usada para explicitar o papel da nova medicao na crenca sobre
a postura corrente:

p(X; =, X, = 2|2,z ut)da) = (1.3)
p(Zy = u| Xy =2, X1 =2, z' u)p(Xy =2, X, = 13,|Zt_17 u’)
p(Zy = 2|zt ) '

O termo p(Z; = z|z'~',u’) ndo depende de nenhuma variavel desconhecida,
X; ou X;_;, e portanto trata-se apenas de uma constante de normalizacao da
probabilidade posterior.

Uma vez que a medicao realizada pelos sensores pode ser totalmente ex-
plicada pelo modelo de observacao, ou seja, a crenca sobre seu valor nao
depende das medicoes anteriores nem da postura do robo nos instantes ante-
riores, tem-se:

p(Zy = 2| Xy =2, X,y = 2,271 ud) = p(Z, = 2| X, = 2). (1.4)

Apos aplicar a identidade (1.4) em (1.3) e usar o resultado em (1.2), observa-
se que:

p(X; = 2|z 0') o p(Z; = | X; = x) /p(Xt =2, X, =2|z"" 1 u) do. (1.5)

:LJ

O segundo fator de (1.5) corresponde a seguinte densidade marginal:

/p(Xt =2, X,1 =2|z" u) do' = p(X; = x|z u), (1.6)

IE,

que reflete a crenca sobre a postura do rob6 apés o ultimo comando de movi-
mento u;, mas sem considerar as medicoes sensoriais correntes z;. A formu-
lacao em (1.5) sugere que a crenca sobre a postura do robd seja atualizada
em duas etapas: uma que use (1.6) para estimar a crenca sobre postura do
robo apos o movimento, e outra que use as medicoes sensoriais mais recentes

12



através de (1.5) para corrigir essa crenca.

Para calcular a densidade em (1.6), considera-se que o movimento do robo
seja Markoviano. Isso implica que a postura corrente do robo X; seja indepen-
dente de qualquer informacao antiga caso se conheca a sua postura anterior
X;-1 e ultimo comando de movimento, sendo regida apenas pelo modelo pro-
babilistico de movimento. Assim, decompondo-se a densidade conjunta de
(1.6) tem-se:

p<Xt =x, X4 :13/|th1; U-t) = p(Xt :$|Xt71 :l’/, Ztil; U-t) p<Xt71 :x/’Ztilu U-t)a (1.7)

Como as observacdes até o instante ¢t — 1 sdo informacgdes antigas, elas nao
influenciam a crenca sobre a postura corrente X; dados o valor da postura
anterior X;_; e o ultimo comando de movimento u,. Da mesma forma, des-
membrando-se u’ = {y,;} Uu'"!, nota-se que u’~! é também informacéao antiga,
de forma que

p(Xy = x| X =2/, 2", u' ) = p(X, = 2| X =2, wy) (1.8)

Por fim, observe que o comando de movimento mais recente u; nao acres-
centa nenhuma informacao sobre X, ; caso nao se conheca nada a respeito
de X, ou das medicoes z; realizadas com o robo estando nessa postura. Por
isso, pode-se assumir

p(Xio1 = 2|27 u,u' ) = p(X_y = 2|z T, (1.9)

que € a crenca sobre a postura anterior, assumida como conhecida. Subs-
tituindo-se as identidades (1.9) e (1.8) em (1.7), e aplicando o resultado em
(1.6), chega-se a:

p(X, = 2|z u') = /p(Xt = 2| X,y = 2 u) p(Ximy = 2|z uf T d (1.10)

x/

Dessa forma, a partir de (1.5), a crenca Bel(X; = z) que se quer calcular
pode ser representada de forma recursiva:

Bel(Xy = x) x p(Zy = 2| Xy = x) /p(Xt = x| Xy =2, u)Bel(X;_1 = 2')da’, (1.11)

xl

onde Bel(X, = z) = p(X; = z|z',u’) é a crenca sobre a postura do rob6 no
instante ¢t dadas todas as informacgdes disponiveis até esse instante.

Esse formato recursivo proporciona um algoritmo genérico para a manu-
tencao da crenca, conhecido como Filtro de Bayes, descrito no Algoritmo 1.
Ele possui duas etapas principais: predicao e correcdo. Na etapa de predicao,
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a crenca sobre a postura anterior e a informacao de movimento sao utilizadas
para calcular uma crenca incompleta sobre a postura no instante corrente
através de (1.10). Como € realizada apenas uma predicao, ha um aumento
na incerteza sobre a localizacao, refletido no aumento do suporte da funcao
densidade de probabilidade. Na etapa de correcao, as leituras dos sensores
sao usadas para corrigir essa crenca incompleta, diminuindo sua incerteza e
gerando a crenca desejada, Bel(X; = z). Finalmente, a crenca € normalizada e
a estimativa corrente da postura do rob6 € calculada.

Algoritmo 1 Etapas da localizacao pelo Filtro de Bayes

Entradas: observacoes sensoriais z;, dado de controle u;, crenca sobre a loca-
lizacdo anterior Bel(X; 1 = z).

Saida: representacdo da crenca sobre a localizacao corrente Bel(X; = z) e o
valor esperado da postura X;.

Para toda possivel localizacao z, faca:
1. Predicdo: p(X; = z[z" ' u') « [, p(X; = 2| X, = 2/, u) Bel(Xy—y = 2’) da’
2. Correcao: Bel(X; = z) < p(Z; = z|X; = z) p(X; = z|z' ™1, u!)

Fim Para.
Normalize a crenca para que [ Bel(X; =z)dx =1
Retorne Bel(X, =) e X, = [ x Bel(X, = ) dz

Observe que sdao muito poucas as situacoes em que o Filtro de Bayes pode
ser usado diretamente: apenas quando (1.11) pode ser manipulada direta-
mente, como no caso do Filtro de Kalman, explicado na Secao 1.4. Nos demais
casos, as funcoes de densidade de probabilidade envolvidas devem ser dis-
cretizadas em intervalos regulares ou amostradas, levando, respectivamente,
as técnicas de Localizacdo Markoviana e, de forma aproximada, Localizacao
Monte Carlo [34].

A crenca Bel(X, = x), necessaria para alimentar inicialmente o Filtro de
Bayes, € uma funcado que depende do conhecimento do projetista a respeito
da localizacao inicial do robo. No caso de sua localizacao inicial ser completa-
mente desconhecida, ela deve ser representada por uma densidade uniforme
abrangendo toda area livre do mapa e todas as orientacdoes. Se ela for co-
nhecida com alto nivel de certeza, pode ser representada por uma densidade
gaussiana com um valor baixo para a norma da covariancia.

1.4 Filtro de Kalman

Uma situacao favoravel no problema de localizacdao existe quando o robo
ja conhece sua posicao inicial. Neste caso, mesmo que possuisse apenas 0s
sensores internos, o erro de localizacao cresceria aos poucos, o que permite
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0 uso dos sensores externos apenas para limitar a incerteza. Nessa situa-
cao, o problema de localizacao € chamado localizacdo local ou manutencao
de postura [14]. Uma das facilidades desse problema é que a crenca sobre a
localizacao do rob6 concentra-se em uma regiao relativamente pequena, po-
dendo ser aproximada por uma distribuicao gaussiana de probabilidade. No
caso do modelo de observacao dos sensores externos do robd possuir tam-
bém uma incerteza pequena e concentrada, ela também pode ser aproximada
por uma distribuicao de probabilidade gaussiana. Para esses casos existe um
ferramental bem conhecido: o Filtro de Kalman, um filtro Bayesiano linear
otimo, e a sua versao para o caso nao linear, o Filtro de Kalman Estendido.
Ele € muitas vezes representado por seu acronimo EKF, indicando as iniciais
do seu nome em inglés: Extended Kalman Filter.

Sob o ponto de vista Bayesiano, o Filtro de Kalman e sua versao esten-
dida estimam o estado de uma variavel aleatoria dinamica, cuja densidade de
probabilidade € gaussiana, a partir da sequéncia de observacoes ruidosas de
grandezas afetadas por essa variavel. No caso da localizacao de um robo, o
intuito é estimar a sua localizacao a cada instante, X;, que por sua vez influen-
cia diretamente na observacao dos sensores naquele momento, Z;. Seguindo
a metodologia mostrada na secao 1.3, isso € feito iterativamente, de modo
que a cada nova informacao proveniente dos sensores aumenta a confianca a
respeito da estimativa sobre a localizacao do robo.

Para garantir que a densidade de probabilidade p(X; = x|z’, u’) seja consis-
tentemente tratada como gaussiana, € preciso fazer algumas aproximac¢des no
método apresentado na secao 1.3. Primeiramente, tanto o modelo de movi-
mento como o de observacao devem ser aproximados por densidades gaussia-
nas multivariaveis. Dependendo das caracteristicas dos sensores e atuadores
do robo, essa aproximacao pode ser razoavelmente boa. Além disso, o conhe-
cimento da localizagao inicial do robo € um fator que contribui para manter o
erro de localizacdo pequeno e unimodal, melhorando a qualidade da aproxi-
macao da crenca por uma densidade gaussiana.

Seja A um vetor de variaveis aleatérias. Se p(A = a) for uma densidade
gaussiana multivariavel, cuja média for i e cuja matriz de covariancia for ¥,
entao
(1.12)

1 1 )
A=a)= —F—=expy —=|la— .
=) = e {5 =i}
A notacao ||[v||% é usada para indicar a norma de Mahalanobis ao quadrado do
vetor v com respeito a4 matriz de covariancia ¥, dada por v7¥1v.

No caso de um pequeno aumento da incerteza a cada iteracao de controle
do robo, podemos aproximar o seu modelo probabilistico de movimento por

15



uma densidade gaussiana da forma

p(Xt = fL’|Xt_1 = LU/7 Ut) =~ (113)

1 { 1 , 9
—=——=exp | —5 [z = f(z",u)llg, ¢ -
V127Q] 2 @

A funcao f(2',u) — x € o modelo determinista que tenta prever a localizacao
x do rob6 a partir de uma dada localizacao anterior »’ € do comando de movi-
mento u. (; € a matriz simétrica de covariancia relacionada com a incerteza

acumulada sobre o resultado efetivo do comando u,; € sobre o modelo f(z',u;),
indicando a amplitude e a orientacao da distribuicao gaussiana multivariavel.

Além do mais, se assumido como uma densidade gaussiana, o modelo pro-
babilistico de observacao € aproximado por

p(Zt = Zt|Xt = CL') ~ (1.14)

1 { 1 )

—=——==cxp§ =5 [[z = h(@)[[}

|27TRt| 2 ¢
onde t é o instante de observacao, z; € a leitura e a funcao h(z) — z € o
modelo determinista que prevé o resultado z da leitura dos sensores caso a
localizacao do robo seja z. R; € a matriz simétrica de covariancia relacionada
com a incerteza acumulada sobre a leitura realizada z;, e sobre o modelo h(x).

Outra condicao para que a densidade de probabilidade da variavel sendo
rastreada se mantenha gaussiana € que os modelos deterministas de obser-
vacao e movimento sejam lineares, ou seja

flx,u)=A +b e h(zr)=Czxr+d, (1.15)

u

sendo A e C matrizes constantes, enquanto b e d sao vetores constantes de
dimensoes compativeis. O filtro de Kalman original assume essa condicao
para sua derivacao matematica e prova de estabilidade. No entanto, no caso
da localizacao de robos, os modelos de movimento e observacao raramente
podem ser assim considerados, quando entao o EKF deve ser utilizado.

O EKF trata os casos de modelos nao lineares aproximando-os pelos termos
de até primeira ordem de sua série de Taylor, e aplicando as mesmas regras
do Filtro de Kalman. As aproximacoes lineares obtidas sao dadas por

flz,u) =~ f(xo,u) + F(xo,u)(r — x0) (1.16)
h(xy) + H(z1)(x — x1), (1.17)

=
&
Q

onde x, € x; sao os valores da localizacao do robo em torno dos quais as apro-
ximacoes das funcodes sao calculadas. F(zg,u) e H(z,) sado, respectivamente, os
Jacobianos das funcodes f(z,u) e h(x), calculados nos ponto z, € z;, respectiva-
mente. Observe que (1.16) considera que o valor de u € conhecido, e por isso
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F(z,u) € calculado apenas com as derivadas parciais com relacdo aos compo-
nentes de z. De fato, os valores do comando de controle a cada instante u;
sao conhecidos, ou sao calculados a partir da leitura dos odometros. Observe
também que, devido a aproximacao dos modelos utilizados, a otimalidade e a
convergéncia do EKF nao sao garantidas teoricamente. Além do mais, quanto
menores forem as normas dos desvios ||z — z¢|| € ||z — z;

, mais precisas serao
as aproximacoes (1.16) e (1.17).

1.4.1 Sequéncia de passos do EKF

O Filtro de Kalman, e assim o EKF, seguem a mesma sequéncia de passos
da filtragem Bayesiana, que alterna etapas de predicao e correcao do estado
sendo rastreado, que, neste caso, € a postura do robo. Uma vez que a variavel
de estado dinamica X, € tratada como se tivesse densidade gaussiana, ela €
representada apenas pelos parametros dessa densidade: seu valor esperado
apos considerar todas as leituras até o momento, X, = E[X,|z!, u'], e matriz de
covariancia associada, P, = E[(X; — X,)(X; — X,)7|z!, u].

Passo de predicdo

O objetivo do passo de predicao do EKF é obter os parametros de média
e covariancia da densidade p(X; = x|z’ u'), respectivamente representados
por X; e P, . Considere que a estimativa da postura do robd até o instante
t—1, X, 1, seja fornecida, bem como sua covariancia associada, P,_;. Assim, a
crenca sobre a postura do robd € dada por:

1 1 . 2
Bel(X;,_{ =12) = ————ex ——Hx—X, } 1.18
( t—1 ) ]27rPt,1] p{ 5 t—1 P ( )

Na etapa de predicao da postura do robd, descrita no algoritmo 1, a crenca

2 }
Py
dl’l

corrente sem considerar as medicoes mais recentes € dada por

exp {30 = F )l fesp {4 ' - %

\/‘27Tpt71H27TQt‘
2

(lle = st +| )}
P

_% (||x = f(@o, ur) — F(xo, ue) (2" — xO)Hz?f + )

I‘l - Xt,1

.ZC/ — Xt—l

2
) } dz’
P4

X
—
@]
]
o]
— =
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considerando a aproximacao dada em (1.16). O campo escalar

N 2
L(z,a') 2 o — F(wo,us) — F(wo, w)(x — wo)|3, + Hx' - K|, (1.19)

t—1

€ uma soma de termos quadraticos.

O ponto de linearizacao z, deve ser escolhido de modo a minimizar o erro
de linearizacdo da funcao de predicao do movimento, diminuindo o desvio
||z’ — zo|| para os valores de ' que concentram a maior massa de probabilidade
de Bel(X;—; = 2’). Por isso, € razoavel pensar que o ultimo valor estimado,
X,_1, seja o mais adequado, ja que é o valor esperado dessa densidade de
probabilidade. Assumindo zy, = X, ;, tem-se:

Lz, a') = Hx (R, ug) — F(Xet,u) (@ — Xoa) (1.20)

2 N 2
+ H.f, - Xt—l
Qt

Py

Em uma soma de termos quadraticos quaisquer [|a|3, e ||b]|3 . nota-se que

lalls, +1bl, = a'¥.'a+0"5,"

X0 a
0o X! b

Y
, onde Cov = [ 0“ 0 ] (1.21)

[ v]

]

Além disso, para um vetor real ¢« € uma matriz inversivel M € valida a relacao:

2
b
Cov b

IMa|l3, = o"M"S™'Ma
_ aT((MT>—1>—12—1(M—1)—1
_ aT(M—IE(MT)—l)—la
= lall}-1sary-1- (1.22)

Dessa forma, pode-se escrever (1.20) como:

I N [ T — f(Xt—la u) — F(Xt—h uy) ' + F(Xt—lu ut)Xt—l)
(x,2") = Y X [Qt 0 ]

2

(1.23)

_ [ 2 _ f(thl,Ut)
B x X,

Covl
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onde

I 0

—F(thl,ut)T I

N -1
Covl é I _F(Xt—hut) Qt 0
0 I 0 P

-1
] (1.24)

e I € a matriz identidade de dimensoes compativeis com os vetores de postura

I X
x e x’. Sabendo-se que a inversao de uma matriz em blocos do tipo [ 0 ] é

I
dada por [ 0 ] , com [ sendo a matriz identidade, segue que:

Covl =

N 1-1
_F(thla Ut) Q1 0
I 0 P,

-1
I 0
—F(Xt_l,ut)T [

[T
0
[ ]
0

_ F(Xnuw) | [ @ 0 I 0
I |0 Py F(X_,u)T 1
_ i Q1+ F(Xt—l, Ut)Pt—lF(Xt—ly Ut)T F<Xt—17 ur) Py (1.25)
i Ptle(thla Ut)T P ’
resultando em
% 2
exp _% .T/ . f( f—la ut)
t—1 t v Xtil Covl ,
p(X; =z|z"",u) %/ dx’. (1.26)
\/’27TQtH27TPt,1’

f,t/

Uma das propriedades de uma densidade gaussiana multivariavel € que a
marginalizacao de uma ou mais variaveis envolvidas resulta em outra densi-
dade gaussiana. Além do mais, a média de cada variavel remanescente cor-
responde a propria média dessa variavel na densidade original, bem como a
matriz de covariancia resultante também mantém os mesmos elementos re-
ferentes as variaveis remanescentes da matriz de covariancia original, remo-
vendo os elementos referentes as variaveis marginalizadas [4].

Por exemplo, seja a densidade gaussiana conjunta das variaveis aleatorias
Ma Eaa Zab

7 Yba b
Yap = ZZ;. Entao, a densidade de probabilidade marginal de A também €

vetoriais A e B, com média u = [ ] e covariancia ¥ = [ ] ,sendo

gaussiana, com meédia p, € matriz de covariancia ¥,, dada por

p(A=a)= /p(A — 0, B = b)db— —— b} (1.27)

V273,
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Essa propriedade permite escrever (1.26) como

T — f(thlv ut)

2
Qe+F(Xi—1,ut)Pm1 F(Xe—1,ut)

exp{—%
t) ~

. - , (1.28)
\/]27T(Qt + F(Xi—1,u) P F(Xoy—1,w))|

p(X; =z|z" " u

uma densidade de probabilidade gaussiana de média f (Xt_l,u) e matriz de
covariancia dada por Q; + F(Xt,l, ut)Pt,lF(Xt,l, u;). Como resultado, obtém-se
as equacoes de predicao da postura do robd a partir do ultimo comando de

movimento wu;:

X7 = f(Xi1w) (1.29)
P = F(Xe,u) P F(Xim,w)” + Q, (1.30)

Observe que, sendo F(X,; ;,u;) uma matriz real e P,_; uma matriz positiva-
definida, o valor da norma da covariancia ira sempre aumentar no passo de
predicao, refletindo o aumento da incerteza sobre o estado sendo estimado.

Passo de corre¢cdo

Na etapa de correcao da localizacao Bayesiana, descrita no algoritmo 1, a
crenca sobre a postura corrente X, € ajustada pelas ultimas medi¢coes sensori-
ais z; através do modelo de observacao descrito em (1.14). Uma vez que tanto
a crenca sobre a postura do roboé quanto o modelo de observacao sao consi-
derados densidades gaussianas no EKF, e levando também em consideracao
a aproximacao dada em (1.17), a equacao de correcao do algoritmo 1 € dada
por:

I
w

Bel(X, =) o« p(Z; = z|X, =2)p(X;, = x|z, u’)

1
a0 )l oo { =5 o - X7

o)

(
(1 = ) = Ha)o = )l + o - 57

<
@
S
o)

Il
@D
"
o)
—— — =
|
N = N = N = N

Izt = h@)I, + o — %7

2
- - )
= exp{ — M(x)}, (1.31)
onde
M(@) 2 |12 = h(wr) = H(z)z + Haalf, +||e - X7 (1.32)

t

corresponde a uma soma de termos quadraticos.
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O ponto de linearizacao z; da funcao de predicao da observacao deve ser
escolhido de modo a minimizar o seu erro de linearizacao, diminuindo o desvio
||z — z1|| para o valor de = correspondente a postura onde a a medida z; foi
realizada. Por isso, € razoavel pensar que a melhor estimativa que se tem da
postura do robo até o momento, X, , seja o valor mais adequado. Assumindo
r = X{, tem-se:

~ ~ ~ ~ 2 R 2
M(@) = ||z = h(X7) = B )a+ HEOX |+ Hx - x|, (1.33)
De acordo com (1.21) e (1.22), pode-se escrever
- X_ 2
M(z) = LT o )
_Zt—h(Xt)_H(Xt)x+H(Xt)Xt r 0
0 R
- - N 2
B 1 0 T X,
-HX)) T\ | & h(X7) PO
0 R,
- X_ - 2
_ O t 7 (1.34)
L “t h(Xt ) 4 1Cov2

com / sendo a matriz identidade de dimensoes compativeis com o vetor z, [

sendo a matriz identidade com dimensoes compativeis com o vetor z; €

Cov2 2 _ IA N q I B0 ! —H({E’[)T ]
| -H(X;) I| | 0 R |[O I
o ol [yt o I —HET ]
| -HX) I | 0 R I
(T —HEOT (BT 0
- 0 I 0 R At
(P + H(X))TR7UH(X]T) —H(X,)TR™?

=A"', (1.35)

_Rt 1H<Xt ) Rt

onde A = Cov2™! é a chamada matriz de informagao. A crenca sobre a postura

T X{
o | | )

Uma vez que o valor de z; € conhecido, pois € obtido a partir das informa-

do robo fica:

2
1

Bel(X, = ) x exp {—%M(x)} —epd L

5 (1.36)

A—l
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coes sensoriais, os parametros de média e covariancia da densidade (1.36) sao
obtidos a partir de manipulacao algébrica dos termos de M (z). Considerando-
se

(PO + H(X))"RITH(XT) H(XD)TR
RIH(X)) R

ACELE A(L‘Z
AZ{E AZZ

A2 : (1.37)

com A, = (P7) '+ HX))"R7PH(X), A, = RV e Ay, = AT, = —R7PH(X)),

pode—se €ScCrever.
x 1\ . Xr
h<f(;> 2 | XD
+

(M

= (@-X;)" Am(ﬂc X7)+ (@ = X0)7
(2 — h(X7)TA ( = X7) + (2 = WX As (2 = h(X]))
(
)

= (- X)) Aol = X7) + (& X AanAgg Moa (2 — H(XD)) + (1.38)
(2 ( t )TAZIA 1Am($ - X_) + (2t — h(Xt_))TAzZ(Zt - h(Xt_))

Seja também o vetor §;, de valor conhecido, com ¢, 2 —A A (2 — WXT)) =
—((z — M(X;))TA.,AZHT. Ele permite reescrever M (z) como

~

M) = (2— X)) Agalz — X)) — (2 — X)) Agofy — 07 Ago(@ — X)) +
(2o — h( X7 ) Asa(z — h(f(‘)) + 07 Aye6y — 07 Ay

= (v - Xt_ - 5t)TAz:v(x - - 513) (2 (Xt_))TAzz(Zt - h(Xt_>> - (5tTA:vw5t
o X = 6B+ (o= )T (M — At — HE)
= |l = X7 =5+, (1.39)

A =
comr = ||z —h(X; ,sendo um valor constante, pois nao depende

)H AZZ_AZT ac:rlAzz)
de z.

Através da nova formulacao para M(z), é possivel reescrever a crenca em
(1.36) como:

Bel(X; =) exp{—%M(x)}
1 o
= exp{—§ (||x—Xt _5||i;xl +r>}
1 N
~ exp{—§||x—<X;+6>||2;;}7 (1.40)

resultando em uma densidade gaussiana com média X, +§ e covariancia A,
Como o valor esperado de uma densidade gaussiana € igual a sua média, a
nova estimativa da postura € dada por
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Xt - Xt_"_(s
= Xt_ - A;QEIA:EZ(Zt - h(Xt_))
= XYt + K. (1.41)

O termo v, £ 2 — h(f({ ) € chamado de inovacdo, pois representa a diferenca
entre a leitura sensorial realizada, z;, e o valor esperado para essa leitura dada
a ultima estimativa de postura do robé, i(X;). A matriz K, é o chamado ganho
de Kalman, que multiplica o valor da inovacao para gerar o vetor J, que corrige
a estimativa de postura. O valor do ganho de Kalman € dado por

K, = —AA,.

= A H(X)TR™

= A, 1H( X, )'R (Rt+H(X )P H(X,) ) (R + H(X,) PP H(X,)T) ™
Y(H )TR 'R, + H(X,)'R7'H(X, )P H(X,)) (R + H(X)

( P~
e (H(XT)T (X{)TRfH(X{)PfH(X{)T)(Rt+H(X )P H(X;

A (B )+ H X, ) Ry H(R, ) PR (R + HST )P HE )

= TN P H(X,)T (R, + (X, )P (X))

= P H(X) (R o+ HOG) P HG)T)

=P H(X,)"S (1.42)

H(X;)")™
)

H(X;
H(X7 )™

onde
S, 2 R+ H(X)PH(X, )T (1.43)

é a chamada covariancia da inovacdo. E possivel mostrar que S, é a covariancia
da densidade marginal

p(Z; = z]zt_l, u') = /p(Zt = z|X; =z, 7zt u)p(X; =z, |zt_1, u') dz

T

1 1 .
= ——exp{——|lz = h(X; 2}.
o p{ iz = IR,

A matriz de covariancia associada com a crenca sobre a nova postura do
robo € dada por

P=A;) = ((P{)‘1 +H(X,)"R'H (XE)>_1 : (1.44)

No entanto, ha um problema com a formulacao em (1.44). Calcular a nova

matriz de covariancia requereria, por essa formulacao, a inversao da matriz
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de covariancia P, , obtida no passo de predicao, seguida de uma nova inversao
envolvendo a mesma matriz. A inversao de matrizes € uma operacao compu-
tacionalmente custosa, e pode gerar instabilidade numeérica no caso da matriz
sendo invertida nao ser bem condicionada. Por isso, o calculo da covariancia
€ realizado com o auxilio do lema de inversao de matrizes, que garante que

po= () HTRMEE))

=S

A~

= B = BOHX) (R HGG)RHS)T) “HX) P

=K
N

Ve

= |I-P HX)'STTHX,) | Pr

~

= (- K,H(X )P . (1.45)

A vantagem dessa nova formulacao € que a inversao € aplicada apenas sobre
a matriz S;, que, tipicamente, possui dimensoes menores e € melhor condicio-
nada do que P, . A demonstracao do lema de inversao de matrizes para o caso
particular do EKF encontra-se em [34].

Finalmente, no passo de correcao, a nova estimativa da postura do robo

bem como sua covariancia associada sao dadas por:

X, = X[+ Kw (1.46)
P, = (I—KH(X )P~ (1.47)

Observe que a importancia da inovacao nessa estimativa € proporcional a
norma do ganho de Kalman, dado por (1.42). Assim, quanto maior a incerteza
da predicao do estado, indicada pela norma de P, , maior importancia tera
a inovacao. Por outro lado, quanto maior a incerteza da inovacao, indicada
pela norma de S;, maior sera a importancia da predicao do estado na sua
estimativa final.

1.4.2 Associacdo de dados

Embora o EKF permita a utilizacao de diversos modelos de sensores, ge-
ralmente essa técnica € utilizada com sensores que fornecam a distancia e
orientacao até algum ponto de interesse no espaco, conforme ilustrado na Fi-
gura 1.4. Assim, o mapa € matematicamente representado por um conjunto
{I;})L,, onde [; é a posicao de um ponto de interesse no ambiente e N ¢é o
numero de pontos de interesse do mapa. Assumindo esse tipo de sensor,
a linearizacao do modelo determinista de observacao nao acarreta grandes
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@ (b)

Figura 1.4: Illustracao do modelo determinista de observacao comumente utili-
zado para a localizacao com o EKF. (a) Exemplo de dados obtidos por um robo
a partir de sensores de sonar. O robo € representado pelo circulo cinza, com
um traco indicando sua orientacdao. As marcas em "X" representam os pon-
tos de interesse do mapa, enquanto os segmentos de circulo indicam a area
de atuacao de cada sonar. (b) As linhas tracejadas representam os dados de
distancia e orientacao do robd em relacao aos pontos de interesse calculados
a partir da associacao dos dados do sonar com o mapa. (c) No caso do robo
nao conhecer sua localizacao corretamente, pode realizar associacoes erradas.
As associacoes entre medicoes (representadas por quadrados) e ponto de inte-
resse no mapa estao circuladas. Observe que a associacao com o ponto em /3
deveria ter sido feita com o ponto em ;.

discrepancias com relacao ao modelo nao-linear, mantendo, em geral, a capa-
cidade de convergéncia do filtro. Por outro lado, esse modelo de observacao
exige que os dados brutos dos sensores sejam pré-processados para que se
extraiam os valores das distancias e orientacoes até os pontos do mapa sendo
mensurados.

Esse preprocessamento dos dados brutos dos sensores deve fornecer as
medidas (distancia e orientacao) de cada ponto de interesse no mapa que seja
visivel para o rob6. No entanto, ele precisa combinar os dados obtidos pelos
sensores com os diversos pontos do mapa, atribuindo uma medicao a cada
ponto observado. Para que isso seja feito, € necessario que o robd conheca
com certa precisao sua localizacao com relacao aos pontos do mapa, conforme
ilustrado na Figura 1.4(c). A esse problema denomina-se associacao de dados.

O modelo determinista de observacao agora prevé a medicao realizada pelo
rob6 de um ponto especifico, de modo que as medicoes realizadas em deter-
minado instante tornam-se:

2 = {zF (1.48)

onde :} € a k-ésima medicao realizada no instante ¢, sendo M; o namero de
medicoes utilizadas. O modelo determinista de movimento agora recebe dois

argumentos, a localizacao do robo e a posicao do ponto no mapa, de modo que
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o modelo de geracao de cada medicao torna-se:

1

p(Z) = 2| X, = v) ¥ ——==exp {——
|27TR,]5€‘

z—h(z, 1)

’Ct

2
}, (1.49)

Ry

onde 1 < ¢f < N é a variavel de associacdo, que atribui um ponto do mapa a
cada medicdo zF. Os passos da localizacdo por EKF para mapas de pontos de
interesse estao descritos no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Etapas da localizacao por EKF para uso com mapas de pontos
de interesse

Entradas: Sequéncia de observacoes z', dados de controle u!, localizacao ini-
cial X, matrlzes de covariancia R; e ();, conjunto de variaveis de associacao
c! = {{cf}2}t_,, mapa descrevendo as posicoes {I; }IL, dos pontos de interesse
do amblente

Saidas: localizacdo estimada X;, covariancia da localizacao P,.

Variaveis: 7: Inteiro.

Para 7 < 1 at, faca

1. Predicao: Calcule os parametros X; e P~ usando (1.29) e (1.30), respec-
tivamente.

2. Correcao:

(a) Calcule a inovacédo v, 2 2 — h(X,), onde 2T = [T .. (M) e
hX.)T [h(XT,lC1) : h(XT,chT)T]T

(b) Calcule a covariancia da inovacao fazendo S, = ( )P H( Y )T+R,

(c) Calcule o ganho de Kalman fazendo K, = P~ H(X )75 !

(d) Calcule os parametros X e P. através de (1.46) e (1.47)

Fim Para.A
Retorne X, e P,.

1.6 Localizagcdo Monte Carlo

Embora muito eficiente, o filtro de Kalman mantém uma representacao
muito restritiva da crenca sobre a localizacao do robo, representada em uma
unica hipotese de localizacao. Se, por outro lado, for utilizada uma represen-
tacao discreta da densidade de probabilidade da localiza¢cdo do robo através da
amostragem uniforme do espaco de configuracoes, a representacdao nao seria
restritiva, mas possuiria a grande desvantagem de um excessivo custo com-
putacional quando o numero de células usadas para representar o ambiente
crescesse consideravelmente. Essa € a abordagem adotada pela Localizagao
Markoviana, que implementa essa representacao genérica da crenca por meio
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da particao do espaco de configuracdées do robé em um numero finito de pos-
siveis posturas do robé em um mapa.

Uma caracteristica poderosa desta abordagem € que ela permite que a lo-
calizacao do robo seja determinada sem o conhecimento de sua localizacao
inicial. Abordagens deste tipo sao conhecidas como localizacao global, e su-
gerem que um robo possa se localizar mesmo quando uma forca externa o
transporta para uma localizacao desconhecida; este problema € conhecido
como o problema do rob6 sequestrado.

Entretanto, para melhorar o desempenho da Localizacao Markoviana, neste
caso, € necessario levar a cabo uma amostragem mais inteligente do espaco
de configuracoes. Isto é feito na Localizacdo Monte Carlo. Intuitivamente,
pode-se propor que essa amostragem nao represente regioes de probabilidade
zero ou muito pequena. Além disso, tenderia a representar com mais detalhes
as regioes de maior densidade de probabilidade, pois ha grande chance da
localizacado do robo se encontrar de fato nessas regioes.

Ja vimos que na abordagem Bayesiana importa encontrar X,, o valor es-
perado da localizacdao do rob6é. No entanto, uma das possiveis definicoes do
valor esperado de uma variavel aleatoria € justamente a média dos valores as-
sumidos dado um numero suficiente de amostras, o que, para uma variavel
aleatoria A corresponde a:

A= E4A] 2 lim Z (1.50)

n—oo N
=1

com n sendo o numero de amostras do valor da variavel A, obtidos pela repe-
ticao das situacoes em que esse valor € gerado, como no caso de um experi-
mento cientifico que mede uma grandeza fisica ou no caso de uma pesquisa
de opiniao.

No entanto, a localizacao de um determinado robé num certo instante de
tempo € um fendmeno que ocorre apenas uma vez. Mesmo assim, € possivel
obter a sua localizacao esperada através da definicao (1.50) se for considerada
a geracao de amostras através da simulacao do modelo de movimento do robo
e dos dados dos sensores. De modo geral, as técnicas que usam o expediente
da simulacao dos fenémenos para estimar parametros do modelo sao denomi-
nadas técnicas Monte Carlo, uma referéncia ao cassino de mesmo nome em
Monaco [2].

Devido ao carater sequencial e Markoviano do movimento do robé, o filtro
de particulas € o modo natural de aplicar o principio das técnicas Monte Carlo
a localizacao de robos, dando origem a técnica conhecida como Monte Carlo
Localization (MCL) [18]. O filtro de particulas usa como base a amostragem
por importancia, que representa a densidade de probabilidade da localizacao
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do robo através de amostras ponderadas, de forma que seu valor esperado
seja X, ~ Yoo, w; X7, onde {w;}"_, sao os pesos que ponderam as n amostras
no instante ¢. Os pesos devem ser normalizados, de forma que |, w; = 1.
A diferenca € que o calculo das amostras € feito de modo sequencial pelo
filtro de particulas, sendo que as amostras {X; ;}”_, sdo usadas para gerar as
amostras no instante posterior, {X;}”_;. Por isso, a versao mais basica desse
filtro também recebe o nome, em inglés, de Sequential Importance Sampling
(SIS), ou amostragem por importancia sequencial.

A Figura 1.5 ilustra a evolucao da crenca sobre a localizacao do robo ob-
tida através da MCL. Primeiramente, nota-se que nao € necessario conhecer
previamente a localizacao inicial do rob6. No caso de ela ser completamente
desconhecida, basta espalhar as amostras iniciais { X§}”_, uniformemente so-
bre a area livre do mapa. Nota-se também que, conforme o robdé move-se pelo
ambiente e observa novas areas, o numero de localidades onde possivelmente
se encontra vai diminuindo, aumentando a certeza sobre sua localizacao. Isso
se deve ao fato de que as amostras num determinado instante carregam a
informacao de todo o historico de observacoes do robo, de forma que, com o
passar do tempo, haja informacao suficiente para se determinar com alto nivel
de certeza onde o robo se encontra.

1.5.1 Sequéncia de passos da Localizacdo Monte Carlo

Como todos os filtros Bayesianos, a MCL possui passos de predicao e de
correcao (ou atualizacao). No passo de predicao, as amostras da localizacao
corrente, { X/} ,, sdo geradas a partir de amostras {X; ;}" , do instante ante-
rior, através da simulacao do sistema dinamico que rege a variavel de estado
X;. Assim, cada nova amostra da localizacao € gerada amostrando-se uma vez
o modelo probabilistico de movimento aplicado a cada amostra do instante
anterior, de forma que

X7 ~p(Xy = 2| X = X[ 4, w), (1.51)

para as amostras s = 1,2,...,n. Observe que, na versao basica da MCL, cada
amostra do instante anterior gera uma nova amostra, mantendo-se, assim, o
seu numero. Na teoria de filtro de particulas, a densidade usada para gerar
amostras na fase de predicao € denominada proposta de distribuicao.

Entao, no passo de correcao, as observacoes instantaneas z; sao utilizadas
para calcular os pesos w; de forma a corrigir a distribuicao das amostras para
a distribuicao alvo. Os novos pesos normalizados sao calculados fazendo-se

wip(Zy = 2| Xeo1 = Xiy)

w = — . (1.52)
O wip(Zy = 2| X = X)
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Figura 1.5: Ilustracao do funcionamento da Localizacao Monte Carlo. Os pon-
tos negros representam as amostras da localizacao do robd em cada instante,
embora as amostras das orientacdes nao estejam graficamente representa-
das. A flecha cinza representa a posicao e a orientacao corretas do robo em
cada instante. (a) Inicialmente, a crenca sobre a localizacao do robo esta uni-
formemente distribuida em todo o ambiente. (b) Apés mover-se um pouco a
localizacao do robd ainda € incerta, mas as medicoes realizadas ja permitem
definir regides com maior probabilidade. (c) Ap6s o rob6 se mover até a pro-
xima quina, ainda nao € possivel resolver com certeza sua localizacao, pois
qualquer uma das quatro quinas ainda sao localiza¢oes plausiveis. (d) Apos
mover-se até a entrada do corredor, as ambiguidades sensoriais sao resolvi-
das e as particulas concentram-se em uma unica localidade. Inspirada no
experimento relatado em [34].
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Além do filtro de particulas ser bastante flexivel, permitindo a localizacao
em areas muito grandes e exigindo relativamente pouco espaco em memoria,
nota-se que sua implementacao € simples e de rapida execucao. No entanto,
sua formulacao nao € exata, principalmente pelo fato de se dispor de um
numero finito de particulas. Por isso, uma parte das particulas tende a se
degenerar com o tempo, amostrando regioes de probabilidade muito pequena,
o que faz que seus pesos assumam valores cada vez menores. Com isso, essas
particulas praticamente nao mais influenciam no calculo do valor esperado da
localizacao, representando apenas custo computacional desnecessario.

Para atenuar o problema da degeneracao das particulas, pode-se fazer, a
cada passo, uma reamostragem delas, escolhendo-se aquelas que serao elimi-
nadas e substituidas por copias de particulas com maior peso. Essa reamos-
tragem é feita construindo-se uma distribuicao de probabilidade P(s) = wy,
posteriormente gerando-se n novas particulas {s;}; ~ P(s) e escolhendo-se
X! = X/, parai=1,2,...n como as novas amostras da localizacao do robd.

Caso a reamostragem ocorra a cada iteracao, tem-se a versao Sequential Im-
portance Resampling (SIR) do filtro de particulas. No entanto, a reamostragem
as vezes possui um custo computacional que pode comprometer o desempe-
nho da MCL. Por isso, algumas versoes realizam o passo de reamostragem
apenas se a degeneracao das particulas for significativa. O Algoritmo 3 traz os
passos da Localizacao Monte Carlo com um critério para reamostragem. Nesse
algoritmo, é verificado o nuamero efetivo de particulas n.;; = 1/ (>0 (wf)?).
Caso esse numero caia abaixo de um valor limite n;,,, a reamostragem € rea-
lizada. Em geral, n;;,, € escolhido como uma fracao do niumero de particulas

n.

1.6 Consideracoes Finais

Técnicas de localizacao baseadas no Filtro de Kalman e em Monte Carlo
sao extremamente populares nos projetos de robos moveis que navegam em
ambientes internos, como museus, hospitais e edificios em geral. Estas sao
aplicacoes muito frequentes da robotica movel e os sistemas de localizacao
baseados nestas técnicas tém tido muito sucesso.

Entretanto, inumeras outras técnicas também foram propostas [7] e apli-
cadas com sucesso, como a localizacao baseada em sinais ativos de balizas e
a baseada em marcos.

A técnica de localizacao baseada em sinais ativos de balizas computa a lo-
calizacao absoluta do rob6 medindo a direcao de incidéncia ou distancia de
trés ou mais balizas transmissoras visiveis pelo receptor colocado no robd. As
balizas sao geralmente transmissoras de sinais de luz ou radio frequéncia, e
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Algoritmo 3 Etapas da Localizacao Monte Carlo com reamostragem.

Entradas: Sequéncia de observacgoes z‘, dados de controle u, conjunto de
amostras iniciais {X;}”?_,, valor efetivo limite de particulas ny;,.

Saidas: Conjunto de amostras {X;}"_,, localizacao estimada X,.

Variaveis: ,s,i: Inteiros.

Parar <+ 1at, faca

1. Predicao: Para s + 1 a n, faca
Simule a localizacao X? a partir da amostra X? ; e de v, usando o modelo
de movimento, como em (1.51)
Fim Para

2. Correcao: Para s < 1 an, faca
Calcule o peso w? a partir de (1.52)
Fim Para

n

3. Calcule o numero efetivo de particulas n.;p =1/ (> 1 (ws)?)

4. Se nepp < nym, faga

(@) Construa a distribuicado de probabilidade P(s) = w?

(b) Amostre um conjunto de particulas {s;} , ~ P(s)

(c) Construa um novo conjunto de amostras da localizacdo do robd
{X2 o o
Para i <~ 1 an, faca X! = X?, Fim Para
Para i < 1 a n, faca w’ = 1/n, Fim Para

(d) Adote {Xi}zzl como o novo conjunto de amostras da localizacao:
{ X2 = {X L
Fim Para.
Calcule X, = >"" | Xjw;.
Retorne {X;}"_, e X,.
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devem ser colocadas em lugares conhecidos no ambiente. E um sistema bas-
tante popular em navios e aeronaves (ex. GPS — Global Positioning Systems),
oferecendo boa acuracia e alta confiabilidade nas medidas. Ja a técnica de
localizacao baseada em marcos utiliza estruturas distintas, passivas — chama-
das marcos — que um rob6 pode detectar e identificar a partir de seus sensores
externos. Os marcos geralmente possuem uma localizacao fixa e conhecida no
ambiente, e a deteccao de trés ou mais deles permite que o robo se localize.
Os marcos, naturais ou artificiais, sdo cuidadosamente escolhidos para que
sejam de facil deteccao e identificacao. Mesmo assim, a localizacdo baseada
em marcos exige mais processamento e pode ser menos precisa e acurada do
que aquela que utiliza balizas ativas. Porém, possuem a vantagem de neces-
sitar de pouca ou nenhuma modificacdo no ambiente em que o rob6 navega.
No entanto, as técnicas de localizacao baseadas em mapas, aqui descritas,
sdo mais robustas e flexiveis do que as baseadas em balizas ativas ou marcos
passivos.

Algumas técnicas, ainda, utilizam abordagens hibridas, unindo a localiza-
cao baseada em mapas com a baseada em marcos. Essas técnicas utilizam
sensores externos diversos para sensorear o ambiente e extrair, a partir da
fusao de diferentes informacodes sensoriais, estruturas distintas que servem
como marcos, os quais sao inseridos no mapa, para navegacoes futuras. Este
método € conhecido como Localizacao e Mapeamento Simultaneos — SLAM,
indicando as iniciais do seu nome em inglés, Simultaneous Localization and
Mapping — e possuem a vantagem de permitir que os robds naveguem € ex-
plorem ambientes desconhecidos, dando-lhes maior autonomia e facilidade de
aplicacao.
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