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Resumo

O objetivo deste minicurso é o de introduzir de maneira rápida e pragmática aspectos
importantes por onde passa o processo de modelagem matemática e de simulação com-
putacional na área de dinâmica de fluidos computacional. Em particular, será visto o
Método da Fronteira Imersa, um método versátil o qual propõe um modelo matemático
e um método computacional para se estudar problemas que envolvem interações entre
fluidos e estruturas elásticas neles imersas. O modelo matemático básico é descrito em
detalhes e um exemplo de discretização numérica apresentado.
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1 Introdução

Dinâmica de Fluidos Computacional é uma área vasta e que possui muitas ramificações
tanto de interesse prático quanto teórico. Como o tempo é limitado (e sempre seria
nesta área), o melhor a fazer é procurar dar uma visão geral de algumas das equações
que compõem o modelo matemático, uma noção do que vem a ser resolução numérica
e simulação computacional destas equações e, talvez um pouco mais ambiciosamente,
arriscar um palpite pessoal do que seria uma conduta, uma metodologia de trabalho
para abordar problemas extremos nesta área.

Para dar uma forma mais concreta a todo este volume imenso de informação, procura-
se expor de forma clara e didática um grupo pequeno de aspectos pertinentes à área os
quais, de alguma forma ainda, ainda matém relação viśıvel entre si, contando de forma
coerente uma pequena “estória” do ińıcio ao fim.

Neste texto ligeiro, apresentar-se-á uma dedução simples dos prinćıpios de con-
servação de massa e da quantidade de movimento linear empregando-se o Teorema de
Transporte de Reynolds. A abordagem é matemática e requer alguma intuição, pouca
f́ısica e elementos de um curso de Cálculo mais avançado (provavelmente do segundo
ano de graduação). Logo após, deduzir-se-á matematicamente o significado de um es-
coamento incompresśıvel chegando-se às equações de Navier-Stokes que modelam o es-
coamento incompresśıvel, transiente, de um fluido viscoso.

Para motivar e mostrar como aplicar estas equações num caso particular empolgante,
optou-se por dar um “aroma” de biofluido dinâmica a uma parte destas notas. Em
particular, apresentar-se-á o Método da Fronteira Imersa cuja serventia principal é a
modelagem matemática e a simulação computacional de interações entre um fluido e
estruturas nele imersas (flex́ıveis ou não).

Grande parte do texto apresentado a seguir foi inspirado em trabalhos (excelentes)
de colegas que se esmeiraram em escrever notas para outros minicursos no passado [13,
19, 36, 20]. Uma outra parte, não menos significativa, foi baseada (por vezes inclusive
transcrita) num trabalho publicado no Matemática Universitária [33].

1.1 Motivação cient́ıfica

Diversos problemas envolvendo dinâmica de fluidos na área biológica envolvem interações
entre um fluido viscoso incompresśıvel, não estacionário, e um tecido biológico visco-
elástico, cuja configuração geométrica, propriedades elásticas, ou ambas, podem variar
ao longo do tempo (e.g., a interação entre sangue, musculatura e válvulas card́ıacas).

Em 1972, Peskin [22], [23] introduziu um modelo matemático e um método computa-
cional para estudar o escoamento sangǘıneo ao redor da válvula mitral. Em contraste
com outros autores, ele não fez qualquer hipótese particular sobre a geometria desse
escoamento para observar o movimento da válvula. Partindo apenas das leis de Newton
e de caracteŕısticas f́ısicas e fisiológicas do fluido, da musculatura e da válvula card́ıacas,
Peskin deduziu as equações dinâmicas do movimento, as quais descrevem a forte interação
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existente entre a válvula e o escoamento sangǘıneo.

A Figura 1 mostra a motivação cient́ıfica por trás do modelo geométrico bidimensional
do lado esquerdo do coração utilizado por Peskin em suas primeiras simulações na década
de 70.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1: (a) Vista frontal do coração, (b) sua vista superior com átrios removidos, (c)
seção transversal de seu lado esquerdo e (d) modelo geométrico bidimensional idealizado
que esta seção transversal inspira.

O modelo bidimensional original (Figura 1-(d)) inclúıa apenas o átrio e o ventŕıculo
esquerdos e uma válvula mitral simétrica, composta apenas por dois folhetos.

Para simplificar a implementação computacional do método, todas as estruturas
card́ıacas foram assumidas com mesma densidade e completamente imersas em sangue
(como afirma Peskin: “... um coração pulsando num aquário de fluido, ao invés de
em seu próprio lugar.” [22]). Por este motivo, posteriormente, o método de Peskin
tornou-se conhecido como Método da Fronteira Imersa.

Na Seção 2, o modelo matemático será apresentado enfatisando-se as equações que
descrevem a interação entre o fluido e a fronteira elástica imersa. Na Seção 3, uma
posśıvel discretização das equações é dada, ilustrando desta forma como o método com-
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putacional pode ser obtido. Ao longo das Seções 4 e 5, mais detalhes e outras posśıveis
discretizações alternativas são inclúıdos, em meio a comentários sobre as dificuldades
inerentes ao método e algumas aplicações. A Seção 6 encerra este trabalho, resumindo
seus principais aspectos.
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2 Modelo matemático

O escoamento de um fluido pode ser modelado por meio de uma transformação matemá-
ticaF̃NK,Nachbin. No instante inicial de observação (e.g. t = 0), considere a part́ıcula
material de fluido que se encontra na posição ξ = (ξ1, ξ2, ξ3). Transcorrido algum tempo,
num instante de tempo posterior t, esta mesma part́ıcula encontra-se em x = (x1, x2, x3).
A nova posição x ocupada pela part́ıcula é uma função do tempo (e da posição inicial
ξ),

xi = xi(t; ξ), i = 1, 2, 3. (1)

A transformação (1) que leva o ponto ξ no ponto x fornece a forma paramétrica da
curva no espaço que representa trajetória percorrida pela part́ıcula material que estava
inicialmente na posição ξ (o parâmetro é o tempo t). A velocidade da part́ıcula ao longo
de sua trajetória é dada por

dx
dt

(t; ξ) = u(t,x(t; ξ)) , (2)

onde u = (u1, u2, u3), e a aceleração por

d2x
dt2

(t; ξ) =
du
dt

(t,x(t; ξ)). (3)

Aplicado-se para cada coordenada a Regra da Cadeia no lado direito de (3), chega-se a

dui

dt
(t,x(t; ξ)) = [

∂ui

∂t
+∇ui · dx

dt
](t,x(t; ξ)) = [

∂ui

∂t
+ u · ∇ui](t,x(t; ξ)), i = 1, 2, 3, (4)

ou ainda, numa notação vetorial mais compacta,

du
dt

(t,x(t; ξ)) = [
∂u
∂t

+ (u · ∇)u](t,x(t; ξ)). (5)

Como a expressão acima é valida para toda part́ıcula material, é posśıvel, sem prejúızo
da clareza, simplificar a notação omitindo a posição inicial da part́ıcula. De (5), define-se
o operador diferencial derivada material

D

Dt
=

∂

∂t
+ (u · ∇) (6)

que também aparece na literatura com o nome de derivada de transporte. O transporte
é feito pelo vetor velocidade u. O termo u · ∇ é conhecido como termo convectivo.

Existem duas maneiras de se descrever o escoamento de um volume de fluido que
ocupa uma região no espaço. Na descrição denominada lagrangiana as part́ıculas que
compõem o volume são acompanhadas em seu movimento ao longo do tempo. As co-
ordenadas iniciais ξi são as chamadas coordenadas lagrangianas. Numa outra descrição
denominada euleriana , observa-se a variação das propriedades numa região do espaço
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(num volume) fixado, imóvel ao longo do tempo. As coordenadas xi são as coordenadas
eulerianas. A relação

dx
dt

(t) = u(t,x) , (7)

para a qual a velocidade do lado direito está definido numa região fixada no espaço, faz
a conexão entre a descrição lagrangiana (lado esquerdo) e a descrição euleriana (lado
direito).

As mudanças de propriedades f́ısicas do fluido podem ser monitoradas ao longo das
trajetórias das part́ıculas que o compõem. Como exemplo, se ρ é a massa espećıfica
(massa por unidade de volume) então a função ρ(t,x(t; ξ)) é a massa espećıfica no ins-
tante t da part́ıcula material que ocupa a posição x e que partiu da posição ξ (a massa
espećıfica que um observador “viajando” junto com a part́ıcula percebe). Esta é a des-
crição lagrangiana da variação da massa espećıfica. A taxa de variação no tempo da
massa espećıfica ao longo da trajetória é dada pela derivada material e se escreve como

Dρ

Dt
(t,x(t; ξ)) = [

∂ρ

∂t
+ (u · ∇)ρ](t,x(t; ξ)). (8)

A descrição euleriana é dada por ρ(t,x), isto é, a massa espećıfica da part́ıcula
de fluido que ocupa a posição x no instante t. As descrições lagrangiana e euleriana,
na verdade, podem ser empregadas com qualquer propriedade da part́ıcula material,
quer seja uma grandeza escalar como a massa espećıfica, a energia, a pressão, etc., quer
seja uma grandeza vetorial como a quantidade de movimento linear, a quantidade de
movimento angular, o fluxo de calor, etc.

2.1 Teorema de transporte de Reynolds

Sejam ϕ(t,x) uma função escalar ou vetorial representando alguma grandeza f́ısica do
fluido (por unidade de volume) e Ω(t) um volume fechado de part́ıculas materiais o qual
se move com o escoamento do fluido. Nestas condições, a função

φ(t) =
∫

Ω(t)
ϕ(t,x) dx, (9)

depende do tempo e sua derivada no tempo é dada por

dφ

dt
(t) =

d

dt

∫

Ω(t)
ϕ(t,x) dx =

∫

Ω(t)
[
Dϕ

Dt
+ ϕ∇ · u](t,x) dx, . (10)

O resultado acima é conhecido como “Teorema de Transporte de Reynolds” (ou, sim-
plesmente, “Teorema de Transporte” ).

A demonstração, dada a seguir, requer condições mı́nimas de regularidade da fronteira
de Ω para que se possa aplicar o Teorema da Divergência (Teorema de Gauss) e de
suavidade dos campos envolvidos.
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Demonstração: Dado que a região Ω é variável no tempo não é posśıvel simplesmente
passar a derivada para dentro do sinal de integração. Esta derivação fica simplificada
se for feita uma mudança de variável de forma a manter o domińıo de integração fixo.
Assim sendo,

d

dt

∫

Ω(t)
ϕ(t,x) dx =

d

dt

∫

Ω0

ϕ(t,x(t; ξ)) J(t, ξ) dξ , (11)

onde J(t, ξ) é o determinante Jacobiano da transformação,

J(t, ξ) = det(
∂xi

∂ξj
) , 1 ≤ i, j ≤ 3.

Observe que em (11) Ω0 = ξ(Ω) pois assume-se tacitamente que, dada a posição
atual da part́ıcula é posśıvel retraçar seu caminho de volta à sua posição de partida,
isto é, matematicamente, que x(t; ξ) é invert́ıvel e se pode calcular ξ = ξ(t;x)). Nestas
condições, o jacobiano da transformação nunca se anula (por existir a transformação
inversa!), e mais, como J(0, ξ) = 1 para todo ξ ∈ Ω0, então o determinante acima é
sempre positivo (por isso não se tomou o valor absoluto).

De (11), usando a derivação do produto,

d

dt

∫

Ω0

ϕ(t,x(t; ξ)) J(t, ξ) dξ =
∫

Ω0

[
d

dt
ϕ(t,x(t; ξ))J(t, ξ) + ϕ(t,x(t; ξ))

d

dt
J(t, ξ)] dξ.

(12)

Usando a multilinearidade de J , tem-se

d

dt
J(t, ξ) =





d
dt(∂x1/∂ξ1) ∂x1/∂ξ2 ∂x1/∂ξ3
d
dt(∂x2/∂ξ1) ∂x2/∂ξ2 ∂x2/∂ξ3
d
dt(∂x3/∂ξ1) ∂x3/∂ξ2 ∂x3/∂ξ3





+





∂x1/∂ξ1
d
dt(∂x1/∂ξ2) ∂x1/∂ξ3

∂x2/∂ξ1
d
dt(∂x2/∂ξ2) ∂x2/∂ξ3

∂x3/∂ξ1
d
dt(∂x3/∂ξ2) ∂x3/∂ξ3





+





∂x1/∂ξ1 ∂x1/∂ξ2
d
dt(∂x1/∂ξ3)

∂x2/∂ξ1 ∂x2/∂ξ2
d
dt(∂x2/∂ξ3)

∂x3/∂ξ1 ∂x3/∂ξ2
d
dt(∂x3/∂ξ3)





. (13)

Trocando-se a ordem das derivações e a lembrando da definição da velocidade da part́ıcula
chega-se a

d

dt
J =

∂u1

∂x1
J +

∂u2

∂x2
J +

∂u3

∂x3
J (14)

ou, mais compactamente,

d

dt
J = (∇ · u) J (15)

Como a primeira parcela do lado direito de (12) não é nada mais que a derivada material
de ϕ, das observações anteriores, chega-se a
∫

Ω0

[
d

dt
ϕ(t,x(t; ξ))J(t, ξ) + ϕ(t,x(t; ξ))

d

dt
J(t, ξ)] dξ =

∫

Ω0

[
D

Dt
ϕ + ϕ(∇ · u)] J dξ (16)
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que, retornando ao domı́nio de integração original, fornece

d

dt

∫

Ω(t)
ϕ(t,x) dx =

∫

Ω(t)
[
Dϕ

Dt
+ ϕ(∇ · u)] dx. (17)

2.2 Conservação da massa

O Teorema de Transporte de Reynolds é uma das abordagens que se pode usar para
deduzir as equações do escoamento. Como exemplo, considerando novamente a massa
espećıfica ρ, vê-se que a massa total de fluido numa região material Ω é dada por

m(t) =
∫

Ω(t)
ρ(t,x) dx , (18)

e que, por conseguinte, sua taxa de variação no tempo se escreve como

dm

dt
(t) =

d

dt

∫

Ω(t)
ρ(t,x) dx =

∫

Ω(t)
[
Dρ

Dt
+ ρ(∇ · u)] dx (19)

pela aplicação do Teorema de Transporte de Reynolds. Como massa não pode ser criada
ou destrúıda dentro de Ω, tem-se

0 =
dm

dt
(t) =

d

dt

∫

Ω(t)
ρ(t,x) dx =

∫

Ω(t)
[
Dρ

Dt
+ ρ(∇ · u)] dx. (20)

Segue da continuidade do integrando e da arbitrariedade na escolha de Ω(t) que

Dρ

Dt
+ ρ(∇ · u) = 0 , (21)

a forma diferencial do Prinćıpio de Conservação de Massa.

2.3 Conservação da quantidade de movimento linear

Da segunda Lei de Newton, a resultante das forças que agem num corpo é igual à taxa
de variação no tempo da quantidade de movimento linear. Para um domı́nio material,

p =
∫

Ω(t)
ρu dx , (22)

onde p é a quantidade total de movimento linear das part́ıculas em Ω(t), ρ é a massa
espećıfica e u é o campo de velocidades definido em Ω. A aplicação da segunda Lei de
Newton às part́ıculas de fluido em Ω(t) resulta em

F(t,x) =
dp
dt

=
d

dt

∫

Ω(t)
ρu dx , (23)

que, pelo uso do Teorema do Transporte de Reynolds, pode ser reescrita como

F(t,x) =
∫

Ω(t)
f dx =

∫

Ω(t)
[
D(ρu)

Dt
+ (ρu)(∇ · u)] dx . (24)
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Em (24) admitiu-se a existência de uma “densidade de força por volume”, f . Uma vez
mais, usando a continuidade do integrando e a arbitrariedade de escolha de Ω(t), tem-se

f =
D(ρu)

Dt
+ (ρu)(∇ · u) , (25)

que expressa a forma diferencial do Prinćıpio de Conservação da Quantidade de Movi-
mento Linear. Ao se empregar o Prinćıpio de Conservação de Massa em (25), chega-se
a

f = ρ[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u] . (26)

É posśıvel mostrar que se o fluido é viscoso, na ausência de outras forças externas,

ρ[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u] = f = −∇p + µ∇2u , (27)

onde p é a pressão e µ é a viscosidade dinâmica.

2.4 Escoamentos incompresśıveis

O volume da região Ω(t) é dado pela integral

V
Ω(t)

=
∫

Ω(t)
1 dx. (28)

A aplicação do Teorema do Transporte de Reynolds, neste caso, fornece

dV
Ω(t)

dt
(t) =

d

dt

∫

Ω(t)
1 dx =

∫

Ω(t)
∇ · u dx. (29)

Um escoamento é dito ser incompresśıvel se e só se o volume ocupado pelas part́ıculas
não se altera ao longo do tempo e, portanto, a integral em (29) é zero. Uma vez mais,
pela continuidade do integrando e pela arbitrariedade da região considerada, temos a
incompressibilidade do escoamento se e só se

∇ · u = 0. (30)

2.5 Interação entre um fluido e estruturas nele imersas

No Método da Fronteira Imersa, o escoamento não estacionário de um fluido viscoso
incompresśıvel é modelado pelas equações de Navier-Stokes,

ρ(
∂

∂t
u + u · ∇u) +∇p = µ∆u + f (31)

∇ · u = 0 , (32)
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onde ρ é a densidade de massa e µ a viscosidade do fluido, ambas consideradas constantes.
Matematicamente, a fronteira imersa se faz presente apenas por intermédio do termo
forçante f , uma distribuição singular resultante da ação de tensões elásticas. Escritas em
coordenadas Eulerianas, as equações (31)-(32) estão definidas num domı́nio retangular
Ω, onde uma condição inicial e condições de contorno periódicas para a velocidade u são
adotadas por simplicidade. A pressão p não demanda nenhum tipo de condição para que
o problema esteja bem posto.

A interação dinâmica entre o fluido e a fronteira imersa pode ser obtida aplicando-se
a Segunda Lei de Newton. Se a fronteira imersa for suficientemente delgada e se sua
massa puder ser desprezada, ela pode ser vista matematicamente puramente como um
“gerador de forças” que não introduz massa nem cobre qualquer região do escoamento
(e.g., uma “fatia” de um folheto de uma válvula card́ıaca).

A posição da fronteira imersa, descrita em coordenadas Lagrangeanas, é dada por

X(s, t) = (X1(s, t), X2(s, t)), s ∈ S, (33)

onde s é o parâmetro Lagrangeano. Se F(s, t) é a densidade de força elástica aplicada
pela fronteira imersa no fluido, a equação de equiĺıbrio de força num segmento arbitrário
de fronteira imersa X(s, t), s1 ≤ s ≤ s2, pode ser escrita como

d

dt

∫ s2

s1

m(s)
∂

∂t
X(s, t) ds = [T (s, t)τ(s, t)]s2

s1
+

∫ s2

s1

[−F(s, t)] ds , (34)

onde m(s) representa a densidade de massa unidimensional da fronteira imersa, T é a
tensão aplicada nas extremidades do segmento de fronteira imersa considerado devida
às propriedades elásticas da sua parte restante, τ é a tangente unitária à direção da
fronteira imersa,

τ =
∂X/∂s

‖∂X/∂s‖ , (35)

e (−F) é a reação do fluido sobre o segmento de fronteira imersa em resposta à ação de
F sobre o fluido. A tensão que age na fronteira imersa, T , presente em (34), é dada pela
Lei de Hooke generalizada

T = T (‖∂X
∂s
‖, s, t) . (36)

Uma vez que a fronteira imersa, por hipótese, tem massa despreźıvel, o lado esquerdo
da equação (34) se anula. Após aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo e rearranjar
os termos, a equação (34) pode ser reescrita como

∫ s2

s1

[F− ∂

∂s
(Tτ)] ds = 0. (37)

Como s1 e s2 foram tomados arbitrariamente (o segmento de fronteira imersa é
arbitrário), obtém-se de (37) a densidade de força elástica para a fronteira imersa

F =
∂

∂s
(Tτ) =

∂T

∂s
τ + T

∂τ

∂s
=

∂T

∂s
τ + T‖∂X

∂s
‖Kn, (38)
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onde K = ‖∂τ
∂s ‖/‖∂X

∂s ‖ é a curvatura e n = ∂τ
∂s /‖∂τ

∂s ‖ é a normal unitária à fronteira
imersa.

A densidade de força elástica (38) é expressa em termos das coordenadas Lagrangeanas;
entretanto, na equação (31) do fluido ela é escrita em termos das coordenadas Euleri-
anas. Para mudar a densidade de força elástica das coordenadas Lagrangeanas para as
Eulerianas, basta lembrar que a força elástica total que age numa região arbitrária R do
domı́nio Ω (Figura 2) é dada por

∫

R
f(x, t) dx =

∫

{s: X(s, t)∈ R}
F(s, t) ds

=
∫

S
F(s, t)ωR(X(s, t)) ds

=
∫

S
F(s, t)

[∫

R
δ(x−X(s, t)) dx

]
ds

=
∫

R

∫

S
F(s, t) δ(x−X(s, t)) dsdx,

onde ωR(x) = 1, para x ∈ R e 0 caso contrário, e δ é a “função” delta de Dirac em duas
dimensões.

Figura 2: Ação da força elástica F numa região arbitrária R do domı́nio Ω.

Embora estas manipulações sejam formais, elas motivam uma expressão para a den-
sidade de força no fluido devida à fronteira elástica imersa em coordenadas Eulerianas.
Como R é uma região arbitrária, essa expressão é dada por

f(x, t) =
∫

S
F(s, t)δ(x−X(s, t)) ds. (39)

Observe que em (39), a densidade de força f tem suporte apenas sobre a fronteira
imersa, isto é, ela vale zero em todos os pontos do domı́nio excetuando-se os pontos
da fronteira imersa. Outro fato importante que deve ser observado é que, uma vez que
o delta bidimensional de Dirac é integrado apenas uma vez, f tem o mesmo tipo de
singularidade definida para uma função delta de Dirac em uma dimensão.
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Sendo o fluido viscoso, os pontos da fronteira imersa acabam por mover-se com a
sua velocidade local (“nonslip condition”). Matematicamente, esta condição pode ser
expressa em termos do campo de velocidades como

∂

∂t
X(s, t) = u(X(s, t), t).

Uma vez mais, uma troca entre coordenadas é necessária. Desta vez, deve-se encon-
trar uma expressão para a velocidade Lagrangeana dos pontos da fronteira imersa em
termos das coordenadas Eulerianas do fluido. Empregando formalmente as propriedades
da função delta de Dirac, tem-se

u(X(s, t), t) =
∫

Ω
u(x, t)δ(x−X(s, t)) dx. (40)

As equações (39)-(40) descrevem a interação entre o fluido e a fronteira imersa; elas
empregam o delta de Dirac para alternar entre a formulação Euleriana, usada para o
fluido, e a Lagrangeana, usada para fronteira imersa. A equação (39) “espalha” as
tensões elásticas que agem sobre a fronteira elástica para o resto do domı́nio; por esta
razão este é denominada como passo de espalhamento. A equação (40) “interpola” nos
pontos da fronteira imersa as velocidades definidas no domı́nio; é o passo de interpolação.

Em resumo, as equações que modelam a interação entre o fluido e a fronteira elástica
imersa são

ρ(
∂

∂t
u + u · ∇u) +∇p = µ∆u + f (41)

∇ · u = 0 (42)

onde

f(x, t) =
∫

S
F(s, t)δ(x−X(s, t)) ds (43)

F(s, t) =
∂

∂s
(Tτ) (44)

com

∂

∂t
X(s, t) =

∫

Ω
u(x, t)δ(x−X(s, t)) dx , (45)

as quais fornecem uma formulação mista Euler-Lagrangeana para o problema.
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3 Exemplo simples de um método computacional

Diversas discretizações têm sido propostas para as equações (41)-(45). No espaço, em
geral, as equações do fluido (41)-(42) são resolvidas numa malha computacional Euleriana
regular e fixa, obtida dividindo-se o domı́nio Ω em N partes iguais em ambas as direções.
Nesta malha, determinam-se ui,j = (ui,j , vi,j) e pi,j , a velocidade e a pressão nos nós
xi,j = (x0 + ih, y0 + jh), 0 ≤ i, j ≤ N , onde h é o espaçamento. A fronteira imersa,
por sua vez, é discretizada empregando-se uma malha computacional Lagrangeana, uma
coleção finita de pontos móveis Xk, 0 ≤ k ≤ M . A Figura 3 mostra uma discretização
espacial t́ıpica para o problema.

Figura 3: Malhas Euleriana (“◦”) e Lagrangeana (“•”).

O sistema de incógnitas (ui,j ,Xk), 0 ≤ i, j ≤ N , 0 ≤ k ≤ M , deve ser determinado
nos instantes tn = n∆t, onde ∆t é o passo de integração no tempo. No trabalho de
Peskin e Printz [29], a discretização das equações de Navier-Stokes, (41)-(42), é dada por

ρ (
un+1,0 − un

∆t
) = fn , (46)

ρ (
un+1,1 − un+1,0

∆t
+ unD0

xu
n+1,1) = µ D+

x D−
x un+1,1 , (47)

ρ (
un+1,2 − un+1,1

∆t
+ vnD0

yu
n+1,2) = µ D+

y D−
y un+1,2 , (48)

com as novas pressão e velocidade dadas pela resolução de

un+1,2 = un+1 +
∆t

ρ
Gpn+1 , (49)

D · un+1 = 0 , (50)

enquanto que a discretização das equações de interação fluido-fronteira imersa, (43)-(45),
é dada por

fn
i,j =

∑

k

Fn
k δh(xi,j −Xn

k)∆s, (51)
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Xn+1
k = Xn

k + ∆t
∑

i,j

un+1
i,j δh(xi,j −Xn

k)h2. (52)

Os operadores de diferenças finitas usados para aproximar as primeiras derivadas no
espaço empregam as aproximações para frente, para trás e centrada, respectivamente

D+
x φi,j =

φi+1,j − φi,j

h
, D−

x φi,j =
φi,j − φi−1,j

h
, D0

xφi,j =
φi+1,j − φi−1,j

2h
,

sendo definidos de forma semelhante para as derivadas na direção y , denotados por D+
y ,

D−
y e D0

y. Em termos destes operadores, as discretizações dos operdadores diferenciais
gradiente e divergente são respectivamente

Gφi,j = (D0
xφi,j , D0

yφi,j) e D · ui,j = D0
xui,j + D0

yvi,j .

O operador Laplaciano discretizado, L, resulta da aplicação do operador divergente no
operador gradiente,

D ·G φi,j = Lφi,j =
φi+2,j + φi−2,j + φi,j+2 + φi,j−2 − 4φi,j

4h2
.

Note que nas equações (51)-(52), o delta de Dirac é aproximado pela função δh. Uma
escolha particularmente simples é dada pelo produto

δh(xi,j) = dh(xi) dh(yj) ,

onde

dh(x) =

{
1
4h

(
1 + cos(Πx

2h )
)

, |x| < 2h ,

0 , |x| ≥ 2h .

Os gráficos das funções dh(x) e δh(x) são mostrados pela Figura 4-(a) e (b), respectiva-
mente.

(a) (b)

Figura 4: Discretizações: (a) delta de Dirac em uma e (b) em duas dimensões.
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A escolha desta função particular para aproximar a função delta de Dirac é motivada
por um conjunto de propriedades de compatibilidade discretas descritas por Peskin [24].
Alternativas a esta escolha podem ser encontradas em [2], [34].

O esquema numérico visto, (46)-(52), desacopla as equações em cada uma das direções
dos eixos coordenados, sendo de sengunda ordem no espaço e de primeira ordem no
tempo. Na determinação de (ui,j ,Xk) em cada instante no tempo, o método emprega a
configuração geométrica da fronteira imersa no ińıcio do passo, Xn, para calcular a força
elástica Fn, a qual modela o problema em consideração. Em seguida, esta força elástica
é espalhada aos pontos da malha computacional do fluido próximos à fronteira imersa
empregando-se (51), e as equações (46)-(48) são resolvidas, determinando-se um campo
de velocidades provisório un+1,2.

A ação da força elástica é notada instantaneamente em todo o domı́nio por intermédio
do campo de pressão. Matematicamente, isto pode ser observado impondo-se a incom-
pressibilidade do fluido, (50), em (49), obtendo-se assim a equação de Poisson

∆t

ρ
D ·Gpn+1 = D · un+1,2 ,

para a qual condições periódicas de contorno são utilizadas. Uma vez calculada a pressão
pn+1, determina-se a seguir a velocidade un+1 a partir de (49). Finalmente, a nova
velocidade é então empregada para mover a fronteira imersa por intermédio de (52),
completando assim o passo no tempo.
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4 Refinamento adaptativo

O Método da Fronteira Imersa tem se mostrado ser excelente nas análises qualitativas
de problemas bastante complexos envolvendo estruturas elásticas imersas num fluido.

Normalmente, a captura de detalhes geométricos mais sutis da fronteira imersa, a
representação satisfatória de camadas limite finas e de outras peculiaridades do escoa-
mento, podem ser resolvidas a contento apenas se a malha computacional empregada
na discretização espacial for suficientemente fina. Os esquemas temporais impĺıcitos
são importantes por abrandarem condições de estabilidade como, por exemplo, a do es-
quema temporal expĺıcito ∆t ≤ O(h2), permitindo desta forma que malhas de integração
relativamente mais finas possam ser empregadas na discretização espacial.

Peskin e McQueen [26] conclúıram que a demanda por malhas mais finas no Método
da Fronteira Imersa tem como uma de suas causas fenômenos locais, os quais têm lu-
gar nas vizinhanças da fronteira imersa (e.g., forças singulares). A grosso modo, apli-
cando um método de segunda ordem para resolver as equações de Navier-Stokes para
um problema-teste tridimensional, eles observaram que o método claramente apresen-
tava um comportamento de segunda ordem longe dos pontos da fronteira imersa, este
comportamento sendo alterado para primeira ordem quando pontos da malha próximos
à fronteira imersa eram considerados na análise.

Quando malhas uniformes são utilizadas na discretização espacial, a necessidade de
se empregar malhas mais finas, mesmo que ditada por fenômenos localizados ao redor da
fronteira imersa, acaba sendo extendida inevitavelmente a todo o domı́nio computacional
e, como conseqüência, a malha resultante poderá exceder as capacidades de processa-
mento e armazenamento do computador, inviabilizando assim a resolução do problema.

A existência de fenômenos locais e a necessidade de mais pontos na malha para
capturar detalhes do escoamento ao redor da fronteira imersa, sugerem um posśıvel
remédio para o problema: a utilização de uma técnica de refinamento adaptativo de
malhas [3], [4], [5], [6], [7]. Da fusão entre o Método da Fronteira Imersa e a técnica de
refinamento adaptativo de malhas, resultou o Método da Fronteira Imersa Adaptativo
(AMR Immersed Boundary Method [32], [34]).

Empregando as malhas compostas descritas por Berger e Colella [6], regiões refinadas
são recobertas por uma seqüência de malhas encaixadas, contidas em ńıveis hierárquicos
progressivamente mais finos l = 1, 2, . . . , l+fino. Cada ńıvel de refinamento l é formado
por um conjunto de malhas retangulares Gl,k, k = 1, 2, . . . , nl , isto é,

{ńıvel l} =
⋃

k

Gl,k ,

com Gl,j∩Gl,k = ∅, j 6= k (duas malhas diferentes contidas no mesmo ńıvel de refinamento
não se intersectam), as quais possuem o mesmo espaçamento hl, e cujos lados estão
alinhados com as direções dos eixos cartesianos.

Capaz de se adaptar acompanhando dinamicamente o movimento da fronteira imersa
ao longo do tempo, a malha composta fornece a base onde as equações (41)-(45) são
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discretizadas no espaço. A Figura 5 ilustra a diferença entre as discretizações de um
domı́nio empregando-se uma malha uniforme (Figura 5-(a)) e uma malha composta
(Figura 5-(b)).

(a) (b)

Figura 5: Discretização espacial do domı́nio: (a) Malha Uniforme e (b) Malha Composta.

Embora em dinâmica de gases o refinamento no tempo acompanha naturalmente o
refinamento no espaço, esta não é a abordagem empregada na implementação adaptativa
do método. Todas as malhas, em todos os ńıveis de refinamento, evoluem no tempo com o
mesmo passo de integração, aquele utilizado no ńıvel mais fino de refinamento. No caso de
escoamentos incompresśıveis, não existe um limite finito para a velocidade de propagação
de perturbações. Uma vez que cada parte do escoamento influencia simultaneamente
todas as outras partes (por intermédio do campo de pressões), não é claro como diferentes
passos no tempo poderiam ser empregados nos diversos ńıveis de refinamento.
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5 Algumas aplicações importantes em biomedicina

Ainda hoje, o problema de simulação da hemodinâmica card́ıaca é uma das mais im-
portantes aplicações do Método da Fronteira Imersa. Proposto no ińıcio dos anos 70,
o modelo geométrico original do lado esquerdo do coração, Figura 6-(a), evoluiu para
modelos mais completos e sofisticados. Peskin [24], em 1977, o extendeu incluindo uma
descrição mais precisa do átrio e do ventŕıculo, do trato de sáıda e da entrada pulmonar,
obtendo assim um modelo mais aprimorado do lado esquerdo do coração excetuando-se
a válvula aórtica (esta válvula, assim como o ińıcio da própria aorta, só foi introduzida
em 1992 por Printz [30]). Em 1983, McQueen e Peskin [16] empregaram o modelo exten-
dido no projeto assistido por computador de próteses da válvula mitral do tipo “disco
pivotado” (Figura 6-(b)). Poucos anos depois, em 1985, eles o reutilizaram [17], desta
vez no estudo da performance de válvulas do tipo “borboleta”, planas e curvas, ainda
para a posição mitral (Figura 6-(c) e (d), respecivamente).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6: Diversos modelos bidimensionais do lado esquerdo do coração empregados por
Peskin na década de 70 - (a) - e por Peskin e McQueen na década de 80 - (b), (c) e (d).

A conclusão mais importante deste estudo foi que a introdução de uma curvatura

18



nos folhetos, mesmo que pequena, produz uma melhora substancial na performance das
válvulas do tipo borboleta. Como conseqüência, uma das maiores empresas fabricantes
de próteses card́ıacas, a St. Jude Medical, decidiu explorar esta nova concepção de
folhetos curvos, levando Peskin e McQueen a patentearem esta idéia.

Mais tarde, entre os finais dos anos 80 e 90, Peskin e McQueen concentraram um
grande esforço no desenvolvimento de um modelo tridimensional do coração completo
[28], [27]. Este modelo inclui diversas estruturas card́ıacas obtidas diretamente por
intermédio de modelagem matemática [26], [18], [25]. Até há alguns anos atrás, uma
simulação deste modelo tridimensional levava cerca de uma semana num Cray C-90, no
Centro de Supercomputação de Pittsburgh. Com a paralelização e o aprimoramento
do código, atualmente, ela leva menos de um dia, estando o modelo muito perto de ser
utilizado com diversas finalidades práticas tais como o estudo de ataques card́ıacos, o
desenvolvimento de marca-passos, de defibriladores e, é claro, de próteses card́ıacas.

Um outro problema em hemodinâmica, bem menos explorado do ponto de vista de
simulação numérica, é o estudo da performance dos Dispositivos de Assitência Ventric-
ular (DAV’s). Este é um problema em bioengenharia que tem um alto impacto social,
onde o Método da Fronteira Imersa poderá vir a ser utilizado com sucesso.

DAV’s são empregados para manter em ńıveis apropriados a pressão e o fluxo sangǘı-
neos, auxiliando a circulação sangǘınea durante o ciclo card́ıaco. Alguns deles, os DAV’s
paracorpóreos, podem auxiliar um ou ambos os ventŕıculos por semanas, meses e, ou-
tros, até mesmo por anos! Isto explica o uso crescente destes dispositivos como opção
terapêutica para pacientes na fila de espera de transplantes card́ıacos [10].

Um DAV paracorpóreo baseado numa membrana livre movimentada por um meca-
nismo pneumático foi desenvolvido pelo Instituto do Coração (InCor), da Faculdade de
Medicina da Universidade de São Paulo. Ele é composto por uma unidade de bombea-
mento, Figura 7-(a), e por uma unidade de propulsão e de controle (não mostrada).

(a) (b)

Figura 7: DAV do InCor, FM-USP: (a) unidade de bombeamento e (b) implantado.

Fabricado em resina epoxi, o corpo ŕıgido da unidade de bombeamento pode ser
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dividido em duas metades. Uma membrana de poliuretano separa estas duas metades,
compondo as câmaras pneumática e sangǘınea. Desta forma, cada câmara tem dois lados:
um, a membrana de poliuretano, e outro, o corpo de resina epoxi. A câmara sangǘınea
tem duas aberturas, uma para a entrada e outra para a sáıda de sangue, nas quais anéis
estão colocados. Estes anéis servem como base para fixação de válvulas de pericárdio
bovino. A câmara pneumática possui apenas uma abertura utilizada pela unidade de
propulsão e de controle, a qual fornece ondas de ar comprimido. Mais detalhes sobre o
desenho, a confecção e o procedimento de teste, podem ser encontrados no trabalho de
Oshiro e colaboradores em [21].

Como se observa na Figura 7-(b), a unidade de bombeamento do DAV é conectada
ao coração do paciente por tubos flex́ıveis. Algumas questões importantes podem ser
levantadas quanto à biofluido dinâmica deste problema [1]:

1. Em termos de formato, qual seria o mais apropriado para
a seção transversal dos tubos? Em particular, seria a circular
a melhor? Se não o for, estaria ela próxima da melhor?

2. Existem quaisquer vantagens no uso de estreitamentos nos
tubos? De que tipo? Onde eles deveriam ser posicionados?

Este problema, em três dimensões, é bastante complexo e dif́ıcil de ser abordado
diretamente. Empregando uma seção longitudinal, Remigio e Roma [31] realizaram um
estudo preliminar em duas dimensões, assumindo que o tubo flex́ıvel esteja completa-
mente apoiado sobre um único plano. Para este estudo, o modelo matemático visto para
o Método da Fronteira Imersa, (41)-(45), foi alterado introduzindo-se uma fonte e um
sumidouro, elementos utilizados para descrever as condições de entrada e de sáıda de
fluido no domı́nio elástico (Figura 8).

Figura 8: Introdução de uma fonte e de um sumidouro.

A versão bidimensional do problema, de um ponto de vista mais amplo, pode ser
entendida como sendo o estudo de um escoamento incompresśıvel ao longo de um canal
arbitrário com paredes flex́ıveis. A incorporação de fontes e de sumidouros no modelo
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matemático é feita por intermédio da equação de continuidade, (42), que ao invés de ser
escrita como ∇ · u = 0, passa a ser escrita como

∇ · u = ψ(x, t) = ψ1(x) q1(t) , (53)

onde ψ1(x) é uma função que especifica a distribuição espacial da fonte e do sumidouro,
e q1(t) é o fluxo de fluido injetado e removido. Note que, para preservar a incompress-
ibilidade no domı́nio é necessário que se tenha

∫
Ω ψ1(x) dx = 0.

Com o intuito de capturar a ação dos pontos do tubo que estão fora do plano de estudo
sobre os pontos da seção longitudinal, Remigio e Roma modelaram a força elástica como
sendo um tipo de “força restauradora” a qual obedece a Lei de Hooke

F(s, t) = −K (X(s, t)−X(s, 0)) , (54)

onde K é a constante elástica e X(s, 0) é a posição de equiĺıbrio que se deseja (por
conveniência, a configuração geométrica inicial). Note que (54) deve ser empregada no
lugar de (44) com o intuito de preservar, até certo ponto, os efeitos tridimensionais.
O tipo de força adotado, faz com que um ponto da fronteira imersa que está fora da
posição desejada de equiĺıbrio, para ela retorne. Detalhes sobre a introdução de fontes
e de sumidouros no Método da Fronteira Imersa, incluindo as alterações no método
computacional, podem ser encontrados para diferentes aplicações nos trabalhos de Peskin
[24], Rosar [35], Arthurs e colaboradores [2], e Remigio e Roma [31].

Para concluir, é interessante mencionar que o método tem encontrado um vasto
campo de aplicações também fora da área de hemodinâmica. Como exemplos, é posśıvel
mencionar o agregamento e a adesão de plaquetas durante a coagulação sangǘınea [14], a
locomoção de animais aquáticos [12], [11], [9], a fluido dinâmica do ouvido interno [8], o
escoamento tridimensional em tubos colapsáveis [35], o escoamento ao redor de cilindros
[15] e o escoamento em arteŕıolas, incluido modelos de transporte de massa [2].
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6 Conclusão

Com base na quantidade e na variedade de problemas aos quais ele se aplica, abrangendo
desde problemas em hemodinâmica a problemas em locomoção de microrganismos, é
posśıvel dizer que o Método da Fronteira Imersa é um método robusto e bastante geral.
Foram vistos aqui a origem, o modelo matemático e o método computacional que formam
as bases deste método.

As equações que descrevem a interação entre um fluido incompresśıvel e uma fronteira
elástica nele imersa, expostas em detalhes, constituem o núcleo do modelo matemático.
Elas são formadas pelas equações de Navier-Stokes às quais um termo forçante singular,
oriundo na fronteira elástica, é introduzido na equação da conservação do momento
linear. As equações restantes do modelo vêm da imposição da aderência entre o fluido e
a fronteira imersa, fazendo com que esta se movimente com a velocidade local do fluido.
Uma posśıvel discretização para estas equações é apresentada empregando um esquema
numérico expĺıcito no cálculo das forças elásticas.

A captura de detalhes geométricos finos da fronteira imersa pode ser feita empregando-
se uma versão adaptativa do método a qual emprega a discretização espacial em malhas
compostas.

Em termos de aplicações, foi dada atenção especial à hemodinâmica, em particular
à modelagem matemática do lado esquerdo do coração e de sua interação com o es-
coamento sangǘıneo, tendo sido esta a motivação cient́ıfica que levou à introdução do
método há quase trinta anos atrás. Dentre outras possibilidades, os modelos do coração
podem ser empregados no estudo do movimento das válvulas card́ıacas, tanto naturais
quanto artificiais, e no estudo de diversas cardiopatias como, por exemplo, as causas e
as conseqüências de ataques card́ıacos. Ainda em hemodinâmica, apontou-se também
seu uso como uma opção no estudo da performance de Dispositivos de Assistência Ven-
tricular (DAV’s), um problema em bioengenharia de impacto social bastante grande.
Neste caso, uma abordagem bidimensional simplificada foi apresentada para o estudo do
escoamento em tubos flex́ıveis, incluindo as alterações necessárias ao método para que
condições de entrada e de sáıda de fluido sejam incorporadas ao modelo matemático.

São muitas as frentes nas quais se pode atuar e se contribuir efetivamente na área de
simulação computacional em dinâmica de fluidos. Problemas mais complexos como o do
estudo da hemodinâmica card́ıaca requerem via de regra um ambiente de trabalho que
permita que o desenvolvimento seja feito de forma eficiente e, frequentemente, coletiva-
mente por um grupo de pesquisa.

Dentre os recursos dispońıveis, é posśıvel enfatizar a biblioteca SAMRAI2 e o visu-
alizador VisIt3. A biblioteca SAMRAI dá suporte a processamento paralelo à resolução
numérica de equações a derivadas parciais com refinamento adaptativo de malhas. Além
disso, o SAMRAI é integrado ao visualizador VisIt.

É recomendável o uso de ambientes integrados de desenvolvimento (Integrated De-
2https://computation.llnl.gov/casc/SAMRAI/
3https://wci.llnl.gov/codes/visit/home.html
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velopment Environment ) como o Eclipse4.

Finalmente, para se trabalhar em grupo nesta área tão exigente, é de bom tom se
empregar recursos como o Subversion5 e o documentador automático Doxygen6.
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