
Desenvolvimento de Modelagem Matemática para Análise de Escoamentos 

Bifásicos em Dispositivos Distribuidores de Líquidos e em Torres de Destilação 

 

Aristeu da Silveira Neto, FEMEC-UFU  

Coordenador 

 Alexandre Megiorin Roma, IME-USP 

Vice-coordenador 

 

1 – Resumo 

O grupo de pesquisa em Dinâmica dos Fluidos Computacional do Laboratório de 

Transferência de Calor e Massa e Dinâmica dos Fluidos (LTCM), FEM-UFU, tem 

atuado, nos últimos 15 anos, na linha de pesquisa de Modelagem Matemática de 

Escoamentos Turbulentos Monofásicos e Bifásicos. As duas maiores ênfases têm sido 

voltadas para a modelagem da turbulência e para a modelagem detalhada de 

escoamentos bifásicos. Em relação à modelagem de escoamentos bifásicos o LTCM 

tem, de longa data, se dedicado  ao desenvolvimento de “métodos de 

acompanhamento de interface” (front-tracking methods). Em sua busca por uma 

metodologia computacionalmente eficiente e de alta acurácia, quesitos fundamentais 

na análise fina de escoamentos turbulentos bifásicos, o grupo tem se dedicado, mais 

recentemente, ao desenvolvimento de métodos híbridos adaptativos empregando 

simultaneamente técnicas tipicamente utilizadas em “métodos de curva de nível” (level 

set methods) e em “refinamento adaptativo de malhas” (Adaptive Mesh Refinement - 

AMR). Em colaboração com o grupo de CFD do IME-USP, o desenvolvimento desta 

linha híbrida tem enorme potencial para aplicações na modelagem e na simulação 

numérica de escoamentos bifásicos fluido-fluido e fluido-sólido de forma refinada o que, 

certamente,  permitirá a estimativa de informações físicas de difícil acesso 

experimental. Dentre as aplicações em desenvolvimento, destacam-se a modelagem e 

a simulação do processo de transporte, deformação e fragmentação de inerfaces. 

Neste contexto, a modelagem matemática, a simulação numérica, a análise de 

estabilidade de cortinas de fluido e a formação de gotas colocam-se como possíveis 

aplicações. Este é um dentre três projetos na área de dinâmica de escoamentos 

bifásicos que estão sendo propostos prevendo execução simultânea e colaboração 

com o grupo de CFD do IME-USP. 
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3 – Objetivos 

 
Visando a análise detalhada da dinâmica e da estabilidade de cortinas de l[iquido e 

sua quebra em gotas, será dada continuidade às investigações de modelos 
matemáticos, de metodologias numéricas e de técnicas computacionais necessários ao 
desenvolvimento de códigos computacionais para simular de maneira eficiente 
escoamentos incompressíveis bifásicos.  

 

Os pontos de partida serão os códigos computacionais para tais escoamentos em 
duas e em três dimensões desenvolvidos conjuntamente no LTCM, FEM-UFU, e no 
IME-USP. Tais códigos empregam a formulação matemática baseada em variáveis 
primitivas (velocidade e pressão) cuja discretização espacial é realizada em malhas 
cartesianas bloco-estruturadas contendo refinamento adaptativo. O uso desse tipo de 
discretização espacial permite incrementar a acurácia da solução numérica em regiões 
do escoamento de especial interesse (e.g. ao redor de interfaces, em regiões de alta 
vorticidade e/ou turbulência). 

 

Um primeiro objetivo central é o de estender o código bidimensional serial atual de 
maneira a conferir-lhe características que possibilitem obter uma ferramenta numérica 
para analisar escoamentos do tipo cortina de líquido e estudar a dinâmica que leva à 
fragmentação da interface. Pretende-se comparar, quando possível, os resultados 
numéricos bidimensionais com resultados experimentais obtidos em laboratório e/ou 
com resultados encontrados na literatura. 

 

Um segundo objetivo central é o avanço no desenvolvimento de um código 
tridimensional serial. Para isto, partir-se-á de códigos computacionais existentes ou em 
desenvolvimento no LTCM, FEM-UFU, e no IME-USP. Mais especificamente, partir-se-
á de: (i) um código que resolve as equações de Navier-Stokes em malhas 
tridimensionais com refinamento adaptativo e (ii) de um código serial que integra as 
equações do movimento dos pontos lagrangianos que discretizam as interfaces de 



separação entre as fases e que tem implementada uma função indicadora de fluidos, 
componente responsável por discernir as duas fases entre si.  

 

Um aspecto especialmente relevante à PETROBRAS - e que merece ser destacado 
- é que  se pretende, durante o estudo da formação de cortinas de líquido, estudar 
quais são as condições fluidodinâmicas que antecedem a formação de gotículas, 
imediatamente antes de seu desprendimento. 

 

 Tais objetivos serão alcançados por intermédio do cumprimento de várias etapas as 
quais estão detalhadas mais adiante.  

  

 

4 – Justificativa 

 

O processo de quebra de um jato líquido em gotas é freqüente em problemas de 

engenharia, tais como escoamentos em dispositivos distribuidores de líquidos e em 

torres de destilação que aparecem em processos na indústria de refino de petróleo. 

 

A Figura 4.1 ilustra a colisão de um jato contra uma placa cônica, e sua 

fragmentação em gotas.  

(a)

(b)

(c)

(d)

  

Figura 4.1: Sistema de aspersão jato-placa usado por Tarqui (1996): (a) jato de água; 

(b) filme líquido sobre a placa defletora; (c) filme líquido livre; (d) frente instável de 

gotas. 
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A Figura 4.2 mostra uma fotografia rápida feita por Tarqui (1996), no LTCM. 

Pode-se perceber a complexidade do processo físico de formação das gotas. Observa

se que no presente trabalho não se objetiva a simulação do processo completo e sim, a 

formação das instabilidades que dão origem às gotas.

 

Figura 4.2. Visão global do processo de aspersão de gotas,

instabilidades e a nuvem de gotas formadas nas bordas do lençol contínuo.

 

Na Figura 4.3 mostra

redondo de água, as quais se desenvolvem no ar. 

 

Figura 4.3. Instabilidades de Rayleigh

 

 

A Figura 4.2 mostra uma fotografia rápida feita por Tarqui (1996), no LTCM. 
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se que no presente trabalho não se objetiva a simulação do processo completo e sim, a 

formação das instabilidades que dão origem às gotas. 

 

Figura 4.2. Visão global do processo de aspersão de gotas, 

instabilidades e a nuvem de gotas formadas nas bordas do lençol contínuo.

Na Figura 4.3 mostra-se as instabilidades de Rayleigh-Taylor em um jato 

redondo de água, as quais se desenvolvem no ar.  

 

            

Rayleigh-Taylor em um jato circular de água em ar.

A Figura 4.2 mostra uma fotografia rápida feita por Tarqui (1996), no LTCM. 
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A análise numérica desse problema representa um grande desafio em termos de 

modelagem matemática e de simulação numérica de um problema físico. Na 

atualidade, a metodologia de modelagem por acompanhamento de interface (front-

tracking methods) se torna uma opção promissora. Para a solução numérica desse 

problema, propõe-se a discretização utilizando a técnica de refinamento adaptativo de 

malhas. 

 

 

5 – Metodologia de desenvolvimento do projeto 

 
Um escoamento bifásico sem mudança de fase pode ser modelado pelo seguinte 

sistema de equações: 

 

 fgpuuuu
t

u T

++∇−











 ∇+∇⋅∇=














∇⋅+

∂

∂
ρµρ                                                            (1)     

                                                                                           

   0=⋅∇ u                                                                                                                                          (2)    

                              

       

( ) ( ) ( )∫
Ω

−= ,,, dxXxtXFtxf δ            (3) 

,),( n
s

X
Tt

s

T
tXF κ

∂

∂
+

∂

∂
=                                       (4) 

( ) ( )∫
Ω

−=
∂

∂
.,

),(
dxXxtXu

t

tsX
δ                            (5) 

 

Nas equações acima, f  representa tanto o campo de força interfacial quanto o 

campo de força que modela paredes rígidas. A modelagem da estrutura rígida 

empregará o Modelo Físico Virtual, uma metodologia introduzida Fernandes et al., 

2003. O termo forçante é nulo, exceto sobre a interface s entre dois fluidos de 



propriedades físicas diferentes e numa vizinhança das estruturas rígidas; δ é a função 

Delta de Dirac; T é o coeficiente de tensão interfacial; n  é o vetor normal unitário e t  é 

o vetor tangente unitário; κ é a curvatura da interface. A equação (5) permite o 

transporte de uma interface com uma velocidade ),( tXu a qual é determinada pela 

interpolação do campo de velocidade ),( txu . O campo de força ),( txf por unidade de 

volume resulta da distribuição da intensidade de força da interface ),( tXF , realizada 

por meio da equação (3). As equações (1) e (2) resultam da simplificação das 

equações para escoamentos compressíveis, usando-se a hipótese de que as 

propriedades físicas ρ e µ  são constantes sobre uma linha de corrente. Esta 

formulação foi apresentada inicialmente por Peskin (1977) e Unverdi e Tryggvason 

(1992). 

 

A solução das Eqs. (1) e (2) supõe o conhecimento das propriedades físicas do 

fluido as quais são constantes exceto sobre a interface. Para o cálculo das 

propriedades físicas da fase contínua e da fase dispersa e para a região de transição 

entre ambas as fases, utiliza-se a função indicadora proposta por Ceniceros e Roma 

(2005), a qual é baseada em técnicas de geometria computacional. Assim a função 

indicadora ( )),( tsXψ  assume o valor 0 na fase contínua e 1 na fase dispersa. As 

propriedades físicas são então obtidas pelas relações: 
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onde µd e ρd são as propriedades da fase dispersa (bolha) e µc e ρc  são as 

propriedades da fase contínua. 

 

Para a solução numéricas das Eqs. (1) e (2), a discretização temporal baseada no 

esquema numérico empregado por Badalassi et al. (2003), a qual é definida como uma 

discretização semi-implícita de segunda ordem, é aplicada. O método de Gear 

extrapolado utilizado na discretização temporal e o método de Diferenças Finitas na 

discretização espacial em conjunto com um arranjo co-localizado asseguram segunda 

ordem de precisão e um eficiente e robusto esquema modular. O método dos Passos 

Fracionados permite o acoplamento entre as velocidades e a pressão, desta forma as 



equacões de conservação da quantidade de movimento são resolvidas de forma semi-

implícita. Uma equação de Poisson para a correção de pressão é obtida utilizando-se 

as equações de balanço da quantidade de movimento e da massa, a qual é resolvida 

de forma implícita pelo método multigrid-multilevel. A combinação de uma metodolgia 

semi-implícita juntamente com o refinamento adaptativo localizado garatem a robustez 

e a eficiência do código ao se utilizar espaçamentos estritamente pequenos e largos 

passos no tempo da ordem do espaçamento malha gerada. 

 

O projeto ora proposto será desenvolvido com a colaboração do grupo de CFD do 

IME-USP tendo o envolvimento direto do Professor Alexandre Roma. 

 

 

6 – Etapas detalhadas do projeto 

 

1. Averiguar o “estado da arte” por intermédio de uma revisão meticulosa da 
literatura, em especial, as publicações recentes envolvendo front-tracking e 
front-capturing methods, novos desenvolvimentos e aplicações. Deve-se 
estar atento também aos progressos e às aplicações de técnicas de 
refinamento adaptativo de malhas (Adaptive Mesh Refinement – AMR) e, 
além disso, é necessário investigar o que de mais moderno existe no âmbito 
de modelos matemáticos e heurísticos para o tratamento de processos de 
fragmentação/coalescência de interfaces e para representar corpos rígidos 
imersos em fluidos. 

 

2. Continuar o desenvolvimento do código para simular escoamentos bifásicos 
bidimensionais do LTCM, FEM-UFU, e do IME-USP. Mais especificamente: 



 
a. Estudar a metodologia numérica empregada no código 

computacional que simula escoamentos bifásicos 
bidimensionais com interfaces elásticas imersas 

b. Rever, otimizar e documentar a implementação corrente 
tornando o código mais eficiente, claro e fácil de ser utilizado 
por outros usuários. Rodar testes iniciais para a apropriação 
adequada e completa desse código. 

c. Rodar casos e obter análises preliminares sobre tendência à 
formação de instabilidades na interface fluido-fluido. 

d. Implementar a estratégia do Modelo Físico Virtual para 
representar as paredes rígidas dos obstáculos. Rodar testes e 
simular casos comparando, quando possível,  com resultados 
experimentais e com outros encontrados na literatura. 

e. Investigar e implementar modelos de 
fragmentação/coalescência de interfaces. Rodar testes 
preliminares e comparar com resultados experimentais, se 
possível, e com outros encontrados na literatura. 

f. Rodar casos de interesse prático dentro contexto de cortinas de 
líquido bidimensionais. Em particular, verificar as 
potencialidades do código para evidenciar as instabilidades de 
Rayleigh-Taylor no filme de líquido. 

 

3. Avançar no desenvolvimento do código computacional para resolver as 
equações de Navier-Stokes em três dimensões. Para isto é necessário:  

 
a. Estudar a metodologia numérica empregada no código atual. 
b. Rever e otimizar a implementação corrente tornando o código 

mais eficiente, claro e fácil de ser utilizado por outros usuários. 
c. Rodar testes iniciais para a apropriação adequada e completa 

desse código. 
d. Investigar e implementar uma seleção de modelos de 

turbulência. 
e. Rodar testes e comparar, quando possível,   com resultados 

experimentais e com outros encontrados na literatura. 
 

4. Avançar no desenvolvimento do código computacional para resolver as 
equações do movimento dos pontos lagrangianos em três dimensões, os 
quais discretizam a interface de separação entre as duas fases coexistentes. 
Para isto é necessário:  

 
a. Estudar a metodologia numérica empregada no código atual. 
b. Rever e otimizar a implementação corrente tornando o código 

mais eficiente, claro e fácil de ser utilizado por outros usuários.  
c. Rodar testes iniciais para a apropriação adequada e completa 

desse código. 
d. Modificar o esquema de discretização temporal para um 

esquema numérico de segunda ordem. 



e. Implementar o cálculo de quantidades geométricas definidas 
sobre a interface (normal e curvatura), necessárias ao calcula 
da força lagrangiana que atua sobre a interface de separação 

f. Implementar a operação de “espalhamento” da força 
lagrangiana para a malha euleriana que discretiza o fluido. 

g. Investigar e implementar formas de se regularizar, ao longo do 
tempo, a malha lagrangiana para manter sua boa qualidade  e 
as propriedades de estabilidade numérica. 

h. Rodar testes computacionais de evolução da interface e do 
cálculo da função indicadora de fluidos.   

 

5. Integrar num único código os códigos resultantes das etapas 3 e 4. O 
resultado será um código com capacidade de simular escoamentos 
tridimensionais bifásicos. 

 

6. Rever e ampliar os critérios empregados para determinar os instantes nos 
quais a malha espacial deve ser substituída (critérios baseados nos valores 
de vorticidade e/ou turbulência). Rodar testes e comparar, quando possível,   
com resultados experimentais e com outros encontrados na literatura. 

 

7. Implementar a estratégia do Modelo Físico Virtual em três. 
 

8. Rodar casos de interesse prático dentro do contexto de formação de cortinas 
de líquido. Em particular, realizar simulações tridimensionais de estabilidade 
de jatos de líquido em um meio gasoso, objetivando a simulação das 
instabilidades de Rayleigh-Taylor em jatos cilíndricos (há dados 
experimentais para essa configuração).  Desenvolver estudos sobre 
estabilidade em cortinas de líquido em meios gasosos. Comparar com dados 
experimentais.    

 

9. Elaborar relatórios do período. 
 

 

7 –  CRONOGRAMA DE EXECUÇÃO  E  DISTRIBUIÇÃO DE 
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• Prof. Aristeu da Silveira Neto: coordenação e participação no desenvolvimento 
de todas as etapas. 

• Prof. Alexandre Megiorin Roma: coordenação e participação no desenvolvimento 
de todas as etapas 

• Márcio Pivello. 



• Dra. Ana Lúcia Fernandes de Lima e Silva: desenvolvimento de acordo com o 
quadro abaixo 

• Dra. Millena Martins Villar: desenvolvimento de acordo com o quadro abaixo. 
• Aluno de Mestrado a ser recrutado: desenvolvimento, implementação e 

aplicações bidimensionais.  
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